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पर प्रकाशकीय 


गणित एक ऐसा विपय है जिसकी ध्यापकता सार्मौम है। शिप्ट 
मानवों से छेकर जगलों में रहने वाक्ले लोग मी अपने-अपने ढग से काम- 
काॉज' चलाने के लिए हिसाब लगाते है । अतएवं आवश्यकताओं की अभि- 
वृद्धि और सम्यता के विकास के साथ ग्रणित शास्त्र की विभिन्न झाखाओं 
का विकास होना भी स्वामाविक था। एशिया और यूरोप के कई देशो 
के गणितज्ञों नें इस विकास में योग दिया, किन्तु पश्चिमी इतिहासकारों 
ने उन सवबा उल्लेख एक साथ नही किया । मारतीय गणित शास्त्रियों 
के योगदान के विषय में इतिहास के इन प्रन्यो में विज्ञेप चर्चा नहीं 
मिछती । डा० ब्रज मोहन ने प्रस्तुत पुस्तक लिसकर उस अमाव की 
बहुत कुछ पूर्ति की है । भारतीय गणितज्ञों के अनुसंघात कार्यों की महत्ता 
सिद्ध करते हुए उन्होने बड़ी रोचक दौली में यह इतिहास तैयार किया है। 

डा» ब्रज मोहन अपने हिन्दी-प्रेम के लिए प्रसिद्ध हे । वैज्ञानिक 
विपयो पर सरल, सुतध भाषा में लिखना प्रायः कठिन होता है, किन्तु 
डा० ब्रज मोहन हिन्दी के ब्यवहार में तदर्थ किसी कठिनाई का अनुभव 
नही करते । प्रस्तुत पुस्तक इसबर प्रमाण है । हमें विश्वास है, इससे 
गणित के विद्याथियों का ठो विशेष काम होगा ही, साथ ही सामान्य 
पाठक को भो इसमें सुएचिपूर्ण पठनीय सामग्री मिछेणी । 


सुरेन्द्र तिवारी 
राचिव, हिन्दी समिति 


ते 








है 


(१) निखिल नवतः चरम दशत' 
(२) घूत्यं साम्य समुच्यये 
(३) चलित कलछित वर्गों विवेचकः 
प्रथम दो पंक्तियों से तो उन्होंने अंकगणित ओर बवीजगणित के कई नियम 
निकाक्न कर दिखाये थे। तीसरी पंक्ति का आधुनिक भाषा में यह अर्थ होगा-- 
(जलियापंग 0०लन्‍िसंला0* न) ला 22 ०००००५... 
अर्थात्‌ (अवकल गुणांक ) 
अब तनिक इस बीजगणितीय वर्ग समीकरण 
कय+खय+गरूू० . 
उपरिलिखित सूत्र का बीजगणितीय रूपान्तर ्‌ 
(२कय+ख)'+ख'--४ क ग, 


अर्थात्‌ यू रद +४/ख-ड४कग ] 


यही वर्ग समीकरण के हल का आधुनिक रूप है। इस प्रसर (?700७$) 
से स्पष्ट है कि उपरिलिखित सूत्र में वें समीकरण का हल, अवकलन गणित 
(एकल्षताप्रंगं (४८पॉ७७) की विधि से निकालने का सकेत किया गया है। 
स्वामीजी ने इन सूत्रों का यह अभिदेश दिया था: अथव्व वेद--परिशिष्ट १। मुझे 
अथर्व वेद के जितने भी संस्करण काशी के पुस्तकालूयों में मिल सके, मैने सब छान 
मारे। मुझे उपरिलिखित सूत्र कही नहीं मिले । मैने शंकराचायें जी को इस विपय में 
तोद पत्र लिखे। मुझे कोई उत्तर नहीं मिला) तत्पश्चात्‌ मै वेदो के उद्मट विद्वानों 
से मिला जैमे प० गिरिघर. शर्मा चतुर्देदी और पंचगंगा घाट, काशी, के पं० रामचन्द्र 
भट्ट । उन्होंने बताया कि उपरिलिखित सूत्रों वी मापा ही वैदिक सस्कृत से 
भेल नहीं खाती । अतः यह वैदिक सूत्र हो ही मही सकते । इसके अतिरिक्त वेदों में 
कही गणितीय विषयों का उल्लेख है ही नहीं। इसी दोड़ घूप में मेरे हाथ निम्न 
लिखित पुस्तक छगी-- 

. श, छतीछए खाते , ए. पिल्हूलेक + ८ एडतंक्आाप5 ७६ ह९ 
सैतागरन पएत्क एण, | एक |: एशांशांआव5 -52, 7.ठएटा5 (79०9)- 

मैने यह प्रन्ष अपने मिश्र डा० वासुदेव शरण अग्रवाल को दिखाया। उन्होंने 
उसे देख कर कहा कि उक्त पुस्तक में भी कही किसो गणितीय विषम का उल्लेख 
नही है। अतः मुझे शकराचाये दी के दिये हुए सूत्रों का कहीं पता नहीं चलाव 
पुं७ गिरियर शर्मा ने कृपा करके यह तध्य झुझे अवश्य दिये--- 





१० 


“जब शंकराचायंजी स्वूछ में पढने थे, उनके एक अध्यापक वैदिक ऋतचाओं की 
खिलली उड़ाया करते थे और कहा करने थे कि बुछ छोगों के मतानुसार वेदों में 
समस्त ज्ञान मरा पड़ा है। भला ऐसी अनगंल बातों में मी कोई तस्य हो सदृता है। 

“झंकराचार्यजी को ये बातें वहुत बुरी रूगती थी | उन्होंने उन्हीं दिनों यह 

निश्चय किया कि वह वैदिक सूत्रों की गृत्थी को खोल कर रहेंगे । इस हेतु उन्होने 
आठ वर्ष एकान्तवास किया और वैदिक सूत्रों की कुंजी प्राप्त करके ही छोड़ी । 
तत्पशचातू उन्होने अपनी गवेषणा का फल पुस्तक रूप में तैयार क्रिया। पुस्तक को 
पाण्डुलिपि अमेरिका गयी हुई है जहाँ उसके छपने की आधा है ।” 

जब तक उक्त पुस्तक प्रकाधित ने हो जाय तब तक उपरिलिखित सूत्र एक 
समस्या ही बने रहेंगे । यदि उपरिलिखित तीसरा सूत्र वास्तव में वैदिक है तो इसमे 
यह सिद्ध हो जायगा कि वैदिक काल के हमारे पूर्दज अंकगणित, वीजगणित आई के 
अनिरिक्त कलन ((:/८७७५) के मो ज्ञाता थे। इस तथ्य से कलन शास्त्र का 
सारा इतिहास ही बदछ जायगा । हम उक्त सूत्रों का वास्तविक अमिदेश जानने के 
लिए वहुत उत्सुक हैं। किन्तु जब तक यथार्थ अमिदेश न मिल जाय तव तक हम इतनी 
अप्रमाणित बात अपनी पुस्तक में नहीं दे सकते | यदि इस ग्रन्य के अगले संस्करण 
तक उक्न सूत्रों का रहस्योद्घाटन हो गया तो हम अवश्य ही इस पुस्तक में उनवा 
समावेश कर लेंगे । 

किसो शास्त्र का इतिहास लिखने के छिए इतिहासकार के पास तीन विध्रियाँ 
है--बह देश के अनुसार इतिहास छिख सकता है, अथवा विषय के अनुसार अथवा 
व्यक्तियों के अनुसार । तीनों मार्यों में कठिताइयाँ है । मान लीजिए कि हम गणित 
क॥ इतिहास देशानुसार लिखते हैं, तों इसका यह अर्थ हुआ कि यदि हमने इटली से 

आरम्म किया है तो हम सर्व प्रथम आदि काल से आधुनिक समय तक इटली के 
गणित का इतिहास दे देंगे । तत्पश्चातू इसी प्रकार दूसरे देशो के गणित वा इतिहास 
देंगे । इस ढंग से इतिहास छिखने से यह जानना कठिन होगा कि किसी एक काल में 
मिन्न मिप्न देशों मे गणितीय क्षेत्र में दितनी प्रगति कर छी थी | इस जानकारी के 
लिए समस्त देशो के इतिहास के पद्ने उलटने पड़ेंगे 

अब सान लीजिए कि हम विपयानुसार इतिहास लिखते है, तो यदि हमसे अंक 
गशित से आरम्म किया है तो सार मर के अंकगणित वा इतिहास देकर तमी दुसरे 
विषय पर हाथ छगायेंगे । कब यदि किसी विभिष्ट देश के गणितीय ह्वान वी जाव- 
कारों प्र.प्त बरनी हो तो प्रत्येक विषय के अन्तर्गत उक्त देश के तत्सम्वस्थी पौ्नों वा 

स्व, क्यों होगा ॥ 
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इसी ढंग की कटिनाइयाँ व्यक्तियों के अनुसार चलते में भी हैं । अतः इतिहास- 
कार को इन समस्त विधियों का समत्वय करना होता है | हमने बहुत कुछ सोच- 
विचार कर गणित की मिप्न भिन्‍तर शास्ताओं का इतिहास स्वतन्त्र रूप से लिखने का 
निदचय क्रिया है। अतएवं हमने अध्यायों को विषय के अनुसार विभाजित किया है। 
फिर प्रत्येक अध्याय के, काछ के अनुसार, कई टुकड़े किये हैं। ऐसा न करने से अध्याय 
बहुत लम्बे हो जाते और पाठकों का मन ऊब जाता। इस विभाजन के पशचात्‌ हमने 
व्यवितयों को ही प्रमुखता दी है। हमने इबर बहुत से गणितीय इतिहासो का अध्ययन 
किया है। हमारा विचार है कि जो इतिहास विषय को ही प्रधानता देते है, वे कही- 
न-कही जाकर नौरस हो जाते है। इसके विपरीत जो इतिहास व्यक्तियों को अधिक 
महत्व देते है, उन में मानव तत्व बना रहता है अतः वह्‌ शुष्क नहीं हो पाते । इसीलिए 
हमने इस इतिहास को ब्यवित-प्रधान चनाएा है, यों आवश्यकतानुसार कही कही 
पर देश अथवा विषय को भी प्रमुखता दे दी है । 

जब हमने इतिहास छिखना आरम्म किया था तो हमारा विचार था कि हम 
इसे अद्यतन बना दें । किन्तु ज्यों ज्यों कार्य आये बढता गया, हमें स्पष्ट दिखाई देता 
गया कि इतिहास को दिनाप्त बनाने के लिए ग्रन्थ का आकार बहुत बढ़ाना पड़ेगा । 
प्रत्येक विज्ञान बड़े तीव्र वेग से प्रगति कर रहा है। पिछले दस वर्षों में इतना गवेषणा 
कार्य हुआ है जितना उन से पहले पचास वर्ष में मही हुआ था। जो बात और विज्ञानों 
पर छागू है, वही गणित पर भी छागू है । अत. हमारे सम्मुख दो ही मार्ग थे--या तो 
सारे इतिहास को संक्षिप्त करके उसे अद्यतन बना देते, या अपनी स्वाभाविक गति 
से बढ़ते रहते और पिछले पचास साठ वर्ष का इतिहास छोड़ देते | हम ने पिछले 
मार्ग का अवलम्बन किया है क्योकि जो पुस्तक ऐतिहासिक दृष्टिकोण से लिखी 
जाती है उसके लिए पिछले पचास साठ वर्षों का उतना महत्त्व नही है जितवा आदि 
काछ और मध्य काल का। अतएवं इन पत्तों में मुख्यतः सन्‌ १९०० तक का ही 
वृत्तान्त दृष्टिगोचर होगा । हम जानते हैं कि इसका एक दुष्परिणाम यह हुआ है 
कि हम बहुत से आघुनिक गणितज्ञों का उल्लेप नही कर सके है जो अपने अपने क्षेत्र 
में महात्‌ रहे है जैसे -- 

हँँडमाई ([30भ9474), लेवेग ( 7.00587० ), हॉब्सन (00507), 
हाई (प्रआत,), रामानुजन । 

किन्तु किया वया जाय, छाचारी है। इतना अवश्य है कि गणित के इतिहासज' 
नामक अंतिम परिच्छेद में हमने प्रायः आज तक के सभो इतिहासकारों का वृत्तान्त 
दे दिया है। इसका एक कारण यह है. पस्तक स्वयं एक इतिहास है। अतः 


शरे 


१. नागरी प्रचारिणों समा : हिन्दी वैज्ञानिक शब्दावली । 
३. ब्रज मोहत : गणितीय कोश 


जब यह पुस्तक लिखी गयी थी, केन्द्रीय सरकार की पूरी गणितीय शब्दावली 
तैयार नही थी। इघर उन्होंने प्रायः बी० एस-सी० तक के गणित के समस्त पारि- 
भाषिक शब्द भ्रस्तुत कर दिये है। इसके अतिरिक्त कुछ हिन्दी पर्याय उन्होंने 
बदल भी दिये हैं। हमने यथासाध्य ऐसे सभी झब्दों को इस पुस्तक में मी वदल 
दिया है। किन्तु फिर भी संमव है कि वुछ शब्द रह गये हो । कमी कभी ऐसा 
भो हुआ है कि पुस्तक के आरंग के कुछ पन्नो में कोई पुराना झब्द आया है और हमें 
उक्त पप्चे छपने के पश्चात्‌ उबत शब्द के नये पर्याय को पता चला है| ऐसी स्थिति 
में हमने शेप पुस्तक में नया पर्याय अपना लिया है और परिशिप्ट में दी हुई शब्दा- 
शलियों में दोतों पर्याय दे दिये हैं । यदि कमी पुस्तक का दूसरा संस्करण प्रकाशित 
हुआ तो उसमें आवश्यकतानुसार सशोचन कर दिया जायगा । 


इसके अतिरिक्त जहाँ कही कोई पारिमापिक दब्द पहली बार आया है, 
हमने फोप्टक में उसका रामानक भी दे दिया है । 


बहुवचनों का प्रयोग 


हिन्दी में दो प्रकार के वहुदचनों बा प्रयोग होता है--बरडुत सूचक और आदर 

सूचक । तनिक इन वाक्‍्यों पर विचार बौजिए-- 

पुस्तक मेज पर रखी हूँ । 

उसके पिताजी थोमार हैं । 

पिएने वास्य में, “हे” बहुत्व शा सूचक नहीं है, दरोकि पिताजी बेवल एक 
है। तिस पर भी हम आदर के लिए "है” का प्रयोग बरते है। अग्रेज़ो में इस प्रवार बा 
भ्रपोग नहीं चछता। अंग्रेडो में कहा जायगा-- 

पड शा के गो. 

इस दावर में हम “5” के स्थान पर “शा” नहों छिख सबते ॥ विन्‍दु हिल्‍्दी में 
यह आइर सूचऊ प्रयोग दीर्घ काल से चला आया है३ अब प्रश्न यह है हि हम ह्न्शि 
में छेघरों के: लिए एक्वचन जा प्रयोग शरें या बटूबचन बा । ऐसा नहीं है कि हिन्दी 
में एश्वचन चलता ही न हो। तनिझ इन दाजयों पर घ्यात दोजिए-- 





रद 

इस पुछ्तक की तैयारी के लिए यों तो हमने दसियों ग्रत्यो का अध्ययन किया है 
किन्तु सबसे अधिक सहायता हमें इन दो पुस्तकों से मिली है-- 

() 0.8, आग : प्रांगण जी 'शब्पीद्ञाआंक ए०5, ॥, व : तक 
& (०., 'पशए शठह: (7957). 

(7) प्ा०ए००छच्वां3 फ्तंधरव्शां८०, 740 80. (7929) 

इतिहास का काछ-विभाजन भी हमने वहुत कुछ स्मिय को पुस्तक के आधार पर 
ही किया है । 


>>बज मोहन 


कृतज्ञता प्रकाश 


आमार प्रदर्शन एक कठिन कार्य होता है। उन समस्त उद्गमो का तो गिनाना 
गी बटिन है जिनसे हमें सहायता मिली है। यहाँ तो हम मोदे मोटे रूप से दो चार नाप्रो 
प ही उल्हेस कर सकते है । हम “जिन एण्ड कम्पती” के आभारो है जिन्होंने हमें 
रेमथ की पुरतक में से दर्जनों फोटो प्रत्युत्मादित करने मत अनुज्ञा दी है। हमें 
'डोवर पब्लिकेशंस, इल्पार्पोंरेंटेंड” ने भी अनुगृहीत किया है ॥ उन्हीं की अनुमति से 
दूमने लिम्तलिसित पुस्तक से अनेक चित्रों का उद्घरण किया है: 

9. $फ्जीप३ है ००कतंउल लिए)  भिगाटयाश्ध5 ($ 3.70 


हद 


हम रित्रिष्टा मेंथेमेंटिका के प्रति अपना आमार प्रदर्शन करते है जिन्होंने हमें 

अपने निम्नलिखित प्रवाशन में से पई फोटो उद्धृत बरने की अनुमति दी : 
एणप्रमंछ ० एंगलार ऐचंब्पीलाअपलरंगछ, 

हम मेसद्रीय सरवार के पुरातत्त्द विमाग को भो नहीं मूल सबते जिन्होंने हमें अरने 
प्रषाशन 809 )४/॥05४०ाए 7७. -॥, में से दो फोटो छोप छेने गो 
अनुशा दोी। मेरे मित्र डा० मवरत्व कपूर एम. ए., पोएच डो. ने पुस्तक की 
पाष्डुलिपि वो तैयारी में मेरी बड़ी सहायता की है जिसके लिए मे इृतह॒त्य हूँ। में 
अपने शिष्यों डा० भगवाव दास अग्रवाल एम. ए., पीएच. डी ओर डा० शेख 
मयूद एम. ए., पौएच. डी. या भी आमार स्यवत बरता हूँ जिन्होने परिशिष्टों बे 
निर्माण में मुझ्ते सहयोग दिया है। मेरी भाजी थीमतो उ्ा सहगल ने भी 
एण्दावलियों वी तैयारी में मेरा हाथ बेंटाया है जिसके लिए में अनुगृहोत हूं । 

में अपने मित्र पं० निशारान्त पाठक हो भो नहीं मूल सबतां। प्रास्तोय 
सरकार गो ओर से यह पुस्तक आप शी ही देश रेर में प्राशित हुई है।॥ आपने 
बैवड अपना बतेड्य पाऊूत हो नही जिया है वरनू इस बाएं में असाधारण ष्यक्तियत 
एड श्तायों है। 
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अध्याय १ 
प्रारम्भिक बातें 


अत्येद दर्तिशसज्ञ बो बहुत-से विदेशियों बे नाम अपनी लिपि में दिखने पहले 
है। आज जब हमने गणित वे इतिहास पर अपनी छेखनी उठायी है तो स्वमावत 
इसके अन्तर्गत बहुत-से अग्रेश, फ्रासोसी और जमेन गणितज्ञों के नामो का उल्लेख 
करना होगा। दस सबस्ध में तुस्त यह प्रश्त उठ खड्टा होता है झि विदेशियों के नाम 
डिसने में बौन-सी पद्धति अपनायो जाय । हमारा विचार है कि यदि हिगी विदेशी 
था नाम हमारे देश में प्रचलित हो गया है तो छेसरों को उसे उसी रूप में लिसने को 
छूड देगी चाहिए जिस रूप में वह प्रचलित हो चुत है, चाहे वह रूप टीक हो चाहे 
गछत। पे व गणितश (06 ४0७४८ का दास्तविक उच्चारण 4: भ्वात्रे है, परन्तु 
अंप्रेज़ो मे अधिकतर छोग इसे 'डो मॉयवर' पढ़े हैं। पिछले डेढ़ यो वर्षों में हमारा 
पतिप्य सबस्प अप्रेज़ी से ही रहा है, अत भारतवर्ष से भी यह नाम 'डी मॉयवर' रुप 
में ही प्रघदित हुआ है। हमारा विचार है दि अब हम छोगो को यह नाम नये और 
चुराने दोनों रुपो में लिखने रहता घाहिए। 

पथ गणित ८८ वे नाम बा घांसीसी उच्चारण होगा 'दिगिदद'। 
हिख्यु अग्रेबो छेलकों ले इस सास बा विहृत रूए डिरियले रवीरार बर दिया है। 
दस देश दे गणितजो ने मो इस शिषत रूप को हो अपनाया है। यह रूप इतता प्रचलित 
हो गया है रि अब देश बे शहुत थोईे शदितज्ञ यट बात जानते होगे हि उक्त प्र. ले 
गणितश बा शाररविर मास यह नहीं है। अत अंश हमें ऐसा बोई बारण दिलाई 
महों देवा वि हम दस सास को बददे। दसो प्ररार बे दो-घार नाम हम यहाँ और 
देईे है-- 











एक एकल है बार्टीश 
इलफच्जर प्दाई 
एफ जेल जे इंद्र सोच 


सेंड दिवदित्त 
हहघ्ीर 
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यहाँ एक कश्िनाई और उपस्थित होतो है। हमें इस बात का भी घ्यान रखता 
होगा कि कोई गगितज्ञ अपने नाम को स्वयं हिस प्रक्लार छिसा करता था। एफ 
उद्यहरण लोजिए जैंक्स बर्नोरी ( ][उत्वृएठ फ्िज्याएवोँ। ) का। यह गणित 
स्विद्यालेंद के वेखिल नगर में रहता था जहाँ जर्मन भाषा बोली जाती थी और 
उसका साम जंजेस ही खिला जाता था। इसकी बशाउली बेल्जियम की थी, हिन्लु 
यह अधिवतर पे व अयवा हॉटिन में ठिखा करता था। प्र च में तो इसका नाम 
जडय ही सपा, रिन्‍तु खटिन में बदलतर जकोविस ( ]2:00०5 ) हो गया। जम 
हिराशों ने इससे मास को वियांडइर जेर्य ( ]+८०७ ) कर दिया और अग्रेजों ने 
इसे सोघा-सादा जेस्स ( ]2व०४ ) यता दिया। अब प्रश्न यह है हि हम इस साप के 
बनजी रूप को रबीजार करे। कम जय रूप ही अपनाना पद करेंगे बयोकि उतते 
शदिवर्श अधिरतर अपने सलाम को इसी प्रशार छिया करता था। रिल्नु पाठफों वी 
शुरिषा के दिए हम ददालदा समस्त प्रबंडित रूपों का प्रपोग करेगे। 





दगों एक सिदारर मौर मी दृष्टिगोबर होता है। हमे इसे बात पर भी विषार 
अबाटा कह हि हिसी रविदेत के सास का कौत सा रुप अपनाने से गेशित के विधावियों 
ब। शव ह!प है। शद उशररभ लीजिए डियोताईों क्येतारी ( /0॥आ0७ 
कफ ) बग। दंग! डियोला्श बाताशी भी बहने हैं, कियोताबी मों और 
दजिशिरए भो। अडई प्रस्त दछ है हि इत हीलों शुया में ते कीतन्सां हम अपतापा 
अाप। यो भी हब दंग बाज दर दिघार हरने है दि छेखा रद अपना साध हित 
और दिखा बरणा था टिन्तु इस शदत्प में एक महस्‍्वपूर्ण बात यह उस्देशतीप है 
ह4 रचित मे हु थे ( ५०१३४ 3 बहपबटडित है जिसहा ताम डिदोनारी भी 
६ 00४ «२ ४८४४७ ) पष गाया औै4 वर शभ्य अत्य सभा गिदाली को देश 
देश है। आ« हुए एकर शरिएरज्ञ हा वास डिपाहाईों फिशवाही ही डिखेगे। 

है ही रच शारा प निदाख ६ इनहे होते हूए भी करीजही वर बड़ी बद्िताई 
के धटकी है। बड़ रशिक्४" हे दिएय में का बड़ वर हो. मी बढती हि ये शहर 
आशा आए (पक द्हाए टविंखर बरर थे । इछ दराशिकशा दे नाम निध्र जिद देश मे 
हिशिशुक _९ एल दिफ्र डिच्ि बाप मे और अस्त ये इस टैग मे बाबर उतहा देव 
हुआ का हे ढ०१ दूर इरेक झरा ॥ शपारों सुचना डा. उटूसम अ्खिजर 
अरे री इसपई है। अब हय उक गाय कर अपेड रूप ही बाज शूदा है। भर दतढे 
झट विक कप हर इरा ऋताजप नी दृनकर है। अरब हब ऐसे सामा वा अरेही गाए 
पे स्पेन बगई १ ध 

ड़ करे कक कि दें बे आप व टिय और रेलड सिकआ मो अखंड 











प्रारम्भिक बातें | 


अलग होते है। अरब देश में बड़े खग्बेन्लम्दे नाम होते है । यहाँ तक दि दिसी-विसी 
नाम गे एश्-एक दर्जन भाग होते है और दमी-वमी उन मागों में से कोईन्सा भी 
प्रकच्चि हे जाता है। हिन्दुओं और जापराठियों में एक आधिकारिक नाम होता 
है और एड पुतारते बा नाम, और बभी-क्ी पुवारने वा नाम ही अधिक प्रचलित 
हो जाता है॥ ध्सवे अतिरित हमारे देश में पहले जातिनाम लिखने की पद्धति ही 
नहीं थी। यह प्रणालों तो अग्रेज़ो के सम्पर्क से प्रचलित हुई है। आधुनिक काल में 
आरलनवर्ष में एक बहुत बड़ा गणिनज्ञ रामानुजन हुआ है। इसका जाति नाम आयंगर 
था। अतः यदि इसका नाम आपुनिक अप्रेजी ढग से लिखा जाय तो रामानुजन आपगर 
होगा। दिल्‍्तु इसका रामानुजन नाप जगत्प्रसिद्ध हो चुरा है और बहुत कम छोग 
जातते है हि इसका जातिनाम आयंगर था । राच पूछिए तो इस देश की परम्परा के 
अनुबूल भी इसता नाम रामानुजन ही बहलायेगा, वयोकि हमारी प्राचीन प्रणाली देवक 
प्रथम नाम लिखने की है। थी । हमारे यहाँ के कुछ गणितजों के प्रचलित नाम ये हे-- 

भाम्कर, आर्यमट्ट , प्रह्मगुप्त, वराहमिहिर । 

आज कौन जानता है कि इन छोगों के जातिनाम अयवा देशनाम क्या थे ? 

एक संबद्ध प्रश्न है नाम-सदन्धी झब्दों ब|। ऐमे शब्द दो प्रकार के होते हे-- 
एक तो थे जिनमें नाम के मौलिक रूप के साथ कोई अन्य शब्द जोड़ दिया जाता है, 
यथा-- 

िशछाप्णा5 प्शल्णव्मा, रियशा हिलटप्, 070०9 पर 7३० 
इलांक- 

मेरी समस्त में समस्त वैज्ञानिक इस वात परसहमत होगे कि किसी मी आविष्कार 
बे साथ उसके आविप्वारक का माम अवश्य ही जुडा रहना चाहिए। 'रिटछ(णा$ 
व्रपा०्णाला। वो हम हिन्दी में ल्‍यूटन का प्रमेय कहेये । [२४0४४॥ ० को 
“रमन प्रभाव! ही कहता होगा। इसी प्रवार 72५)0: 5८705 को हम 'टेलर श्रेणी 
के अतिरिबत और वया बह सतते है ? कुछ अतिवादो ऐसे दाब्दो का भी ऐसा अनुवाद 
करना चाहते है, जिसमे आविष्कारक का नाम न आये। वरन्‌ उसके किसी गुण पर 
नाम रख दिया जाय, जैसे (39007 5८४८४ बा वर्म है किसी फलन (#ए॥८प०) 
वा प्रसार बरनता। अतएवं मात छीजिए कि हम 7४07 $८४०$ को “प्रसार 
श्रेणी! बह दें। इसी प्रकार 0५४८० 7७ को हम '"कॉशो परीक्षण” न कहकर 
“तुलना परीक्षण कह दे। बुछ लोग इस प्रकार के अनुवाद करना चाहते है। 

हमें तो यह प्रवृत्ति अवैज्ञानिक, अन्यायोचित और घातक जान पड़दी है। यदि 
हम दूसरे देशो के वैज्ञानिकों के नामों का बहिष्कार करेंगे तो दूसरे देशों के वैज्ञानिक 





/पहान् 


यहाँ एक कठिनाई और उपस्थित होती है। हमें इस बात का भो ध्यात रखर 
होगा कि कोई गणितज्ञ अपने नाम की स्वयं किस प्रकार लिया वरता था। ए 
उदाहरण लीजिए जेंक्स वर्नोडो ( ]2८पुए८७ छटठों) ) काो। ग्रह ग्रथित 
स्विट्जरलेड के वेसिल नगर में रहता था जहाँ जर्मन भाषा बोदी जाती थी कौ 
उसका नाम जेंक्स ही लिखा जाता था । इसकी बंशावद्ी वैहिजियम वी थी, वि 
यह अधिकतर फ्रेंच अथवा छॉटिन में छिखा करता था। फ्रैच में तो इसत्रा नाः 
जेंक्स ही रहा, किन्तु छंटिन में वदकर जंकोविस ( ]2८0905 ) हो गया । जर्म 
छेखको ने इसके नाम को विय्राइकर जेकव ( ]३८००७ ) कर दिया और अंग्रेजों र 
इसे सीघा-सादा जेम्स ( [207८5 ) बना दिया। अब प्रश्न यह है कि हम इस नाम वें 
कौन-से रूप को स्वीकार करें। हम जंक्स रूप ही अपनाना पसन्द करेंगे वयोकि उक 
गणितज्ञ अधिकतर अपने नाम को इसो प्रकार लिखा करता था। किन्तु पाठकों री 
सुविधा के लिए हम यदा-कदा समस्त प्रचछित रूपों का प्रयोग करेंगे) 

यहाँ एक सिद्धान्त और भी दृष्टिगोचर होता है। हमें इस बात पर भी विचार 
करना होगा कि किसी गणितज्ञ के नाम का कौन-सा रूप अपनाने से गणित के विद्यायियों 
को सुविधा होती है। एक उदाहरण छोजिए लियोनार्डों फ़िवोनाकों [ .00!ऑशर्ते0 
ए४9072८८। ) का। इसको छियोनार्डों वोनाकी भी कहते हैं, फ्िबोनाकी भी और 
बोनेसियस भी। अब प्रश्त यह है कि इन तीनों रूपों में से कौन-सा रूप अपनाया 
जाय। यो तो हम इस बात पर विचार करते है कि छेखक स्वयं अपना नाम क््मि 
अकार लिखा करता था, किल्तु इस संवन्व में एक महत्त्वपूर्ण वात यह उल्डेखतीय है 
कि गणित में एक श्रेणी ( 5८४७5 ) वहुप्रचछित है जिसका नाम डिंबोताशी भ्ेणी 
( प्र॥०7०८स 5८प८5 ) पड़ गया है॥ यह तथ्य अन्य समी सिद्धान्तों 
देता है। अतः हम उक्त गशितन का नाम ल्योनार्डो फिवोनाकी ही लिखेंगे। 

ये वो रहे सामान्य सिद्धान्त । इसके होते हुए भी कही-कहीं पर वड़ी कशिनाई 
जा पड़ती है। बुछ गणितज्ञों के विषय मैं तो यह पता ही नहीं चलता क्रि वें स्वय 
अपना नाम किस प्रवार छिखा करते थे । बुछ गणितजों के नाम मिन्न-मिश्न देशों मे 
दिड्वत होते हुए मिप्न-भिन्न रूपों में पट्चे ओर अन्त मैं इंग्दैण्ड में जाकर उतका रुप 
मूझ रूप से बहुत दूर पहुँच गया | हेमारी सूचना का उद्गम अधिकतर 
अंग्रेज़ी पुस्तक है। अतः हमें उन नामों का अंग्रेज़ी रूप ही प्राप्त हुआ है / अब उन 
मौडिक रुप का पता चलाना नो दुष्कर है॥ अवएवं हम ऐसे सामों का अग्रेबी हप 
ही स्वीक्तार करेंगे। 

इसके अविरिक्त विभिन्न देशों की नाम-पद्धतियाँ और रीवि-टिवाज मी महग 


न 
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अख्य होते है 4 अप्य देश से बडे ला्रेडारद बाय होव 7 । दहाँ सर हि रिी-चविसी 
आग थे एश॑ार दंत माय हरे है और दसीननी इस भागों से से शाईसा भी 
अचल हैं। शात्रा है। हिना और शादानिरों में शर आपिंतातित माम काश 
है और एुश दुशार ने दा हाम, भौर इन्‍ीवरनी पुराए ने डा साम ही अधदिर प्रभावित 
हो शा है ६ इशरे अति हमारे देश मे दर आादियास लिखने बी धदतिकी 
हैरी दी4 पह प्रषाती ही #फ्रशो दे सागर ते द्रषोदित हुई है। भापतितर पोछ में 
आरजाइ में हर शत बहा गदिहश शमानुरत हुआ है। एंगक्ा राहि शाप आयगर 
दा ॥ #ए हाई इसशा शाम आइुतिर अऐ शी इग से दिया डोए तो रामानुरत भाषंगर 
एैँया। रिसतु प्थशा शबानुरत शाप शगपृशतिद हो बरा है और बहु।३ इस छोग 
दालते के हर इस वरहितास आारगर घा। सब पृरिण ती इस देश की परम्परा के 

त एसप7) शाम शमावशत ही डहछा रे दा, बरोरि हमारी प्राषीत प्रधाएी बे बल 
प्रदम शाम रिपने ब। ही दी । हरारे दरों बे 'ुए रा है ध्रषलित नाम ये है. 

भाएरए, प्राइम , बष्एूस, इश7मिटिर । 

आज बौत रातरा है हि इस छोगो बे शादितास अपवा दशनाम बदा पे ? 

हब सदर पर्व है लामटा शी श़ररों कगा। रेस मगर दो प्रचार है है) -- 
एर सो दे रिशमें काम के सौिर रुप वे साथ कोट अस्य ए३ जोड़ दिया जाए है, 
पंषान+< 

िल्छालाक प॥(तदा, स्या तीव्त, (बण्था॥ ला, 7307 
$वांल- 

झैरी समश में समस्त दैजालिश गे शात पर सहमत होगे हि रिसी मी आदिप्पार 
बे शाप उसे क्रािध्वारत शा नाम क्वर्य ही जुदा रहता बाहिएं। पिएछऋाणाक 
पर॥60ात्ा भो हूप दिखी से हपूटन का प्रमेष/ बहेंगे । वेश्या त्ट शो 
*रपन प्रभाव! ही बहता होगा । हगी धार 79)]07 $८05 शो हम 'देखर भ्णी' 
मे अध्रिक्त और बंप बड़ सरने हैं ? बुछ अठिवादी ऐे घब्दों वा मी ऐगा अनुवाद 
दरता भाहने है, शिसमें आविश्वारक का नाम ने आये। बरन्‌ उसके किसी गुण पर 
शाम राप दिया जाव, जैसे [[3)40ः 5ल्‍7ठ शा इर्म है विस कडन (!ए॥८0०॥) 
बा प्रसार बरता। अतय मान छीजिए हि हम 79)]07 5072८$ को “प्रशार 
श्रेणी! कट दे। इसी प्रपार (७७८७ छत वो हम 'कोंती परीक्षण” मे गहकर 
“हुछना परीक्षण कह दे। शुछ छोग शस प्रदार वे अनुवाद वरना चाहते है। 

हसे तो यह प्रवूलि अवैज्ञानिक, अन्यायोबित और घातक जान पड़ती है। यदि 
हम दूसरे देशो डे वैज्ञालियों के नामों का बहिष्वार करेंगे तो दूसरे देशों के वैज्ञानिफ 




















४ मणित का इतिहास 


भी हमारे देथ के दैज्ञानिको वे नामों की उपेक्षा करेंगे। इसका परिणाम यह होगा 
कि एक दिन ऐसा आयेगा कि संसार समस्त दैज्ञानिकों के नामों को भूछ चुकेगा और 
यह पता चछाना भी कठिन हो जायगा कि कौन-सा आविष्कार किस बैजानिक ने किया 
था। ऐसी स्थिति न हमारे देश के छिए वाछतीय होगी, न अन्य देशो के लिए। 

दूसरे प्रकार के नाम-सम्बन्धी झत्द वे है जिनमें वैज्ञानिकों के नामों के विद्ृत रूप 
को ही उनके आविष्कार का नाम बना दिया जाना है। जैसे ]२८०४ा पटल- 
शर्म॥9£ का एक स्वतन्त्र नाम ]२८०७») ही पड़ गया है। इसी प्रकार ए//0ा्र्त5 
एथल्गााभा। का नाम फागाईंतंशा पड़ गया है। इन नामों के पर्याय 
यदि हम चाहें तो “जेंकोबी का सारणिक! ओर “रॉन्सकों का सारणिक' रख सकते 
है। परन्तु यहाँ एक बात विचारणीय है। जब हम 8८४५ (0075६ कहने 
हैं तो उसका अर्थ होता है 'एक ऐसा अचर जिसका अध्ययन था उपलंमन सबसे 
पहले ऑयलर ने किया था' । इसलिए दसे “ऑयलर का अचर” कहना ही उचित 
होगा। इसी प्रकार यदि हम ]2८007श/ को “जेंकोबी का सारणिक' कहें तो विशेष 
ह्वानि नहीं है। परन्तु ]8८09थ0 के विषय ने अपना एक स्वतंत्र अस्तित्व स्थापित 
कर लिया है जिसका सारणिक के साधारण नियमों से कोई विशेष संवन्ध नही रह गया 
है। ॥2८०४ांशा के प्रसंग का अब वास्तविक विश्लेषण (रेध्थ हर) ) 
में ऐसा ही स्थान है जैसा रेखायणित में वृत्त का या दीजगणित्त में ननुपात और समानुपात 
(रवधं० भाव ए70%०7४णा) का। इसलिए यदि ]3९०७थ॥ का 'सारणिक! 
विपय से एक विलबुल स्वतंत्र नाम रख दिया जाय तो बत्युत्तम होगा। अतः ]2९०थ7१ 
वो हिन्दी में भी “जंकोबियन' ही क्यो न कट्टे ? यदि हम यह व्यापक नियम बना हें 
ऊ्ि अंग्रेडी के जो शब्द व्यवितयों केः नामो के रूपान्तर मात्र हैं, उन्हें ज्यों-का-्यों 
हिन्दी में अपदा लिया जाय तो बहुत सुविधाजनक होगा। इसी प्रकार हिन्दी में भी 
विलंगा को 'हुँसियन! और “ए/7078:27 को “रॉन्टिकयन' ही बहेंगे। 

किन्तु इस थात पर अवदय ही विचार करना होगा कि यदि ये घब्द क्रियाओं का 
बाम भी बरते हों तो हमको इनसे हिन्दी में क्रियापद भी बताने होगे। तियापद बनाने में 
हम संग्कृत व्याकरण के नियमों का पालन करेंगे, न क्रि अंग्रे जो व्यातरण के नियमों का | 
हम निम्नलिखित शब्दों-- 

एण०फंफा, प्रलाफाा, हिए०एएा 
को हिल्‍्दी में भो “पोलोनियम, हीलियम, यूटोवियम” ही कहेंगे! वि्लु किसी 
दिन हमें निम्नलिखित शब्दों के समानायीं दनाने जी आवश्यकता पह सकती है 

एगग्मंफ्रापार, ?००तांपक्राउशवव, एल०कंफ्राधधा07- 
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हम 'पोलोनियम' को तो हिन्दी में अपना सकते हे, झिन्तु उपरिछिखित तीनो 
झब्दों को बदापि हिन्दी में स्थान नहीं दे सकते। इनके लिए हमें इस प्रकार के पर्याय 
बताने होगे-- 

पोलोनियमन, पोलोनियमित, पोछोनियामक। 

एक प्रइन विदेशी नामो के उच्चारण का भी महत्वपूर्ण है। आजकल नागरी- 
लिपि में सुघार का भ्रश्न छिड़ा हुआ है। इस प्रश्न के व्यापक अंगो से तो हमे इस 
समय कोई प्रयोजन नहीं है। यहाँ हमें उक्त प्रइन केः केवल उन्हीं अवयवो पर विचार 
करना है जिनका संबन्ध विदेशी नामों के उच्चारण से है। सबसे पहली बात तो 
यह दृष्टिगोचर होती है कि अग्रेड्ी मे कुछ स्वर ऐसे है जिनके लिए हिन्दी में अनुसारी 
स्वर नहीं है ; जेंसे 0०0 ओर [700८८८७ में ० का उच्चारण और 739६ और शा 
में ७५ का उच्चारण। १९५४ में लखनऊ में एक नागरी-लिपि सुधार सम्मेलन हुआ 
था जिसने इन स्वरों वेः छिए ये नये चिह्न निर्धारित किये घे-- 

ग्रॉड, हॉकी, हॉल, कॉल । 

मेन, कट, हँठ, कप | 

हम इस पद्धति को स्वीकार करते है । 

इसी प्रकार अंग्रेजी के शब्द ९८४ के “८ के उच्चारण के लिए हिन्दी में कोई 
स्व॒र मही है। हिन्दी मापा-भाषी इन शब्दों के लिसने में 'ए' की मात्रा से ही काम छेते 
हैं। अतः ये छोग ए७॥ को 'ेन', 5९६ को 'गेट', ९८५६ गो पेस्ट' लिखते है। इस 
प्रकार अंग्रेड़ी के 66८ और 0636 में, एला और ?शभो। में तथा 7७६ और 
945८ में कोई अन्तर नहीं रहता। इसलिए कुछ लोगों ने यह प्रस्तावित क्रिया है 
कि अंग्रेज़ी के इस स्वर के लिए हिन्दी के 'ए' को उल्टी मात्रा निर्धारित की जाय। 
यदि यह प्रस्ताव मान छिया जाय तो हम उपरिलिखित शब्द इस प्रकार लिखेंगे-- 


660 गट 643६8 गेट 
कल पेन छा वैन 
एल पेंट एक्ट पेस्ट 


हम इस प्रस्ताव को भी स्वोकार करते हे। कुछ कट्टरपंथी यह कहते है कि 
“हम दूसरी भाषा के शब्दों के उच्चारण के लिए अपनी लिपि में नये स्वर क्यों बनाएँ । 
जितनी जीवित माधाएँ संसार में हैं सबकी सब अन्य भाषाओं से शब्द ग्रहण करती 
हूँ। किन्तु वे उन झब्दों को अपनी लिवि और वर्णमाला के अबुसार तोड़-मरोड़ लेती 
ई और उन्हें अपने ही व्याकरण के नियमों में वाँचती हैँ उनके लिए कोई नया स्वर 
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जा सके, दना देनी चाहिए । डि्तु इसका यह तात्यय नही है. कि हम संसार की समस्त 
भाषाओं के स्वर चिह्न अपती लिपि में बढा लें। इस प्रकार दो हमारी लिपि कभी 
पूर्ण हो ही नही पायेगी। यहाँ प्रदन आदर्श का नही, वरन्‌ वस्तु-स्थिति का है। गत 
डेढ़ सौ वर्षों से हमारा सम्पर्क अंग्रेजों से रहा है। यह अच्छा हुआ या बुरा, इस समय 
इस पर विचार नहीं करना है। किन्तु सम्पर्क रहा, इस ठथ्य की उपेक्षा नही की 
जा सकती । इस सम्पर्क का यह परिणाम हुआ है कि अग्रेजी के सैकड़ों शब्द हमारी 
भाषा में घुछ-मिल गये है, जैसे-- 

प्रश्ञताल, छाब्द॑८६ एउचठत), 05गौ०, ज३88णा, गली, पिगी, 
पछ०८६०९, छ8गी, (0००५-- 

ये शब्द देश के बहुत-से स्थानों में प्रचलित हो गये हे और इन्हें अब अपनी भाषा 
से निकाऊ देना न तो संमव है न वाउछनीय | इसके अतिरिक्त अमी कम-से-कम 
दस-बीस वर्ष तक हमारे विद्याथियों के लिए अग्रेड़ी सीखना अनिवार्म है। अत 
उनके लिए अग्नेडी शब्दों के शुद्ध उच्चारण जानना आवश्यक है। इसलिए अपनी 
लिपि में रोमन लिपि के कुछ स्व॒र-चिह्नू बनाने ही होगे | किन्तु हम केवल उन्ही स्वर 
चिह्नों को बढ़ाने के लिए तैयार है जो हमारे प्रयोग में प्रतिदिन आते रहते है । हमारा 
यह तात्पर्य नही है कि रोमन लिपि के समस्त स्वर-चिह्नों को नागरी लिपि में अपना 
छिपा जाय। हमने केवल उपरिलिखित तीन चिह्नों को ही आवश्यक समझा 
है। रोमन लिपि के और भी कई स्वर चिह्न ऐसे हे जिनका हमारी लिपि में समावेश 
नहीं है। उदाहरण के लिए अग्रेजी शब्द ८०७८ पर विचार वीजिए। हमने इस 
शब्द को हिन्दी में चार प्रकार से लिखा देखा है-- 

"पीपुल, पीपछ, परीपिल, परीप्ल । 

वास्तव में ये चारो हिज्जे अशुद्ध है । क्योकि इनमें से एक भी उस उच्चारण 
बाग द्योतक नही है, जो अंग्रेडी शब्द )१९०/)८ में समाविष्ट है। तो क्या हम इस उच्चारण 
के लिए भी एक नये चिह्न की सूप्टि करे ? कदापि नहीं ! क्योकि यह स्वर ऐसे बहुत 
कम शब्दों में प्रयुक्त होता है, जिनको हिन्दी में छिखते की आवश्यकता पड़े। इसी 
प्रकार के कई और भी स्वर हे-- 

फह्लाप, पडलल, ए0प० 

हमारा विचार यह नही है कि अग्रेडो के इन स्वरों के लिए भी नये चिह्न बनाये 
जायें। यदि बही आवश्यवता पड़ेगी तो हम उक्त शब्दों के निक्टतम हिन्द उच्चारण 
*के बिल्ली से बम चला छेगे। 


इस सम्बन्ध मे एक बात और भी विचारणीय है । जहाँ तक हमारा दात्यालिक 


< गणित का इतिहास 


हेतु है, हमें तो केवल विदेशों गणितज्ञों के नामों के शुद्ध उच्चारण के लिए चिह्न बनाने 
हैं। अतः भ्दि इस पुस्तक के लिए हम कुछ नये चिह्त वना मो छे तो उनसे नागरी* 
वर्षमाला अयवा लिपि पर कोई व्यापक प्रमाव नही पड़ता । इस पुस्तक के पाठकों 
की संख्या और क्षेत्र सीमित हूं । 

अमी तक हिन्दी में उच्च गणित की पुस्तकों का अमाव रहा है। अतः आज 
सक गणितीय सबेतों की समस्या कमी उग्र रूप से हमारे सम्मुख नहीं आयी । किन्‍्लु 
अब दिन-प्रति-दिन हिन्दी में उच्च गणित को पुस्तकों की सस्या बढ़ती जा रही है। 
अनतएव यह आवश्यक है कि हम गणितीय सकेती के प्रश्न पर मो विचार कर छें। 
बुछ छोगो का मत है गि “हमें समस्त वैज्ञानिक सकतेत ज्यो-के-त्यो अग्रेज़ी से ले लेने 
चाहिए। इस प्रकार मिश्न-मिप्त देशों के वैज्ञानिकों में विचार विनिमय सरलता से 
हो सबेगा। यदि प्रत्येक दे 





देश के सकेत अलग-अलग रहेगे तो ऑस्ट्रेलिया के वैज्ञानिकों 
को रूसी रवेधधा पत्रों के पढ़ने में कठिताई होगी। एक दिल इसका यह परिणाम 
निषछेगा हि सिप्न-निप्न देश वैज्ञानिक समतल पर एम दूसरे से द्वूर होते जायेंगे। 
इस प्रवार कभी भी कोई अल्तर्राप्ट्रीय वैज्ञानिक सकैतस्िति बन ही न पायेगी ।/ 

इस तर के समर्थक ऐसे प्रस्ताव को व्यावहारिक रुप देने में जो कटिताइयाँ 
दहेगी उन पर ध्यान नहीं देते । यदि हमने अग्रेड़ी के: समस्त संकेतों को अपना छिया तो 
हमारे मुइक्षालपों को भागी दियि के अतिरिक्त प्रीकू लिपि के भी समस्त वर्ण 
बहने पड़ेंगे। यो हो हिन्दी को छपाई में पर्याज बटितादपाँ है, एक कठिताई और वड 
जाएगी | हिस्दी का सदृग् एस समर ही महेंगा है, इस प्रकार और महंगा हो जापगा। 
इस समय हिन्दी बी छपाई है लिए चार बक्से चाहिए, तब कदाबित्‌ छः यक्सों वी 
फ्रावश्दश्ता पहेंगी । यो समझिए हि हिन्दी की छपाई सरखतर होते के बददे कटिततर 





हो रारगी ५ 

एक बात और की है। दस प्रशार के तब झुतने से ऐसा प्रदीव होता है सातो देश 
इंदत वे है! दर अध्ययत करते है जिस्हें अन्दर में गवेपणा करनो होती है। हमें 
केस शपेदशों ढा हित ही ध्यान में नहीं रखता है, जिनकी संख्या डिसों मी देश में 
कक दणिदाक मो मे होगी । हमे अदिड समा और शक्ति तो सामारा विशावियों बी 
शिक्षा दर खाली है बितडरे सरदा ९९ द्रविशत से मो अधिड होगी । मो वियार्यी 
करण में शिक्षा पाये हैं उतने में बटआ-में हाई सब के परचातु अध्ययत छह देते है। 
जा दिद्ाादो बा टेशों में शिशषल इशह करते है, इसमें से शो बटूक-से दीन ए० के बाद 
दाह हक रस देते है। जो हज एन० ४० पास बरते हे, उससे मे मो बहुत हीं 
गा से जिपिल ते है. शो सुशेदेदार कार ने आपता शोबक हराने हो । इस अखहा 










प्रारम्भिक बातें है 


संख्या के हेतु समस्त देश पर एक विदेशी दुर्वोष्य संकेत-लिपि छाद देना कहाँ की 
बुद्धिमानी होगी ? 
आज एंक विद्यार्थी पढ़ता है कि छा, 00 का अर्थ है 'पानी' क्योकि [त-त|्त/०8९7 

और 00500598०७। और पानी में दो भाग हाइड्रोजन के रहते हैँ और तीन भाग 
ऑक्सीजन के। किन्तु आज से पचास वर्ष उपरान्त का एक मारतीय छात्र कदाचित्‌ 
अंग्रेज़ी वर्णमाछा से सर्ववा अवभिज्न होगा । वह [7 और '0' का क्‍या अर्थ लगायेगा २ 
आज का पाठक जानता है कि पत्र अग्नेडी वर्णमाला का एक वर्ण है, जिसकी घ्वति हू 
की-सी होती है। उस् दित का विद्यार्थी केवल इतना समझेगा कि ॥7” एक विशेष 
प्रकार का चिह्न है जिसमे दो लकीरें खड़ी रहती हैं और एक लकीर पडी। न बह 
और हाइड्रोजन का संबन्ध समझेगा, न 77, 00 और पानी का। वह केवछ बिना समझे 
ही रट लिया करेगा कि !7, 00 एक चिह्न विशेष है पानी के लिए। स्प॒प्ट है क्रि यह 
चिह्न उसके मस्तिप्क पर एक अनावश्यक बोध वनकर रह जायगा। 

इसके विरुद्ध भ्दि हम हाइड्रोजन को 'उदजन” और “आक्सीजन' को 'ओपजना 
कहे तो पाती के लिए वैज्ञानिक संकेत होगा-- 

उ, भो । 

इस संकेत को पढ़ते ही विद्यार्थी समझ लेगा कि 'उ' का अर्थ है 'उदजन' और 
“ओ' का अर्थ है ओपजन'। ऐरर स्थिति में यह संदेत विद्यार्थी के मस्तिप्क में एक 
जौवित पदार्थ की माँति अंकित रहेगा। 

एक बात अवश्य है। कुछ वैज्ञानिक सकेत ऐसे है जिनका संबन्ध किसी भाषा से 
या तो कभी था ही नहीं या पहले था तो अब रहा नही। ऐसे संकेत ज्यो-के-त्यों अपनाये 
जा सकते है। चार सरल अकगणितीय ज्ियाओ के संकेत--« 

शः पड > हज 

जैसे अंग्रेज़ी में हे, वैसे ही हिन्दी में मो। यद्यपि ये चिह्न भो प्राचीन भारत में सर्वधा 
ऐसे ही नहीं थे। जो आज ऋण चि क्ल कहलाता है, किसो समय वह धन चिह्न था। 
ऋणात्मक संख्याओ को निरूपित करने के लिए संख्या के उपर एक बिन्‍्दी लगायी 
जाती थी, जैसे आजकल “आवर्त दशमलव' के निरूपण के लिए छगायो जाती है।* 
परन्तु यह बात अस्वीकार नटी की जा सव॒ती छि ऊपर दिये हुए चारों चिह्न आज देश 
भर में सर्वेभान्य हो गये हे। इसी भ्रवार भिन्न के निरूपण के लिए बढ़े का विह्न भी 


* उदाहरणाण देखिए--विभूति भूषण दत्त, दो बक्षालों मेंधेंमेंटिशस--मलेटिन 


कलकत्ता मेंयेमेंटिकल सोसायटी २१ (१९२९) १-६०१ 


१० ग्रणित का इतिहास 


अंग्रेड़ी और हिन्दी में एक-सा है। और भी बहुत-से चिह्न है, जिनमे अंग्रेजी और 
में कोई अन्तर नहीं पडता- 
छ . न». ने बना ॥ > थ< *+ ८4 
पते ७0 () 6॥[3 -+ 
ये चिह्न तो हिन्दी की पुस्तकों में वरावर प्रयुक्त हो रहे है । इनके अतिरिका 
और मो कई चिह्न हे, जिनका किसी मापा से कोई सम्बन्ध नहीं है-- 








$ अनुक्लन चिह्न । | सारथिक चिह्न 
[_ क्मगुणन चिह्न ॥ | अश्रेषिकि (६0०75) का चिह्न 
०० अनन्त का चिह्न «८. समानुपात चिह्न 
॥ मापाक ()४००७०७७) विह (भ) 


अब रहा उन चिह्ठों के विषय में जिनका संवन्ध अंग्रेज़ी अथवा श्रीक भाषा 
से है। उत्तर प्रदेशीय इष्टरमीटियेट बोर्ड ने यह निश्चय किया है कि ग्रोक वर्णराठा 
के दो अक्षर 
<& और ७5 हा 
हिन्दी में अपना लिये जायें, क्योकि यह विश्विप्ट अधों में इतने रूढ हो चुके है कि इन्हें 
उन अर्थों से अूय नहीं किया जा सकता। हम इस प्रस्ताव से सहमत है। हमारे 
विचार में गामा चिह्न [! को भो अपना लेना चाहिए ॥ शेष समस्त झाषा-संबन्धी 
चिह्लों का अनुवाद होना चाहिए। 
अंग्रेडी में एक रूद्ि-सी वन गयी है कि दिन्दुओ के निरूपण के निमित्त बड़े अक्षर 
प्रयुक्त होते है और गुणाओों तथा छम्वाइयो के 
और छोटे अक्षर तो होते नहीं, डिल्तु प्रत्येक जन्र पर मात्राएँ रूगायो जाती है 
अग्रेडी की वर्षमाला में केवड छब्बीस वर्ष है और ग्रोक दर्घमाला में चौदीस। ञव 
दोनों लिद्रियों की वर्णमाला में कुछ मिल्ाजर ५० अक्षर होते हैं॥ इसकी 
मागरी लिपि में ४९ अक्षर होते है और तरह मात्राएँ लयादी 
भह्ती हैं। अवएव हमारे परम त्से चिह्नों को बहुलता है॥ समस्त मात्राजों बीतो 
मंदावित्‌ आवश्यता ही मे पड़े। हमारा विचार हैं. कि सम्प्रति हम प्रपम छः 









+ इसमें संदेह नहों कि यह चित्ध अंग्रेजी के ५" का हो रुपात्तर मात्र हैः 
हिन्तु संदति यह जिस प्रशार लिप्या जाता हैं उसबा '5' से कोई प्रत्यक्ष 
सम्दन्ध नहों रह यदा है 4 


प्रारम्भिक बातें श्र 


मात्राएँ चुन लें। इनमें से तीनों दीर्घ मात्राओं को बिन्दुओं के निरूपण के लिए निर्धारित 
कर दें और तीनों हस्व मात्राओं को गुणाको और रूम्बाइयो के लिए-- 











४ 0५ .. का, खा, भा... . . को, खी, गी, . . . . . « हैं, कु बूं।४ 2० 7४ 
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79, 0,7९, «पा, फा, वा, . 'पी, फी, वी, पु: फू औ। २.५५ -* 
8 व, फ, व, .... . .पि, फि, वि, - पु, फु, बु, 





हिस्दू गणित में परम्परा से अज्ञात राशियों «, », ₹, के लिए य, र, छ का प्रयोग 
होता चला आया है। इस रूढ़ि को बदलने की कोई आवश्यकता दिखाई नही देती । 
अतएव तत्संबन्धी राशियों के लिए हमारे संकेत इस प्रकार के होगे --- 
ओऔ औ: ४5 «०: भें; हा. से, 
कफ अक अप | रह गर/ गरं।पेए/ 
नह न, "हम र' ला, 
कं. ५४3 के, रह, 
205, 7४० कह: का 
अब हम यहाँ कुछ अन्य चिह्नो की सूची देते हे --- 
क्क्औि % --« ज्ञात कोण 
0, $.. ४ »-« अज्ञात कोण क्ष, त्र, ज्ञ, 
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ज्या य 
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मे (समय) 
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बे 

व (आदि वेय) 

त (त्वरण) 
वेच्व+तम 
दनत्वम+ह॥ तम' 
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पाठक यह कह सकते है कवि जिस प्रकार इतने विद्नो का अनुवाद किया है, उसी 
प्रगार अन्य बिद्दो का भी अनुवाद हो सकता है। जो चिह्न (अ) में दिये गये हैँ 
उनका भी अपनी डिएि में अनुवाद बयो ने कर लिया जाय ? कारण यह है कि इन 
बिद्धो गा रिसी भी भाषा से सम्बन्ध नही है। अतएवं आजा हो सरती है कि संसार 
भी शेष मायाएँ भी इन बिह्नो को ज्योवान्‍्यों अपना छेंगी। इस समय भी संसार वी 
बई भाषाएँ ऐगी है शिल्होंने ऊपर दिये हुए प्रायः समस्त चिल्लों का अपनी भाषा मे 
शुपालर पिया है। हिन्‍्तु बिद्धो (अ) में से अधिकांश जैमे-केजैसे के दिग हैं जैसे 
फ्रे थे और इटलियस। यदि ऐसे चिद्दों को संसार की समस्त भाषाएँ अपना लें तो 
बैड्ञातियों के विचार-दिनिमप में थोद़ीन्वटूत सुविधा अवश्य ही हो जायगी | श्स 
बशार यदि उपरिडिसित्र सूची के समस्त विह्ठु मो ससार भर में अपता ठिये जायें 
तो दैशानिर जदत्‌ में ओर मी सुदिषा हो जायगी। परल्तु इस बात वी तनिक भी 
आधा नहीं हि कोई मो समृद्ध भाषा हिमी अस्प माषा के मापान्यत्रपी बिद्वें अपता 
हेंगी॥ इसमें बेल शप्ट्रीर गई का ही प्रम्त नही है, वरतू जैसा ऊपर दर्शाया गया है 
उक्त प्रदाशी दिएादी के दिए मो अधिविदर होगी। 


अध्याय २ 
शंप्पा-पदतियाँ, संस्पादरद और संप्यांद 


गग्यानइदि 

हिंसा दिल है जाय में श्हार में रचारेद दिया कै एशी हिल हे एशबे शरिशाज से 
हवा हि वो एचॉलि 7६ है+ पृष्ठ होए। बी रप्शरड दि है 7 कै दृए 6४ ए 
हो आए । (३ अदापर ने आपने हीज सिटटदिय को शष्दा दि बी पफ्का ही 
अपी4 एन हीना विटर्भदर! में कै शव हाद्टाण पुर ८ हुगशा शपरई शह हीपाश 
ईय। ऋएपर मे कैद थे अन्त कु झारा ३ इस टाश दिए हर हीटी हब 
कै इतीडारी है ऐलए व एस दिक्यार थे इरत बी हप्टाई दिल्‍ली करी ' हाद्ाण 
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१६ शदित का इतिहास 


सब भी उसे जब कमी विसी बढुत वही सस्या वा भान कराना होगा है, वद सौ, दी स॑ 
ही बहता है। 

किसी ग्रामीण बालक ने अपने पिताजी से बहा-'बादजो, आज मेने गंदे में को 
५०० बुत्ते देसे।” बच्चा डुछलुछ समशदार हो घुका था, वाए को उसकी सूर्खता 
पर बड़ा क्रोध आया। उसने कहा झि “तू अमी से इतना झूठ बोडता है॥ दस गाँव 
में तो बया, आस-पास के दस-साँच गाँवों नेट समस्त बुले इसट्ठे कर हिये जायें तद भी 
पाँच-सौ न होगे। सच-सच बनता तूने कितने बुले देसो ये ।” बच्चा देचारा सहम गया । 
उसने कहा--“वावूजी ५०० नहीं तो वम-से-क्स दो बुत्ते तो ये हो ।/ 

पुराने समय में समार को बुछ जातियो की संख्या-वल्पना बहुत हो तुच्छ थी, 
बल्कि नहीं के वरावर थी । अब भी समार में बुछ प्रतियामी जातियाँ ऐसी है, जिनकी 
संह्या-वुद्धि बिलकुल नगष्य है। अमेरिका में एक प्रदेश है वोलोविया जिसमें चित्रिट्ठो 
माम की एक जाति रहती है। इस जाति की भाषा में सख्या सूचक कोई झब्द है ही 
महीं। जब कमी इन्हें १का भाव प्रदर्शित करना होता है तो वह एक शब्द एँत्म' का 
प्रयोग करते हें । यह झवब्द हिन्दी झब्द आत्म! से बहुत बुछ मिलता-जुलता है। 
इस 'एत्म' के अतिरिषत इन लोगों की भाषा में संख्या-संवन्धी कोई झब्द है हो नहीं। 
अतः ये छोग २ तक भी नही गिन सकते । 

अमेरिका में क़बीछों का एक परिवार है, जिसका नाम है ग्वायकुछ परिवार) 
इन छोगों की भाषाओं में मी संख्यात्मक झव्द बहुत ही कम है। इसो परिवार के 
एक कबीले का नाम है बोटोसूडो। इन छोगो की वोछी में केवल दो संल्यात्मक शब्द 
हैं---मोकेनम और उरह्‌। मोकेनम का अर्थ है १ और उस्ह का अर्य है 'वहुत'। अतः 
ये छोग २ या ३ मी नही कह सकते, केवल बहुत” ही कह सकते है । 

इन तस्यों से इस वात का पता चल जाता है कि संसार के समस्त प्राथियों में १" 
की कल्पता अवश्य हो विद्यमान हैं। इसका कारण यह है कि प्रत्येक भाणी में 'अहं” 
अर्थात्‌ अपनेपन का भाव मौजूद हैं। प्रत्येक प्राणी समस्त विश्व को दो भागों में वॉटना 
है। एक वो अपने आप! अर्थात्‌ मे” और दूसरा 'शेष सारा-विश्व' । प्रत्येक प्राणी पहले 
अपने स्वार्थ की रक्षा करता है, वत्पश्चात्‌ दूसरों को आवश्यवता पर विचार करता है। 
घामिक क्षैत्र में इस 'एक' का अर्थ है ब्रह्म', 'सत्य' अबवा ईश्वर) इस एक की 
बल्पना का इतना महत्त्व है कि अंग्रेजी में (१ के लिए अनेक दाइ्दों का प्रयोय होता है-< 

२, 4, आल, एफरंप, एऋंण 
हिन्दी में भी "एक! के द्योवक बहुत से झब्द हे-- 
एक, एकता, इंदाई, एकाकी, एकॉकी, एकोएक, अकेला, इक्छौता। 


संह्या-पढ़ तियाँ, संख्याशब्द और संद्यांक १७ 


संमार में कुछ जातियाँ ऐसी है, जिन्हें २ तक की ही गिनती आती है | अमेरिका 
भ एक जाति है, जिसका नाम है अन्मावछाडा। इनकी मापा में दो सख्यात्मक शब्द 
हैं--ते और कयापा। 'ते' का अर्थ है 'एक' और 'कयापा” का अर्य है दो । इसी 
देश में एक बोलो है मोबोकोबी | इस भाषा में एक अक्षर ऐसा है, जिसका उच्चारण 
हिन्दी के अक्षर ब्र से बहुत कुछ मिलता-जुलता है। इस बोली में भी संल्या-संबन्थी 
दो ही शब्द हे--मात्वक' जिसवा अर्थ है 'एक' और “याका', जिसका अर्थ है 'दो। 
पाठक सहज ही अनुमान कर सकते है कि मतुप्य को जोड़े का भान कहाँ से हुआ | 
संसार में जिघर भी दृष्टि डालिए आप को जोडे ही जोड़े दिखाई देगे। अपने शरीर को 
ही देलिए। हमारे शरीर मे दो हाथ हे, दो पेर है, दो आँखे हे, दो कान इत्यादि । 
अन्यत्र मी आप जोड़े ही जोडे देखते हे। कंची को अग्रेज़ी मे कहते है (7 ०ई 
56५४०१५), ऐनक को कहते है (?ए ०६ $/०८०४०८०७), चीमटे को कहते हूँ 
(ए४7 ०६ 7०85) । परन्तु इन वस्तुओं में तो जोड़े की कल्पना परोक्ष रूप में 
है। कुछ वस्तुओं में जोड़े की कल्पना प्रत्यक्ष रूप में होती है । मुगदर की जोडी, 
गुलदस्ते की जोड़ी और युगल जोड़ी आदि । 
उत्तर प्रदेश के पश्चिमी प्रान्त में दो शब्दों का प्रयोग होगा है--फुट और जोडी ४ 
फुट का अर्य है अकेला। रईस छोग अपने साईस से पूछते हे कि “आज गाड़ी में फुट 
लगाया है या जोड़ी ?” इसका अर्थ है कि “एक थोड़ा जोता है या दो ?" 
संसार में कुछ जातियाँ सम्यता के उस स्थल पर हैं, जहाँ तीन तक बी गिनती 
होती है। फूगन एक जाति है, जिसकी बोली में केवल तीन संख्यात्मक शब्द है। 
पहला क्षब्द है 'कउठली', जिसका अर्थ है १। यह शब्द हमारे दिनदी शब्द 'कौड़ी 
में बहुत मिलता-जुलता है। दूसरा शब्द है कम्पायपी', जिसका अर्थ है २ और तीसरा 
“मातेन', किसका अर्थ है ३। एक अन्य जाति है, जिसका नाम है 'बरोरो'। इस जाति 
की बोली में भी संख्या-यूचक केवल तीन ही शब्द हँ---5उए, मकठए और उजउए । 
बुछ पक्षियों को ३ तक की संख्या का बोघ होता है। एके विशेषज्ञ थे गाह्टन 
(627०9), जिन्‍्होने पक्षियों के स्वभाव का अध्ययन किया था। इनका कथन 
है कि बुछ प्रक्षियों को ३ तक को संख्या-चेदना होती है! किसी पक्षी के घोंसछे में ३ 
अण्डे हों तो यदि आप उनमें से एक अण्डा उठा छें तो पक्षी को इस घात का भान हो 
जायगा कि एक अण्डा चोरी हो गया है और वह घोंसला छोड़ देगा । परन्तु यदि 
किमी पक्षी के घोंसले में चार अण्डे हों तो आप विना खटके उनमें से एक उठा सकते 
है। पक्षी को इस चोरी का पता नही चलेगा, क्योंकि यह ३ -* ा श 
जानता । हा धर 





4 डे 


८ भचित का इतिहास 


संसार वी बुछ जातियाँ ऐसी है जो ४ तक गिन सती हैं ।जुछ जातियाँ ५ 6 
पिन छेती है। दक्षिण अमेरिका से एर देश है पीरू। इस देश में कग्या नाम १ 
एक जाति रहती है। इन छोगो वे पास सस्या-सवस्धी तीन घद्द है --पत्तियो, वि 
और महुआतनी अर्थात्‌ १, २,३॥ यदि इन लोगो को ४ बढ़ना होगा तो कहूँ 
पत्तियों महुआनी' । ५ को करेगे 'पिर्सननी महुआनी' और ६ गो बरेंगे हैंगे 'महुआर 
महुआनी'। इसी प्रशार के सैझडे उदाहरण दिये जा सउते हैं। परन्तु हम गेवः 
एक ही उदाहरण और छेगे। ऑस्ट्रेलिया वी एड जाति है नमिलारोई॥। इन छोगों। 
भी स्वतस्त्र संस्यात्मक शब्द तो बेवल तीन ही हँ-- 


मल 3 
बुलर २ 
गुल्वि हे 


४ को यह लोग कहते हें बुलर बुलर । 

५ को कहते हे बुलूर गुल्वा 

६ को कहते हे गुलिबां गुलिवा । 

कुछ पक्षियों में ४ और ५ तक की सब्या-बुद्धि होती है। पक्षियों के एक विश्येप 
थे छेरॉय (7.0009) । उन्होंने अपना एक अनुमद सुनाया है। एक चौकीदार की 
शुमटी में एक कौए ने घोसला बना लिया। कौआ जब दूर से चौकीदार को आत। 
देखता था तो उड़कर दूर के एक पेड पर जा बैठता था। पेड़ इतना गुंजान था कि उस 
वर गोली चला कर कौए को मारना नितान्त असंभव था। चौकीदार कौए से बड़ा 
तंग आ गया था। अन्त में उसने एक चाल चली । एक दिन वह एक और आइमी को 
अपने साथ ले गया। कौए ने दोनो को आते देखा तो उड़ गया और पेड़ पर जा वैठा । 
उनमें से एक आदमी गुमटी में से वाहुर निकछा तो कौओआ नहीं छोटा। जव दूसरा 
आदमी मी चला गया तब कौआ छोटा। 

अगरछे दिन तीन व्यकित गूमटी में यये और वारी-बारी से बाहर तिकले | कौआ 
धोखे में नही आया। वह तव तक नहीं लौटा जब तक तीनों आदमी नही विकछ गये। 
बाद वाले दिन चार आदमी गुमटी में गये, फिर भो असफल रहे | उससे अग्रले दिन 
चाँच आदमी गुमटी में गये। उस दिन कौआ धोखा खा गया। जव वारी-वारी से 
चार आदमी गुमर्टी से वाहर आ गये तो उसने समझा कि सब आदमी बाहर आ गर्व 
है। बह गुमटी में लौट आया और पाँचदें आदपी ने उसे गोली से मार दिया। 
इस उदाहरण से स्पष्ट है कि कौआ चार तक गिन सकता था, पाँच तक नहीं गिन 
सकता था। 


संल्या-पद्धतियाँ, संख्याशब्द और संल्यांक १९ 


ससार की अधिकाश पुरानी जातियों को केवछ ५ तक का भाव था। कप्तान 
पैरी (?८४५)) का यह अनुमव है कि किसी एँस्किमो' जाति का कोई भी आदमी 
७ तक नहीं गित सकता । किसी एस्किसों से ७ तक गिनाइए । ७ तक पहुँचने में वह 
कम-से-कम एक भ्रुटि अवश्य करेगा । एक और अन्वेषक हुए है 'हवोल्ड'([ए0०0०००)। 
इन्होने एक बार चैमा जाति के एक मनुष्य से पूछा कि "तुम्हारी अवस्था क्या है?” 
उसने कहा “१८ वर्ष । बह आदमी ३०-३५ वर्ष से कम नहीं था । हबोल्ड ने कहा कि 
“तुम १८ यर्ष से कही अधिक के लूगते हो ।” उसने कहा कि “मेरी अवस्था १८ वर्ष 
की न होगी तो ६० वर्ष की होगी ।” हम नहीं समझते कि वह ब्यक्तित जान-वूझ कर झूठ 
घौल रहा था। उम बेचारे ने कहो १८ और ६० शब्द सुन रखे होगे। दोनों सख्याएँ 
उसकी मानसिक पहुँच के बाहर थी। वहू तो केवछ इतना जानता था कि दोनों बडी 
संध्याएँ हैं । 
दक्षिण आकफ़िका में योख्वा नाम की एक जाति है। इन लोगो की बोली में एक 
बहावत प्रसिद्ध है कि “बड़े चतुर बनते हो, तनिक बताना तो सही कि नौ नेम कितने 
होते है ।” इसमें कोई आपचर्य की बात नही है। अमी तीन चार सो वर्ष पहले की 
बात है कि जर्मनी के एक विद्यार्थी ने अपने गुए से पूछा था कि “में गणित की उच्च 
शिक्षा प्राप्त करता चाहता हूँ, मुझे किस आचार के पास जाना चाहिए ?” गुरु ने कहा 
कि “यदि तुम केवल जोड़ता, घटाना ही सीखना चाहते हो तब तो जर्मनी के प्रोफेसर 
ही काफी होगे। परन्तु यदि तुम गुणा और भाग मी सोखना चाहते हो तो इटलो बेः 
किसी विशेषज्ञ के! पास जाना होगा।” 
पहू तो कई सो वर्ष पहले दी बात है । हम अपने देश को ही लूयमग ५० वर्ष पहले 
शी बात सुनाते है । रेलवे में स्टेशन भास्टरों की एक परोदार हुआ *रती थी। उस 
जमाने में उस परीक्षा बा स्तर बहुत नीचा था । एक बार परीक्षा-यत्र में एक प्रश्न दिया 
गया था कि “आठ अट्छे दितने होते हे ?” एक विद्यार्षी ने उत्तर लिखा ६३। परीक्षक 
से उसे पूरे अंक (नम्बर) दिये और कहा कि “उत्तर क्रीव-करोव दौक है।' 
संसार को अधिवाश भाषाओं में संख्यात्मक धाब्दों का पेमाना ५ या १० माना 
गया है। भारतीय संस्कृति में भो १० केः पैमाने बा ही उपयोग हिया गया है। संस्ृत 
के दुछ दाब्यों पर विचार कोजिए-- 


एवाइच श०्+१्‌ 
ह्वाइश श्ब्क्र 
अष्टाइभ श्ब्+ट 


ऊतबिशति २०--१ 


च््‌्० गणित का इतिहास 


अंग्रेडी में मी अधिकांश रूप में १० का पैमाना ही काम में छाया गया है। 
ए्फ्माप्प्ध्या उ+70 
छ्ज्फ्प्ध्या 4-0 
५ और १० के इस सर्वव्यापी पैमाने का कारण यह प्रतीत होता है कि मनुष्य 
हाथो में ५, ५ डेंगलियाँ होती है। मनुष्य को गिनने का सव से सुलम उपाय उँगलिए 
द्वाय ही प्रदीत हुआ। बहुत-सी भाषाओं में ५ के लिए वही शब्द है जो हाथ के छि' 
है। रुसी भाषा में ५ को 'ध्याप्ट' कहते हें और हाथ वो भी प्याप्ट'। फारसो में पा 
को पंजा गहते हैं और खुले हुए हाथ को भी पंजा कहते है। यही बात पंजाबी भाषाईं 
भी है। 
एक उद्दादरण और छीजिए। पढों रेंन्स (#]0:८7८८) द्वीप पी एफ भाषा है 
जिसका नाम है एंष्ड'। उसके शुछ सस्यात्मक शब्द इस प्रकार है-- 


समा १ 
क्वा २ 
द्मि ५ (हाथ) 
जिमासा ६ 
ड्मिख्ा ७ 





५ के लिए सो बड़ी धस्द निरियत गर दिया जो हाथ के लिए थां। अब प्ररत यह 
हुआ हि १० के दिए कौन सा ध्म्द रखा जाय । समार की बदुतन्सी भाषाओं में १९ 
को रहते है 'हाप बपो कि जश एक हाप को उंपछियाँ समाप्त हो जाती दं तो छोग 
वशाभारिद्र रुप से दूसरे हाथ को उँयदियों गे गिनते हे । १० के भागे दिलने हें 
लिए इृछठ शोद को! डिए दाहिते हाथ से आरम्म करते हैं। परस्तु दुछ रोग पैंट ही 
रंदण्यों से बप्म लेते है। ऑोरीतोकों प्रदेश में एक जाति माईपुरे नाम वी है। ६7 
लोरों गो मापा के शुछ झग्दो के अप हम यहाँ देते हें-- 

घु बेबल हु हृप्च 
द् डूसरे हाय को मो (ु 
छू डूसरे (व की मी दो 


है दो शत 

ह्१ दर को को एड उंगओ 
१६. होहाइ,टइ दर 

० दूर ढुश बादपो 


हे ७ हड रिक्त में दर्हूरे मे बाईे दिया जाला है दा बाई के दें, इक दिए 


संख्या-पद्धतियाँ, संख्याशब्द और संहयांक २१ 


हैई निश्चित पद्धति नहीं है। कुछ छोग अंगूठे से आरम्म करते है, कुछ लोग 
उँगली से । अमेरिका में वॉस्टंद नगर के एक स्कूल की ५ कक्षाओं के विद्याथियो 
यह प्रयोग किया गया था। छात्रों से कहा गया था कि १ से ५ तक गिने। २०६ 
प्रथियों में से १४९ ने अगूठे से गिनना आरंम किया। अर्थात्‌ तीन चौथाई विद्या 
गें नें अंगूठे से दिनना आरम किया । 
परल्तु अंगूठे से आरम्म करने में ही कोई विशेष बात नही है। एक स्कूल में एक 
गैंग इस प्रकार क्विया गया। एक अध्यापक ने विद्यार्थियों में से एक को खड़ा क्या 
र कहा कि “उँगलियों पर गिनती गिनो ।” और शेष सव विद्याधियों से बहा 
[म लोग भी इसके साथ गिनो (” उन विद्याथियों ने कन उंगली से गिनवा आरम्म 
था। उसके साथ-साथ सब विद्यार्थी कन उँंयछी से गिनने लगे। फिर एक दूमरे 
थार्थी को खड़ा किया। उसने अंगूठे से गिनदा आरंभ किया। उसकी देखा-देखी 
व विद्याधियों मे अंगूछे से गिनता आरम्म कर दिया। 
किन्तु एक भ्रथा सार्वजनिक प्रतीत होती है। अधिकतर लोग बाये हाथ की 
गलियो से यिनना आरंभ करते हे । इसका कारण यह प्रतीत होता है कि पुराने जमाने 
हमारे पुरखे सईब दाहिते हाथ में कोई-म-कोई दास्त्र रखा करते थे। इसलिए 
तने के लिए वारयाँ हाथ ही साली रहता था। इसी प्रथा का भग्नावशेप आजवछ 
त॑ रुप में रह गया है। 
हम लोगों की आजकरू की संख्या-मापा अधिकतर दर्शांशिक है। पर इस नियम वेः 
ड्रे-से अपवाद भी हैं। अप्रेज़ो में १३ से लेबर आगे के सब शब्द नियमित है, जैसे-- 
फक्णात्लान4-+-70,. ंड्रोप्ल्थारठ+70 
किन्तु ११५ और १२ अपवाद है बयोडझि पंटएला और 7७छ८ॉए८ उस प्रत्गार 
ही बने हैं, जैसे १३, १४ इत्यादि । ऐसा प्रतीत होता है कि अपग्रेज़ी के ये दोनो शब्द 
रमन धाब्दों ह0-॥6 और 2७८ं-॥£ से बने हे । इनरा अर्थ है ११० और 
९4१० । हिन्दी में मो अधिकाद ध्द इसी प्रक्तार बने हैं, यथा-- 
सैरहू 5८१०+३ 
चौदीस --२०+४ 
श्न शब्चो में पोग गग सिद्धान्त विटित है, रिन्‍्तु कुछ धर वियोग मिद्धान्त पर भी 
आपूत है,; जैसे 


है९ 5 है कम २० 
२९ + है कम ३० 
६९ +-+ १ बम ७० 


ब्र गणित का इतिहास 


पॉडष्ट बेंरो (९०: छेठ्ाए०%) एक स्थान है। वहाँ की एक उपजाति में (० 
के बदले २० को ग्रितती का आघार माना गया है। उनकी बोली के दो चार झवद्दों के 
अर्थ यहाँ दिये जाते हे-- 


औ०- ऊपरो माय अ्यात्‌ मनुष्य का ऊपरी साग, दोनों हाथों की ठेंगलिया) 
शै४ड- शृ५ से १ कम | 

० एक मनुष्य समाप्त हो गया । 

३ एक मनुष्य समाप्त ओर दूसरे को ५३॥ 

३०- एक मनृष्य समाप्त और दूसरे को १० । 

ड०- दो मनुष्य समाप्त 4 


इससे यह नहीं समझना चाहिए कि हम छोगो के जीवन में ५, १० या २९० के 
अविरिवित अन्य सख्याओं वा महत्व है ही नहीं। हिन्दू-सस्हृति में ३ और ५ के अविरिकी 
७ को भी घूस माना सया है। बहुत-से घामिक दृत्यों में ७ रूवीरें खीचते हैँ या 3 
दीये जलाते है। विद्ा्ट में अग्नि के ७ फेरे बरते हें । बहुत-्से आपवेंदिक नुस्खों में 
सुझसी के ७ पसे या 3 काड़ी सिर्चे या ७ इल्ायचियाँ पडती है। पता नहीं ७ वी संस्या 
भा महस्व सलक्रापि महहरछ से लि गया है या नहों । त्त 
3 के पश्चात्‌ ११ वा को वटूत महत्व है। कहावत है कि १ और १ स्थारद होते 
है हिल्दुओं में दो प्रशार के विवाह अमो तक प्रचलित हे--3 दौर वा दिदाह और ११ 
दौर का विदाह। वहते हैं कि यदि धर से निकल रहे हों और कोर्ट काता द्षिई 
शाप सो दष्ा अद्ययुत होदा है। किन्तु नतुय यदि उसी समय ११ वार राम वा नाम के दिया 
जाय तो अशगुन का दोष मिद जाता है। 
सख्याओं बा यह महस्व तो सहचरध (85:0८उपघं००) के कारण है। गिल 
अधिशण भाषाओं में दटूव-से सख्यात्मक घब्दो के विशेष सास भी होते है, जैसे अप्शिं 
में--'कफ, वी0, 0०275, 5८०१८, 6:05. 
हिल्‍्दी में की दस प्रवार के कई दब्द है, जसे शोड़ो, दिकदम, चौगड़ी, परा« 











अट्ट, दर्जन, कोड़ी । 

इनमें से चर और कोट को 
ज़ी है ॥ 

शुम देच में बाशर में बृछ्ध बस्ट्रए पे से बिकतो है । आम, उपरे, 
और आइटे पड में दिदठे है। आप इस बस्टुओं का मद इसी वकार पृर्टों दि 
+टूड शपई में रिलने दडे 7” टू बात इसने सी बड़े आरवरें दर बह है दि इत बस्टू हीं 
थे १०० ढ़ अचे टिल्तोीं के १०७ गा हीं होचा अवोत १०० हा अप २० परे सही 


झत्दों का १० में कोई प्रदक्ष सावन 





दीवादों के द5 
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ता। कही २६ पंजे, कही ३० पंजे और कही ३६ पजे होता है ।॥ पश्चिमी 
तर प्रदेश में उपलो का सो ३६ पजे का होता है । इस हिसाब से यदि आप ५० 
ले मेंगवाएँ तो आपको १८ पजे अर्थात्‌ ९० उपछे मिलेगे। इसका कारण यह रहा 
गा कि पुराने समय में मिन्न-मिन्न गाँवों में कोई विशेष सम्पर्क नहीं रहता था। 
येक गाँव अपने लिए अरूय नापन्तौछू नियत कर छेता था। उन दिनो कोई मानकी- 
रण ($00764054४णा) नहीं होता थां। जब दशमिक पेमाना (5००० ०६ 
7) सब जगह चालू हो गया तो अधिकाश वस्तुओं ने दो उसे अपना लिया, 
तु कुछ वस्तुओ में पुराने नापन्तोल ही चलते रहे । 
बनारस के पास एक बाज्ञार है खोजवाँ। उस एक ही वाजार मे कुछ वर्ष पहले 
(सी दूकान पर ८० वी तौल चलती थी, डिसी पर ८६ की और किसी पर ९० बी । 
क दिन इन पंक्तियों के छेखक मे नौकर को गेहूँ लाने के लिए खोजवाँ मेजा। नौषर 
| कहा कि “२७ सेर गेहूँ लेकर वही फटकवाकर साफ करा लेना और पनचककी पर 
गसवा लाना ।” जब वह आठा छेकर घर आया तो बुल साढ़े चौदह सेर आठा निकला। 
गैकर से हिसाब माँगा। बड़ी देर में हिसाव समझ में आया। बात यह थी कि 
जस दूकान पर उसने गेहूं मोल लिया था, उस पर ९० की तौल थी । जहाँ पर उसने 
हूँ साफ कराया वहाँ पर ८६ की तोलछ थी । फटकने वालियो ने सेर पर आध पाव के 
टेसाव से अपनी मजदूरी वाट ली। इस प्रकार अद्ाई सेर गेहूँ कम हो। गया। शेप 
रहा सादे सेत्रह सेर। गेहूं छकर वह पनचत्रक्ी पर गया। बहा ८० वी तौल थी। 
अतः पनचबबी पर यह साढ़े सत्रह सेर गेहूँ फ़िर २० सेर के लगभग बैठा । इस पर 
पनचव्की वालो ने दो सेर प्रति मन के हिसाब से पिसाई बाटी तो एकः सेर गेहूं पिसाई 
वा] बट गया। अब रहा सादे सोलह सेर। बह साढ़े सोलह मेर गेहूं लेकर घर छोटा, 
रिन्‍्तु लेखक के: घर पर १०० को तौल्ठ के वाट थे। अतः वह साड़ें सोलह सेर गेहूँ 
घर के बाटो से साढ़े चौदह सेर बेटा । नौकर को खोजवां इस विचार से भेजा था कि 
वहाँ क्दाचित्‌ माल सस्ता सिल्ते, किन्तु लग्दी अवधि से सस्तो वस्तु ही सहेंगी दटती है । 
तोडजिया और अंगोछे अदूठों मे वित्ते है। सतरों के दाम अधिरतर दर्जनों में 
बताये जाते हे--एफ रपया दर्जन या अट्ठारह जाने दर्जन | बागज दस्तों में विकता है । 
यह तो हुई सामाजिक टिनिमय-्पदति। इसवे अतिरिक्त ख्यकितिगत रूप से री मित्न- 
मिप्र ब्यक्तियों के गिनने दे इंगो में अन्तर रहता है। आप दिसी अपड ब्यक्ति को बुष्ठ 
श्पये गिनने को दोजिए। वह चार-चार, पाँच-पाँच को ढेरियाँ लगा देशा $ श्श्ट्दे 
धाराणसो में भ्रम तथा नोड प्रायः पे था गाही से दिकते हूं और संबडा 
२६ गाही दा यात १३० रा होता है 


रे४ गदशित बा इतिहाग 


४, १० भी गियता उसके लिए बडिस है। इाउटर गोनेस्ट ((णाया/) डिसोे हैं 
कि एक धार उन्होंने एक छड्ने से ३ और ६ को गुदा करने जो बड़ा । उसने अपने 
दाहिने क्ाथ को सजनी उंगछो में थाये हाथ वी उँगडियो पर १, २, हे इस प्रतार 
गिना, फिर दुबारा १, २, ३, . .गिना। क्िर तिदारा १, ३, ३,.. गिवा। इसी 
प्रयार छ बार गिना और बताया हि गृणन-फद १८ हुआ। 

मान लीजिए कि आपने घोयबी को ५६ मषई घोने के लिए दिये हैं। वह २५५ 
२५ वो दो बार मिनेगा और ६ अछग गिनेगा । तब यद़ेगा कि “दो पच्चोगों और 
६ कपड़े है।” स्त्रियों को आप बहुधा कहते सुनेगे दि चयन्नी के २ रूम ४० पात आये 
या स्यौते में ३ ऊपर ५० सम्जन बैठे थे । उनकी सख्या-बूद्धि ५ या १० के अपकर्तों 
(7४७(४७।८५) पर ही ठहरती है। 

बुछ अशिक्षिस व्यक्तियों की, विज्षेषकर पुराने ढंग की स्त्रियों वो, संख्या-बु्दि 
इनती अविकसित रहती है कि वह सामान्य अंकों बा जोड़ भी नही जानती । बचपन में, 
हमें याद है, वूद्दी स्त्रियां पूछा करती थी कि “१२ और ५ कितने हुए /” उत्तर में आप 
चाहे १७ कह दे चाहे अदूठारह, उनके लिए एक ही वात है। यदि कमी १०० में से 
३१ घटाना हो तो ये स्त्रियाँ पहले १०० गेहूँ गिनेंगी, फिर उनमें से ३१ गेहूं गितहर 
अछग फर देगी। अन्त में शेष गेहूँ गितकर बतायेंगी कि ६९ शेप रहे। 


गणना-बुद्धि 


उपरिलिखित पत्तियों में हमने संखुया-बुद्धि की विवेचना की है। अब हम गणना" 
बुद्धि पर विचार करेगे । संख्या-बुद्धि और गणना-वुद्धि में थोडा-सा अन्तर है। संच्या" 
बुद्धि को अंग्रेज़ी में ) ००7 $0:5८ कहते है। गणना-बुद्धि को कहते है 505० ० 
(0०ण्ापंगड्। मान लीजिए कि आप किसी सिनेमा-घर जा रहे है। वहाँ यद्दि आपसे 
यह पूछा जाय कि सिनेमा में आसनों (5०45) से टिकट अधिक विके है या कम तो 
आपको टिकटों या आसनों की ग्रितती करने की आवश्यकता नहीं है। आप सिनेमा 
भवन के अन्दर एक दृष्टि डालेगे। यदि आपको कुछ आसंन साली दिखाई देंगे तो 
आप तुरन्त कहेंगे कि टिकट आसनों से कम बिके हैँ) किन्तु यदि कोई आत्न 
खाछ्ठी न हो और ढुछ दर्शक खड़े हुए दिखाई पड़ें तो आप तुरन्त कहेंगे कि आसनों पते 
टिकट अधिक बिके हूँ । इस निष्कर्ष पर पहुँचने में आपने अपनी संख्या-वुद्धि से काम 
डिया है। मान छीजिए कि आपमे यह पूछा जाय कि आज सिनेमा घर में कितने 
दर्शक आये हैं तो आपको दर्शकों की गिनती करनी ही पड़ेगी । एक-एक करके दर्शकों 
को गिनना पड़ेगा, अर्थात्‌ आप अपनी गणना-बुद्धि से काम छूंगे। 


संख्या-पद्धतियाँ, संस्थाशब्द और संस्यांक र्प 


संहया-बुद्धि में इस बात का भान नहीं होता कि किसी संग्रह में कौन-सी वस्तु 
है, कौन-सी दूसरी । परन्तु गणना-वुद्धि मे यह वात आवश्यक है। मान लीजिए 
आप यह वहना चाहते हे कि आज कक्षा मे पाँच विद्यार्थी देर से आये, तो आप 
ने हाथ की पाँच उँंगलियाँ दिखाकर पाँच का निर्देश करेगे। किन्तु यदि आप किसी 
द्यार्थी से यह वहना चाहते हे कि परीक्षा में “तुम्हारा पाँचवाँ स्थान आया है", 
| आप यदि उँंगलियो से इस बात का संकेत करना चाहे तो आप एक-एक करके 
री-बारी से एक, दो, तीत, चार, पाँच उँगलियाँ उठायेगे । पहली दशा में आपने 
पनी संख्या-बुद्धि से काम लिया था, दूसरी दशा में आप अपनी गणना-बुद्धि का 
पयोग कर रहे है। 

एक उदाहरण और छीजिए। जव कंस को यह पता चला था कि वसुदेव-देवकी 
' पहला बच्चा हुआ है तो उसने उसकी हत्या करना अस्वीकार कर दिया। वयोकि 
सने सोचा कि उसका संहारक तो आठवा पुत्र होगा, न कि पहला । किल्‍्तु जद नारदजी 
सके पास आये तो उन्होने एक बृत्त में आठ गुट्टे रखकर कस से पूछा कि “बता इसमें 
ठवाँ गुट्टा क्लोन-सा है।” कस के पास इसका कोई उत्तर न था। वृत्त में बोई मी 
हा पहछा हो सकता है और कोई मो आठवाँ ! कंस अपनी यणवा-बुद्धि का उपयोग 
'र रहा था, किन्तु नारदजी चाहते थे कि वह अपनी सख्या-दुद्धि से काम ले । 

जिस भ्रकार हमारी सख्यात्मक बुद्धि में सबसे पहला स्थान १ का है, उसी प्रकार 
मारी गणवात्मक बुद्धि मे पहला स्थाव प्रथम' का है ! हमारे जीवन में प्रथम स्थान 
श्बर को दिया गया है। प्रत्येक शुभ बाय के प्रारम में ईशन्वदता वी जाती है। 
मारी दिनचर्या में मी शरीर-शुद्धि के पश्चात्‌ भ्रयम स्थान सन्ध्यायूजन का है। इस 
थम धद्द वा महत्व इतना बड़ गया है कवि अधिवाश प्रसयो मे 'प्रथम' उत्तम का हो 
र्याय समझा जाता है । अंग्रेजी में [75६ ८०५५ (फर्स्ट बलास ) का मतलब 8८50 ८२७ 
(दैशट क्लास) ही ह्वोता है। जब हम डिसी के प्रदर्शन की प्रधमा करते है तो कहते 
माफ़ फ़ुलणियाआर८ ७३३ मै; अर्थात्‌ उसवा प्रदर्शन नम्बर १ था। यहाँ है, 
पा नम्बर १ का अर्थ है बदुत अच्छा या प्रशमनीय । हमने लोगो को इस प्रकार बहते 
पता है कि “अमुपः आदमी नम्बर एक है या अमुक माल नम्बर एक है।” इन स्थलों 
पर नम्बर १ (७0०४ (१०४७ अर्थात्‌ उत्तम श्रेणी का ही थोतर है। 

सृष्टि के निर्माण से पहले बेवछ द्रद्म वा ही अस्तित्व रहा। “एक द्रद्मा दितोयें 

नास्ति/--इस इलोक में बहा री एकता का निर्देश शिया गया है। जब हम एक या 
पदम' बा उपयोग ब्रह्म, ईप्वर दा परमात्मा दे दिए करते है तो उसमें अद्वितीयता बए 
भाव भी सन्निहित रहता है, अर्थात्‌ बह्म अचुलनोप है, अनुपमेय है, अद्वितीय है यह तो 
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हुई एव, अद्वितीय, पहले या प्रवम वी महिया। हमारे जीवन में इितीज या दूनरे-- 
इन शक्दों का भी महर्य है। इस धब्दी का उपयोग कई अर्पों में होता है। अ्ेजी में 
प्रथम और द्वितोष के समानारपी शदर है [5६ और 5८८छ७ा । इतहे अतिरिक्त दो 
शब्द और भी प्रयोग में आते हें--प्राइमरी और गेकडरी | इन शब्दों का अर्थ केवड 
पहला और दुगरा मही है, बल्कि प्रधात ओर गौ है। यह तो हुआ इन बच्चो का 
ब्यृत्पन्तिडम्प अ्थ। द्वितीय वा सीधा-सा अर्य है दूमरा। विश्य में तौन प्रकार वी 
सख्याएँ होती हे-- 
१. गणनात्मड संख्याएँ-- ((७:४॥9| शपथ 5) जैमे--एक, दो, तीवा 
३ त्रम-सस्याएँ---(0790/ वण्णा/ल5) जैसे--पहला, दूसरा, तीसरा 
ह. गुणन-मंख्याएँ-(१(४]४७|८वप्ंएटगणया//ट5) जैसे-दुगुना, विगुना, चौगुता। 
पहला और दूसरा हम किसे वहें, यह हमारी गणना विधियर निर्मेर है। मात 
छीजिए कि किसो सड़क पर एक पुस्ततालय और एक चितित्साल्य है। अब यदि 
आपसे कोई यह पूछता है कि 'उस सड़क पर पहले चिकित्सालय पड़ता है या पुस्तकालय 
तो आप इस प्रइस का कोई असदिग्ध उत्तर नहीं दे सकते । एक दिशा में चलने पर 
चिकित्सालय पहले पड़ेगा, दूसरी दिश्ला में चलने पर पुस्तकालय । 
दुसरे” का एक भिन्न अर्थ भी होता है, जिसका पर्याय अंग्रेसो घत्द 005: है। 
“दि अदर साइड ऑफ दि पिक्चर' अर्थात्‌ चित्र का दूसरा पक्ष । इसवय यह अप हुआ 
कि चित्र का एक पक्ष तो आप देख ही रहे हे या देख चुके है, 'शेप दुसरा पक्ष / 
संख्या तौन का भी हमारे जीवन में विशेष स्थान है। प्रतियोगिता में पहले तीन 
स्थानों के पात्रों को हो परारितोपिक मिलता है। खेल मे प्रत्येक विषय में खिलाड़ियों 
को तीन प्रयत्नों की ही अनुज्ञा मिलती है। मारदाड़ियों के कुछ परिवारों में तीन 
फेरों में विवाह होता है। उन छोगो मे कह्वत है--पहले फेरे बाप की वेदी, दूसरे फेरे 
चचा की भतीजी, तीसरे फेरे बाई हुई पराई।" राजा बलि तीत चरण भूमिदान में राजा 
से रंक हो गये। सुदामा के धीव मुट्ठी तन्दुछ मे तीनों छोकों का वारान्यारा हों 
गया। कुछ दिन हुए इस देश के कुछ स्कूलो में यह नियम था कि जो विद्यार्थी लयातार 
तीन वर्ष तक किसो वक्षा में फेल होगा वह फिर जीवन भर कमी उस कक्षा में नहीं बैठ 
सकेगा। 
झब्द 'तीसरे' अच्छे और बुरे दोनो अर्थों में आता है। अंग्रेजों का एक मुहावरा है 
प्र/मंद८ 805८0 जिसका अर्थ है बहुत माग्ययाली । विन्‍्तु इसके विपरीत 
"एंव 00९276८ अथवा पमात २५६८ का अर्थ होता है--निम्तकोटि का / हिल्‍्दी 
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भी इस प्रत्वार के कई मुहावरे है-- तीसरा प्रहर, दोहरी मार तेहरी मार', ढाक के 
[न पात' और 'तिरह-तोन' आदि । 

अब हम अपने विपय पर लौटकर आते हू। किसी रास्ते चछते की दृष्टि में तो 
ख्या-बुद्धि और गणना-बुद्धि में कोई अन्तर नही होता, विल्तु बास्तद में इन दोना 
पवों में महान्‌ अन्तर है। अमी हम तीन प्रकार की सख्याओं बा उल्लेख बर चुके 
--शणना-संख्याएँ, फ्रम-सल्याएँ और गुणन-सख्याएँ । इन तीनो प्रकार की सख्याओ 
प सम्बन्ध केवल गणना-वुद्धि से ही है। सख्या-वुद्धि से इनका तनिक मो संवन्ध 
ही । संख्या-वृद्धि मे बेवल संगति ((:07९59070०70८) का भाव रहता है। 
समें गिनती की धल्पना वा समावेश ही नहीं है। मान छीजिए कि हम यह बहते है 
क मनुष्य के उतनी ही औले होती हैं जितने हाथ, तो इस वाक्य में आँखो की सख्या 
वे पता नहीं चढता । यदि हाय दो हैं तो आंखे मो दो हो होगी। यदि हाथ चार है 
त भखे मो चार होगी। अत. हायो और आँसो में सगति है । 

झंगेति वाई प्रवार की होती है। जो उदाहरण हमने लिया है वह एकंकी संगति 
[0॥0-०९ ((०घ९७७०णार्ए॑ला०८) वा है। इसके अतिरिक्त एक-दो सगति और 
(कन्तीन सगतियाँ भी होती है। प्रत्येक मनुष्य के दो टाँये होती है। यदि हमे पता 
है कि दिसी विश्वविद्यालय में डितने मनुष्य रहते है तो उस संख्या को दुगुना बरने से 
7ह पता चल जायगा कि विश्वविद्यालय में वितनी टाँगे हैं। यह एव-दों सगति का 
उदाहरण हुआ। परन्तु एददोो सगति के स्थान के: लिए मनुष्यों की गिनती बरने वी 
प्रावशपत्रता मही है। विश्वविद्यालय में मनुप्पो की स्स्या जितनी ही हो, बिना 
गिने ही हमे यह विश्वास है झि दाँगों वो सस्या उससे दुगुनो होगो कयोतरि हम जानते 
है कि भनुष्यो और टांगों में एवड्ो मा सम्बन्ध है। 

प्राचोन काछ के छोगो में भरया-बुद्धि तो बुछ थी भी, किन्तु गधना-दुद्धि सका 
तगण्य थो। जब कोई बहता था कि “में बाजार मे पैच आम छापा हैं” तो 





तो उसरा 
मतलब गिनती के पौच नहीं होता था। उसके मस्तिप्क में सस्या पाँच वी कोई पूदधर 
इत्पता नहीं थी। पौव से उसे हाथ रो पाँच उयलियो शा हो मान होता था। उसरी 
उपदेतना में हाथ ो उंगलियों और सस्या पाँद में सागत्य था। उँयलियों से पूयत सर्प 
७ बा कोई अस्तिव नहीं था। यही शरण है वि ससार बी बद्व-सी भाषाओं में पांच 
ओर हाप बे लिए एड हो शब्द का प्रयोग होता है और इसरेलिए विश्द बो बहूत्सोी 
पुरानी बोलियों में सरदा-सूचद इस्दो का अमाद है। दे लोग उन्हीं सरदाओं बे दिए 
धम्द बताते थे जियहो दृष्टियोचर बस्तुओ से संयति स्थादित शर से ॥ शाप दस्तुओ 
में उन्हें प्रायः भविषर मे-अविक साद वस्तुएं (रूप्तशपिमर्डल] दिखाई देदी थी । इरस्वु 
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अपने झरर के अंग पर ध्यान देने से उनकी पहुँच वीम तक हो जाती थी, वयोडि मवृष्य 
के हाथो और दँरो में सब मिल्यकर बीस उँगलियाँ होती हे। इसीलिए संसार की बहुत- 
सो वोकियो को ग्रिततों यदि पाँच या सात से आगे जाती है तो बोस पर रक जाती है। 
पुराने समय में अमिलेस (7२०८८०7८) रखने के वहुत-से ढंग ये। डुछ छोग 
कौडियो या ककड़ो से तारीखे गिता करते थे । श्रति सबेरे उठते ही एक कौड़ी कोने 
में रख देते थे। जब किसी ने आकर तिथि पूछी तो कौड़ियाँ गिनकर बता दी। जज 
कोहियाँ २८ या ३०,जितने का मो महीना हो, उतनो हो गयी, तो कोने में से उठारर 
किर यवास्थान रख दी। कुछ छोग डोरे में गाठें लगाकर या दीवार पर लकोरें सींबे 
कर सारोसें दिता करते थे। 
पाठकों ने पद्ा होगा कि जब राविसन त्रुसों अकेला एक टापू में रहा था तो अति 
दिन एव कट के एड पर एफ एक खरोंच बता दिया करता था। जब कमी वह मह 
जातता चाहता कि उसे टापू में रहते हुए हिलने दिल बोल गये तो उन खरों 
दित लिया बरता था। इस उद्दाहरण में सब्या-युद्धि और गणनायुडि दोनों हीं 
सम्मिधद है। जब सर राविसन क्ुसों बिता गिने यह समझता था हि उसे टापू मे 
हहते हुए उतने की दिल हुए है, जिनती रोंबे उसने लकड़ी पर बनायी हैं तव तक 
अपनी सारायुदि से काम के रहा या। परन्तु जय वह उन छव्ीरों बी गिलते गा 
दा शव वह आपनी देघना-डुद्धि का प्रयोग करता था। 
झमेनों में दिततो बे डिए प्राचोत छोय खड़िया में विद्न दता ठिया करो थे ! 
बहोलड़ों छोटे विवशों से भी गणना को जाती थी। मैडागाखवर दीप में कौ 
हे निशटियों बी गिददी करते का एक अद्भूव ढंग था। समस्त सियदी ऐफनया हाई 
अपने सरदार के सामने में होपर जाते थे। सरदार प्रतरर्र गियाहों पीछे एप पड 
डगोन पर इतच देता था। जब दस कब का शहर हेर वत जाठाों था, सी उस ढर ढ़ 
हटादर उसरे सइट एक इकद शह् ने स्थात थर रख दिया जाता घा। जैई दी 
हैर को जे थे को सो को विरेश झरने के [दिल एक बकद हु तीसरे स्थान पर रख दिया 
शाह! ४१॥ इसी दवएर खारी फौज को देता हो जाती थी 
देश १ शक इदाशटण अमेगिरश के हु शव्यों 
रुद हदरने बई-दे डा आकर हैं ॥ माल लपेजिए दि उस बदोदे दो एड हित हिंती 
दृशातदृर में ऑदर हनी है। बढ़ पत्दे सोदे को स्मति में दुष्ट रोरी मैं शा5 
रा! लाने है। डड़ टिसाइ करते का दित अल है खेद बढ़ अपरो होरी दृरतार 
हे रक के शान है ६ दुरानदार बाप को सिलाई: शर्ट उसे दाम डवाजाड॥ ॥५ँ 








फुरुशाई दणको आारर हे शत आ़एक हद दृशानइर्ट हाइ नरे रेस में विश ममता 
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| बहू एक खपच्ची ले लेता है और प्रत्येक गाँठ के लिए खपच्ची मे एक खरोंच वना 
| ॥ प्रत्येक खरोंच का मतलब हुआ एक डाइम (इस कवीले के एक पुराते सिक्के 
नाम) । जब डाइमों का एक डालर वन जाता है तब खपच्ची में एक रूम्बी 
पंच बनायी जाती है। इसी प्रकार जब पाँच लम्वी खरोंचें बन जाती है तो पाच 
3र का सकेत करने के लिए सपच्ची में एक डोरी बाँधी जाती है। अब मान लीजिए 
सपच्ची में दीन डोरियाँ बेंघी है, तो स्त्री को समझ में आ जाता है कि पद्धह डालर 
हो ही गये । इन पंन्द्रह डालरों का उसने पहले मुगतान कर दिया । अब मान लीजिए 
तीन लम्बी खरोंचें बची हे । तो उसनें तीन डालर और दे दिये । यदि अन्त में दो 
टी सरोंच शेष रह गयीं तो उसने दो डाइम देकर हिसाव चुकता कर दिया । इस 
गर दस-पाँच डालर का हिसाब भी घंटों में हो पाता था। 
जब तक सिक्‍के नही चले थे बाज़ार का समस्त लेव-देन अदछा-वदली (फ्रेगाए7) 
त्‌ विनिमय से हुआ करता था। भारत में इसका एक प्राचीन नाम था “माण्ड- 
प-माण्ड' अर्थात्‌ “बर्तन के बदले बर्दन'! । इस पद्धति में एक वस्तु के बदले में एक 
शिप्ट भाप की दूसरी वस्तु दी जाती थी, जैसे एक टोपी का मूल्य पाव भर गेहूँ 
वा सौ उपलों का मूल्य सेर भर चावल ।॥ बाज्ञार का सब कारोबार इसी भांति 
ता था। इस प्रकार के लेन-देन में थोड़ो-सी ही गिनती की आवश्यकता पड़ती 
॥ यह भी एक कारण था कि प्राचीन छोगों की गणना-वुद्धि विकसित न हो 
पी । अधिकतर लोग हायों की उंगलियों से ही गिया करते थे। इस प्रश्तार तो वह 
| तक या अधिक से अधिक बीस तक ही गित सकते थे ) किन्तु ठुछ छोगों में उँगलियों 
रा गणना करने की पद्धति का इतना विकास हो गया था कि उंगलियों की सहायता 
ही वे लोग सौ तक गिन छेते थे। 
इसकी कई विधियाँ थी। एक विधि यह थी कि उंगलियों के बोच के गड़्ढों को 

गश्यों में गिना जाय और जोड़ों को दहाइयाँ मानां जाय। इस प्रकार यदि ३४ 
दना हो तो उँगलियों के तीसरे जोड़ और चौथे गइडें पर उंगली रखेगे। कुछ 
एने बवीलों में सौदा गुप्त रूप से करने का रिवाज या । दो व्यव्ित, जो आपसे में 
दा करना चाहते थे, अपना एक-एक हाथ कपड़े के नीचे रख देते थे। कपड़े के 
से ही उंगलियों से एक दूसरे के हाथों पर संकेत करके अपना-अपना मतरूव समता 
 थे। पहले एक ने एक प्रस्ताव किया । दूसरे मे उसमें कोई संशोचन रिया। तद 
९ पहुछे ने कुछ बढ़ाया। दूसरा हिचक्चाया। इसी प्रवरार बपड़े के नीचे ही 
रा सौदा होता था। इस साकेतिक भाषा में वे छोग अपने विचार इतते स्पष्ट 
प में रख सकते थे मानो सौदा मौखिक रूप में हो हो रहा हो। 





३० गणित का इतिहास 


अमी तक तो जितने उदाहरण हमने दिये है, उन सद में सरत गितती हो ही मा 
निहित था। प्रस्येक वस्तु एक ही सस्या बा विदेश बरती थी। उतमें स्थितिमात 
(7?ठाप्रणाग एशैघ८) वा कोई भाव नहीं था । हिन्‍्तु जो उदाहरण हम 
अम्ी दिया है उसमें स्थिति-मान वा भी समावेश है। मान लीजिए हि दम उँगदियों 
के जोड़ो और गइढो से गितती गिन रहे हैँ ॥ यदि कोरी प्राचीन गशना से ही वाम है 
सब तो इरा प्रकार गिनेगे--१, २, ३, ४, ५, ६. .... 3 विल्तु यदि टियिति मात वी 
मी प्रयोग करे तो हम प्रत्येक गइढे को १ और प्रत्येक जोड़ को १० मानेंगे । इस प्रतार 
हम १० उंगलियों से १०० तक की गिनती गिन सवते है । यदि स्थिति-मान से वाम 
न छे तो उँगलियो के जोड़ो और यो से हम अधिक से अधिक २० तक की गिनती 
ही गिन सकंगे। 
स्थिति-मान का यह अर्थ है कि प्रत्येक स्थान का मात केवल एक संख्या ही ते हो; 
दरन्‌ उसकी स्थति से एक विशिष्ट सब््या का निर्देश हो। या यों कहिए कि पुपती 
गणना तो केवल यौगिक (&१9/४४९) हो होती थी । यदि वरावर-वरावर दी 
बिन्दु रख दिये जायें तो उनका अर्थ केवल ३ ही होगा। परन्तु आधुनिक गणना 
गुणनात्मक (!/७|४७॥८४४४८) भी है, यौगिक भी! आधुनिक पद्धति में यदि 
हम पास-पास तीन विन्दु रखे तो दाहिनी ओर के बिन्दु का अर्ये होगा १ ५ इतरेवी 
अर्थ होगा १० और तीसरे का १००। 22 
इसमे कोई संदेह नही कि स्थिति-मान की संकेत-लिपि पहले-पहल हिल्ुओं गे ही 
निकाली थी। मारत से यह लिपि अरव पहुँची । अरब वालों से यूरोप वार्सियों ने सीली, 
आज हम लोग इस वात के इतने अम्यस्त हो गये है कि हमें यह ध्यात भी नही आता कि 
“गिनती लिखने की इसके अतिरिक्त और भी कोई पद्धति हो सकती है। आधुनिक 
पद्धति में जब हम ४७ लिखते हूं तो उसका अर्य होता है-- 
४०८ १०-+७१८ १ ्ं 
अर्थात्‌ ४ का अर्थ है ४० और ७ का अर्थ है ७ । उपरिलिखित दोनों गुणनफ्रत 
(४३८१० और ७०८ १) को जोड़कर हम ४७ बनाते हे। इस प्रकार जँसा हम ऊपर 
बह चुके हैं, गिनती लिखने को आधुनिक पद्धति में यौयिक और गुणनात्मक दोनों 
प्रणालियों का समावेश है। कभी-कभी पुराने ढंग के वृद्ध आजवछ के बालकों को अन 
में डाछ देते है। ये लोग छोटे बच्चों से प्रदन करते हैं. कि (१०० में पहले शून्य वा 
वया मान है और दूसरे शून्य का क्या मान है।” बच्चा वेचारा अपनी अविकतित वृद्धि 
के अनुसार उत्तर देता है कि दोनों शून्यों का सान है शून्य । तब वृद्ध महोदय वही है 
“बिलकुल ग़लत । देखो, यदि हम पहले शून्य को हटा दें तो १०० के स्थान पर १० रह 
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जायेंगे। अतः पहले शून्य का मान हुआ ९० | अब यदि हम दूसरे शून्य को मी हटा दें 
तो १० का १ रह जायगा। अतएव दूसरे शूत्य का मान हुआ ९ ।” 

“ इस प्रकार की थुक्ति बिलकुल अतकक-संगत है। माद लीजिए कि इस युवित का 
प्रयोग हूम सख्या ४७ पर करते हे । अब ४७ में से ७ को हटादे से ४ शेप रहता है। 
अतः ७ का मात हुआ ४३ ! इसी अ्रकार ४ को हटाने से ७ शेप रहता है। इसलिए 
४ का मान हुआ ४०। इस प्रकार ४३ और ४० जोड़ने से ४७ का मान ८३ हो जाता 
है। यह तर्क भ्रमोत्पादक है। ४ का मान तो वास्तव में ४० है, किन्तु ७ का मात 
केवल ७ ही है। यदि ४७ में से ७ को हटायें तो ७ के स्थाव पर शून्य रखना पड़ेगा, 
बयोकि ७ का स्थान इकाई का है। ४ का स्थान दहाई का है। ४ दहाई से इकाई के 
स्थान पर नहीं आ सकता, इसलिए हम यह नही कह सकते कि ४७ में से ७ हटाने से 
४ बच रहता है। ७ के हटाते ही उसके स्थान पर शून्य आविर्मूत हो जायगा और ४० 
उपलब्ध होगा। यहाँ ४ का अर्थ केवल ४ नही है वरन्‌ ४ संख्या ४० का सकेत है। 
हमारी आधुनिक शिक्षा-प्रणालो सांकेतिक है । 


संल्यांक 


स्वामाविक बात है कि बच्चा पहले बातों का समझना सीखता है, तत्पश्चातू 
बोलना आरंभ करता है। उसके कई घर्ष वाद इस योग्य होदा है कि उसे लिखना 
सिखाया जाय। इसी प्रकार मानव के इतिहास मे मनुष्य ने सर्वप्रथम बोलना आरम्म 
किया। उसके बहुत समय पीछे लिखने का प्रयत्न किया होगा। जहाँ तक लिखित 
अभिलेख प्राप्त है, उनसे पता चलता है कि सर्वप्रथम संस्याक सीधी रेखाओ से निरूपित 
किये जाते थे। सबसे पुराने चिह्न मिश्र में मिलते हे जो प्रायः ३४०० ई० पू० के 
बताये जाते है। मेंस्ोपोटामिया के संख्या-चिक्न कदाचित्‌ ३००० ई० पू० के है। 
भारत और चोन के चिह्न ३०० ई० पू० के आस-पास के है । इन सब चिह्न-पद्धतियो 
में एक बात सामान्य रूप से पायी जाती है। वह यह कि १ से ९ तक के संख्या-विह्न 
एक पद्धति के होते थे, दिन्तु १० के लिए एक विशेष चिह्न होता था । 

भैसोपोटामिया -और उसके आस-पासके प्रदेशों में सख्याकों के लिए खड़ी रेखाएँ 
खोची जाती थी। क्दाचित्‌ यह चिह्न हाथ छी उँगल्थियों से हो लिये गये थे। रोमन 
संल्यांक आज मी प्रायः उसी प्रकार लिखे जाते हे-- 

3, ॥, वा, ॥ए, 9, पञ, शा, शा, एज, | 

इनमें से प्रथम तीन चिद्ठों में दो योग-सिद्धान्त स्पष्ट दिखाई देता है। किनु ।४ 

और [7९ में वियोग-सिद्धान्त का प्रयोग किया गया है। ।४ का अयें है ५ से १ कम+ 


द्वत्र ९--संसपांकों के लिए पड़ी देसाओं का प्रयोग) 


अब इल चिह्नों की जागरी के वर्तेमान संख्याक' (बह्ढों से की 
३, रे के ५, कि 07% ५९ 
इन चिह्ठों मे डंडा के रूप स्पष्ट दिखाई देते हैं! बिह्नों के रूपों 
इसलिए हुआ कि लिखने कुछम वार: उठाने का प्रयलल ने करता 
का स्वमाव हैं। इसीलिए कुछ समय पश्चात्‌ पड़ी और खड़ी रेखाओं 
आारण कर लिया द्वोगा। 
इसमें सन्देह नही कि पर के चिह्न का आविष्कार सबसे पहले 


यह शव जार हिट समिकग न पा 
छिसने दिया था। इसी धून्य के चिह्न से संख्योक-पदति बी ' 
अणाली निवली, जो आज ब्रायः समस्त समय संसार में फैल गयी 
पमिन्न-मिन्न सस्याव-्पद्ततियों वी तुडता अनुपयुक्त न होगी। 


यूरोपीय : म ह* 3.4 4 59 
अरबी 2 7. जे 7. 7 आओ *# १ 
इंबनागरी २ है. सै डेप ई$ ८5 
बब्दिन देश में मिद्ठी का शा था। अतः उस प्रदेश के ति' 
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लिए भी विज्येप चिह्न बनाते थे और इन छोगो में बुछ अंकों के लिए दो-दो चिह्न 


प्रचलित थे, जैसे-- 
१४: ४ अथवा ) 
१० : < अथवा ॥ 


इन लोगो के बुछ अन्य चिह्न इस प्रकार है-- 


>> हू १०० 


< 
४५६६5 ४८ -.६०+६०+१०+१०+१०+१०+१०-१+३ 


उ्+१७१४ 


)) 8 < 


चित्र २०-शग्लिन देश के 
संस्यांक-चिह्धे । 


ब्ः६०+-६०+ हैं ०+ है ै३०३ 


इस प्रदेश के संख्याक-चिह्नो में एक विशेषता यह 
थी कि जो चिह्न १ को निहप्रित करता था यही चिह्न 


६० अथवा ३६०० अथवा ६०" को भी निरूपित करता था। यह सदर्म से ही पता 
छलता था कि झिस स्थान पर उक्त घिह्ठ से लेखक का ताटाएे कोन-सी संख्या से है। 


शाघारणतया इन छोगो की संध्याक« 
पद्धति में योग-सिद्धान्त वा ही प्रयोग 
होता था। दिस्तु बही-बही पर वियोग- 
सिद्धान्त भी काम में आता था,जैसे-- 
0॥0॥ ५ऐ) ५ २०-०३ * १९ 
पिए्र के सारे तिक चिल्लू 

मिस बो भाषा में साघारणतयां 
दाहिनी से बायी ओर छिखा जाता 
था, विल्यु और देशो दे निवासियों की 
भाँति ये छोग भी दमी-रमो सरयार 
गायों से दाहिनी ओर लिखा बरते थे। 
यहाँ उप्त प्रदेश के बुछ सारे विद दिझ्भू 
दिये जाते हैं। इसदे १ से १० तब 
बे दि्लू इस प्रवारर वे थे जो दित्र ४ 
हो प्रधम पकित में टृप्टिपोचर होते है 

है. 





बित्र ३--मित्तो संस्पाओों दा प्रात रुप । 
[स्नि पप्ट इएनी दो ब्जुरुति से शेरिश दू्जान 


रिसब इृत हि झाय में बेरध्स्सा 
से प्रश्न] 


ड्ड दैवशित का इकिग 
। 
का. हा. का का. ॥४ 
॥ हक के औ॥॥ 09 ॥॥ झा वा ॥ गी 
ये छोग भी १० और उसके पाश (0८७8) के दिए दिगद विद्ध विर्धरि 
करते थे। इसको बही सब्याओं के हुए विद्यु वि / की जीग ही पल में दिये गई है। 


॥ के हा की है क दा मा 8॥ 
१ ३ ३ # ४ ६ ७ ८ ३९ 9० 
॥ी ॥॥ | ४ %४ 9 99 ४ १ 
ह१ २ २० ६४० ७० ९०० २00 ९० (०००० 


रा न्‍ मा एक्ट 
47-२५ 097१९: 





चित्र ४--मिल्रो संश्यांक 
[जिन एण्ड कंपनी की छतुसति से डेविड यूजीन रिमथ कृत 'हिस्टी ओके में थेमेंटिस! 
से प्रत्युत्यादित 4] जे 
यूनानियों की संद्यांक-यद्धति मी १० तक चछती थी । उसके आगे उन्हीं 
चिह्नों को पुनरावृत्ति होती थी। १० के लिए उनके पास कई चिह्न थें। साइप्रम 
और त्रीद वाले १० के छिए एक पड़ी रेखा क प्रयोग करते थे। 


संह्या-पद्ध तिर्यँ, संघधाशग्द भौर संह्यांक ब५्‌ 





लनशिशश।।हटिशाएएश ता था एए 


्ह 
५ 
रु 
डे 
ई 


वित्र ५--साइप्रस के प्रादोन संहयांक। 
[शिन एकड़ ढंपनी वी अनुर्मात से देविड यूजीन रिमिय शत "दिखी ऑफ मैथेनटिश्स' से प्रत्युधादित।] 


अन्तिम दो पंक्तियों में ६ का संस्याक (॥॥ ॥॥) दो बार आया है। 






प के अििनीनशिशना न न्यन रा उडी. इवाभ्लाल पारित, चफाएकाइंड्ल ला हक 
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से चित्र ६--साइप्रस के प्राचीन संल्यांक । 
[जिन एण्ट बंपनी वी करनुर्मात से डेविड घूजीन रिमथ इृत दिखी ऑफ मैपेगटिक्स' से प्रत्युत्थादित ] 


यह ऊपर के अपखण्ड का निचला भाग है। पहली पंकित में संस्पांक ४ (॥॥) दिया है 
और सबसे निचली पक्ति से ऊपर वाली मे संख्याक १४ (॥४--) ४. 


४ 5 ओओ 


३६ 
यह अपराण्द साइप् के एक मन्दिर के अस्तावशेद में पाया गया है और 
के एक संग्रहालय में सुरक्षित है 
और के: तिवासी १०० के लिए एक बृूत्त और १००० के लिए एक सम 
(णगणफ) बनाते थे । 
बहुत-से प्रदेशों मे बड़ी संख्याएँ इंगित करने के लिए धब्दों वा ब्रयोग हि 
चा। बुछ समय बदइबात्‌ शब्दों का स्थान उनके पहले छे छेते ये। मूता 
चद्धति इस प्रतार ध््ी 
संख्या चब्द विह् 
५ पर छोथ85 ॥ | 
० & 5६ & 
१०० छ्टाएआा0र पु 
१००० जा+€ा0ण > 
१०००० रष्रशणा )3] 
बजी-कमी इल विक्की को सिलाई ए संयुक्त रुप दे दिया जाता था, मै 
० 25 अर्थात्‌ ५२१० 
अर्थात्‌ ७५१३६ १०० 


छुण० [तल ह | 


चु०३००० जा अर्थात. ५९४१० 


यह संह्यांक-टद्ति कदाचित्‌ बहुत पुरानी है, विन्‍्चु अभिलेख 
दताब्दी पूर्वेसा के ही झिलते है 
हिल्नू संख्यांक 
आक्षरिकः संख्यांक-पद 


तक पहुँचते-पहँचते उतकी वर्णमाला 
कर ५०० का बिह्ध बताया इसी प्र 
शपें॥ बाद के अन्य छिद्ठानों ने ५० ८० ५० 

«०० इत्यादि के जि 


टन 


थोँ वी माँति हिद्ुओं जे भी एक आओ 
कषपाला समाप्त हो गयी तो : 


संरयायद्धतिपौ, संरयाश पट भौर शंष्योर ऐ ६ 


४ # 2 ९ ०॥ 0०0 > ०? कं 
हाई १७ 2२० ३१ ६४७ ४०७ ६७ ७० ६० €6 
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हैग्प्र १७७ २५०७ ३०० ४०० २६ ६०० ७०७. ९०५. (७ 


दिए ३--र्दुओऑं के भातरिष संत्यांर | 


प्राशच्य-नग0 तै॑लूपत्तैफ. विशपाशाय,. किफापशाए [पत्ता 
(3979), ४४७ 6, )', 63, 


रोमन धम्दांय 


पोषण शक्दाव पडति ली पेष्टाओं को ऐनट्ब्र बेबाद घर विज्री का इपोग 

बरपी ६. 
श्र घ. 

दगदें के दिए दोहा (ड़ वे उदृत्म बा 7 “कब दच्ण हारी अकजा। आशइब 
१९ . रच ऐो बिक्क।  , ६ बह! छित ₹६ शो | दिच्डू दृश् आतत ११ ४च्शा ९० 
बा विक्दण बाज के (०० बट बहा हुए, एशरा बार शदज थे भरी अन्त | कष्टण (7 
४३ है इृशरी छडर # (धप्त ) ब१ ि३ ४ ०0१३६) को हर" १७० है ट० एक 
दिश्ल शह१ ३ ऐो ४३५ है शु० ऋुधए सतचाई एचे एड अप्शे! १ ( झटभ ) के 
शनर७ ९१ | ४९ ६ ४१ २६) [९ दृद दिफ्ो 4 २(-१/२३+ रब #/३ ६३ कोर अच्छे. 
कक है हे ७++ ४० |+क७क इफ७* है । ढा बे दा/ढ+ हुऊरे शजए मिल [११ ”) 
$१ ९. ४९३ हक (हलवा) ऋ#ए १०३० है 4 

सहाई ]/ल्‍४7/७* के हुक हुडरे) कक्दाक दर कर हर. शातता झाकाओे हैं. रेड, 


रह है ६ बी हाप शत चुफताहुऐल हो; इब4ी है हक इतने भू हरएक शहर 
९/३ ३7» है 


संहया-पद्धतियाँ, संध्याज्ग्द और संस्यांक ३९ 


मानता है। यह स्वामात्रिक है कि व्यापारियों के द्वारा ये संस्याक एक देश से दूसरे 
देश में गये हो और इनके: रूपों पर मी पारस्परिक सम्पर्क से प्रमाव पड़ा हो। यो तो 
उक्त चारों देशों में आधुनिक संस्यांकों मे से बुछ वा प्रयोग प्राचीन समय से दिग्या जण्ता 
रहा है, विन्‍्तु इन संस्यांकों में से सबसे अधिक वा प्रयोग सर्वप्रथम मारत में हो मिलता 
है। तीसरी शताब्दी ई० पृ० में अशोक के एक शिछाछेस मे अंक १, ४ और ६ प्रयुवत 
हुए थे । चौथी शतझदी के नानय घाट के एक शिलालेख में अको २, ४, ६, ७ और ९ 
का उल्लेस मिलछता है। इसके अतिरिक्त नासिक की पहली और दूसही शताब्दी 
को गुफाओं में अंकों २, ३, ४, ५, ६, ७ और ९ का प्रयोग मिलता है। विन्तु इनमें से 
किसी भी सिलाडेस से इस बात का प्रमाण नहीं मिलता कि हिन्दुओं को उतने पुराने 
समय में स्थितिमान का भी ज्ञान था। हिन्दू-साहित्य से यह संदेह तो होता है कि 
कद्ांचित्‌ इन लोगों ने सन्‌ ईस्वी से पुर्व ही छूल्य का आविप्कार कर लिया था, किन्तु 
किसी शिलालेख में शून्य वा स्पप्ट प्रयोग नवी शताब्दी ईसबी से पूर्व का नही मिलता। 
हिन्दू-संख्याकों का बाह्य उल्लेख मँसोप्रोटामियां के एक पादरी सिबोख्त ($८००- 
008) द्वारा मिलता है जो ६९० ई० का है। यतः वह नो चिह्लो का उल्लेख करता है, 
अवः ऐसा प्रतीत होता है कि उसे शून्य का बोध मही घा। आटवी शताब्दी के अस्तिम 
,दिनों में मारत को बुछ ज्योतिषीय सारणियों का अनुवाद बगदाद में अरबी भाषा में 
हुआ और इस प्रकार हिन्दु-सख्यांकों का आविर्माव अरब में हुआ सन्‌ ८५५ ई० के 
लगभग अलछूत्वारिज्मी ने उक्त विषय पर एक पुस्तिका लिखी, जिसका बाय के एडिलार्ड 
(8७५४४) ने सन्‌ १६२० में लेंटिन में जनुवाद किया। विद्वानी का यह अनुमान 
है कि उक्त अनुवाद से कई शताब्दी पूर्व ही हिन्दू-संस्यांक यूरोप मे प्रवेश कर गये थे, 
किन्तु यूरोप की सबसे प्राचीन पाण्डुलिपि जिसमे उक्त अको का उल्लेख है स्पेन में 


पायी गयी है, जो रून्‌ ९७६ की बठायी जएती है। उक्त पाण्दुक्तिपि में सुंख्याकः इस 
प्रकार के थे-- 
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चित्र ८---थूरोप के प्राचोत अंक । 
[जिन एण्ड कम्पनी की अनुज्ञा छे डेविड यूजीन रिमिय बूत 'हिस्ट्री भोफ़ में थे में टिक्स' से प्त्युत्थादित ।] 


_छस प्रकार भारतीय संख्यांक देश-विदेश में घूमते हुए और विक्ृत होते हुए 
अपने आधुनिक रूप में आ गये। 


अंकगणित डर 
इसीलिए इस विपय का एक नाम 'पाटी गणित' भी पड़ गया। स्लेट का आविप्कार 
बहुत समय पदचात्‌ हुआ है और काग्रज पर छिखना तो आधुनिक समय की देन है। 
शताब्दियाँ बीत गयो। मनुष्य ने अकगणित के महत्त्व को समझा। आरम्म मे 
यह विपय कुछ विशिष्ट जातियो का एकस्व समझा जाता था। तत्पश्चात्‌ उक्त विषय 
समस्त सम्प्रदायों और जनसाधारण में फैलने रगा और एक ऐसा समय आया जब 
अंकगणित को मी सामान्य सस्कृति के लिए आवश्यक समझा जाने कगा। आजकल 
इसका महत्त्व इतना बढ़ गया है कि प्रत्येक छात्र के लिए तीन कलाएँ जानना आवश्यक 
समझा जाता है--पहना, छिखना और अकर्गाणत । 
अंकगणित के इतिहास में चार देशों के नाम उल्लेखनीय हे--भारत, चोन, 
मेसोपोटामिया और मिन्न । मारतवर्प में अंकगणित कब से प्रयोग मे आया यह कहना 
अमंमव-सा है, क्योकि चार-पांच हजार वर्षों से पहले के विश्वसनीय अभिलेख नहीं 
मिलते । जबसे हिन्दुओं मे सख्यालेखन की स्थितिमान पद्धति आरम्म हुई, तब से 
आज तक का तो अंकगणित का इतिहास बहुत बुछ उपलब्ध हो चुका है। यदि यह कहें 
कि आधुनिक अंकगणित की भीव हिन्दुओ ने डाली है तो इसमें कुछ मो अत्युवित न 
. होगी। हिन्दू अंकगणित का प्रमाव चीतियों और अरबों पर मी पड़ा और इन दोनो 
देशों ने मी बहुत कुछ अश्ों में हिन्दूगणना वी भ्रणाली को अपनाया । 
गणित के इतिहास के विचार से हम पूर्व ऐतिहासिक काल से ३०० ई० पू० तक 
के समय को पहला युय मान सकते है। प्रस्तर-युग के कुछ ऐसे हथियार मिले हे, जिनसे 
पता चलता है कि आज से पचास साठ हडार वर्ष पहले मी वस्तुओं वी अदला-बदली 
होती थी और किसी-म-किसी रूप में गिनती का भी प्रयोग होता था। सबसे पहले 
मनुष्य ने आग जलाना कब सीखा, यह कहना कठिन है, किन्तु विशेषज्ञों का अनुमान 
है कि अग्नि का आविष्कार रूगमग ५०,००० वर्ष पूर्व हुआ होगा। अग्नि के आवि- 
प्कार और हथियारों के निर्माण से हम यह निष्कर्ष निकाल सकते हैँ कि उस प्राचीन 
समय में मो मनुष्य के मस्तिष्क का बुछ-न-कुछ विकास हो चुका था। इसी से हम 
इस परिणाम पर पहुँचते हैं कि उस समय के मनुष्यों को संख्या का मी बुछ-न-कुछ बोध 
हो गया होगा। 
आजें से लगमय १५००० वर्ष पूर्व का समय मध्य प्रस्तर-युग कहलाता है। इस 
युग को बुछ क्ल्पूर्ण वस्तुएँ पुरातत्त्वज्ञों ( हैए/४८ ०७४४७ ) को प्राप्त हुई हैं 
जैसे मिट्टी के बतन--झंभर, मुराही, प्याले इत्यादि । साथ ही हम यह भो देखते हैँ 
कि आज बल जहां भी ऐसे क़दीले निवास करते हे, जो इस ढंग के बर्दन बनाते है, उन्हें 
संह्या का बुछ-म-दुछ बोध अवश्य ही होता है। इन बातों से हम यह निष्कर्ष निकालते 








अंकगणित ड३ 


इन चिंह्वों को दीन में पदुआ कहा जाता है। चीन के निवासियों में इन चिह्नों 
की बड़ी महिमा गायी गयी है । दर्जनों छेखकों ने इन पर पुस्तकें छिखो है और इनके 
भिन्न-भिन्न प्रवार के अर्थ छगाये हे । प्राचीन समय से आजतक छासों चीनी इन 
चिह्धों से प्रभावित हुए हूँ । 

बुछ आधुनिक विद्वानों का मत है कि ये चिह्न वास्तव में चीनी संख्याक्र हे जो 
संख्या २ बी मापिनी ( 5८४८ ) पर आधारित है। यदि हम -- को १ मानें और 
“- --+ी शून्य दो उपरिलिखित विद्वों के मान इस प्रकार होगे--- 

१११, १६१०, १०१, १००, ०११, ०१०, ००१, ००० 

यदि संख्या २ को मापनी मानकर इन चिह्नों का अर्थ छगाया जाय तो क्रमशः 
ये अंक प्राप्त होगे-- 

७ ६ श ४ हा हू 44 ्य 

ये चिह्न आज मी चीन के बहुत-से ज्योतिषियों के पास दिखाई पड़ेगे, जो नगर- 
नगर और गाँव-गाव में घूमते फिरते हूँ। इतना ही भही, ये बिह्न बदुत-से तावीजों 
में काम में आते हैं और घरेल्डू बर्तेनों तक पर गुदे रहते हे। आइरिग में लिखा हुआ 
है हि थे आठ पहुभा एक पिश्चाचितरी के पैरों के चिह्न हैं जो सम्राट्‌ फूटी के राज्य में 
एक गंदी के रिनारे दिखाई पड़ी थी। 

तिब्बत में एक आहृति ( चित्र ९ ) पायी गयी है, जिसे जोवन-घक् बहने है। 
उदप आहति में राशि चिह्न (9275 ० 0८ 2007८) और पहुआ के आठ चिह्ठ 
दिये गये हैं। आहति के मध्य में एक भाया दर्ण (!५३६४८ 50५४८) दिया गया है। 





इस दर्द में विसी भी पवित, स्वृंम अपवा विदणे को संस्दाओं बय योग १५ होता 

है। अत्रः इसे भारददए बी भाषा में 'पन्दहा बहते हैं । बास्वव में उपरिशिसित 
भाया दर्ण आगेदी हुई (दित्र १०) आपवति से तिरका है-- 

शर्ते हे कि यह आहति समार शा सबसे प्रारेग माया बर्गे है। विदशस्ती है डि 


डे 


शी डक कछुआ गज 
हई की। इस का चीनी 384 गा हु 









श्र । | ते 
0 ; 





अंकगरणित प्‌ 


अं 
हे न 
का 


चित्र १०--छोशू आाइृति। 
आबिग में एक अन्य चिह्न भो दिया गया है, जो इस प्रवार है-- 
चोन में इस चिह्न वी 
भी बड़ी महिमा गायों 
गयी है. पथपि इसबा 


ह ७-७ 
भहृत्त्व छो धु से कम है। कै कही 
इस जबिलू भा नाम 


होतू है। ! 
१००० और ३००६० 
भू० के बीच में चीन में ०० 
अशशणित-सम्दग्पी बाये 
अपुत बम हुआ । घोन गो 


0 
उस समय वो सदमे बड़ी 
देन उसको टेंशय पदति 
थी। ६७० ई७पू» वे ७---0-79--7-0-- ७-& 


वित्र ११--होव मगाहति। 


अकार ३३ ०. दे <५ ठिलके थे 
७>४६०+३ + पा अर्च होगा २०६०५ 
आओ 





अंकगणित डछ 


स्पष्ट रुप से बोध न था। हमने ऊपर लिखा है कि इन लोगो की पद्धति में ४७३ का 
क्या अर्थ होगा। डिन्‍्तु उस अर्थ के अतिरिक्त उसी सख्या का यह अर्थ भी हो सकता 7 


कि: 





चित्र १२--अद्ठाइसबों शताब्दी ई० पू० के संख्यांक । 


[जिन एण्ड कंपनी की अनुमति से देविड यूजीन स्मिथ कृत 'हिसद्री ऑफ में थे मेंटिक्स' से प्रस्युत्पादित ।] 
था--४)८ ६० ५-७ >९६०५+-३२८ ६०" अर्थात्‌ ४०७६८ । और उसी चिन्ह वा यह 
अर्थ भी हो सकता था--४३८ ६०--७)८६०५-३०८६०” | इस प्रकार हम देखते 
है कि एक ही चिह्द मिन्न-मिन्न संस्याओं को निरूपित करता था। इसके अतिरित इन 
होगों में अभी तक शून्य के लिए कोई चिह्न नहीं बना था। इस कारण 
भी चिह्नों का अर्थ रूगाने में गड़बड़ी हुआ करती थी। कमी-कभी ७२ वा अर्थ होता 
था ७)८६०१३-२ अर्थात्‌ २५२०२॥। आधुनिक पद्धति में उन्ही लोगों के पैमाने में इस 
संख्या को ७०२ लिखा जायगा। दिस समय दिस चिह्न से किस संस्या का अभिप्राय 
हुआ करता था इसक्ता पता संदर्म से हो चलता था। स्पष्ट है कि उपरिलिखति 
गड़बड़ी के कारण भी शून्य के चिह्न का आविष्कार हुआ होगा ६ डिन्‍्तु उसका आवि- 


पंच माज भी ६० मायों में 

6। आज भी दत्देक रे है ६५ आप हित थोक 

देने हैं। आज मो हे ३० बन हि खो है, अब 
डे बोर किवट के ६ 

के है गित का इक ख्गमग 





का एक और राजा उल्लेसनीय है, जिसका नाम हम्मू- 
| इसका राज्यकाक १९९० या के आस-पास का बता जाता है। इस 
मय के सम्तावसोयों हम लहर है जो सार के 

है। इस खेड़हर में पहुत-सी प्रटियां 


९९ में चहुत-सी पायी गयी है; जिन पर छात्र अपने कि | 
ते थे। चब्छिन के. अंकगषित सकी पी बाते ही रहो मर 
हुई है। यहां दो परियां विश्ञेप कर्णनीय है, जे १८५४ में संकट में 


अंकगणित डर 
पायी गयी थी, जिसका प्राचीन नाम छरसा था | इन पटियो में १ से ६० तक की 
सख्याओं के वर्ग और १ से ३२ तक की संख्याओ के घन दिये गये हूँ । इन पटियों की 
निधि निश्चित रूप से नही बतायी जा सकती, तथापि अनुमान है कि ये भी हम्मू- 
रबी के समय की है । इन पटियों के प्राप्त करने का श्रेय अग्रेज मौभिकीज (5९०० ९/४४) 
लॉफ्टस ([,0०६७$) को है । 
संकरा की पटियो में भी ६० को ही आधार माना गया है। उनमे वर्ग सारणी की 
मंख्याएँ तो दशमिक पद्धति में ही दी गयी है जैसे १६, २५, ३६, ४९। किन्तु ६७ के 
स्थाव पर १७ लिखा गया है। इससे स्पप्ट है कि इस सल्याक-पद्धति का आघार .१० 
नही, बल्कि ६० है। पटियों से यह तो पता चलछता है कि ये लोग स्थितिमान का 
अर्थ कुछ-कुछ समझने लगे थे। किन्तु उसका प्रयोग नियमित रूप से नही करते थे, 
बयोकि वे लोग ९४ को १ ३४ लिखते थे। इस चिह्न से उनका तात्पर्य होता था 
११८६०+३३८१०५४॥ इसका अर्थ यह हुआ कि वह पहले स्थान को इकाई, दूसरे 
स्थान को दहाई, किन्तु तीसरे स्थान को ६० का अपवर्त्य मानते थे। उनकी पद्धति 
और हमारी आधुनिक पद्धति में कई बाते सामान्य हे-- 

(१) उन छोगो के अंक भी १ से ९ तक चलते थे जैसे हमारे आघुतिक अंक । 

(२) स्थितिमान का प्रयोग उन्होने भी किया है । किन्तु वह उतना नियमित 
मही है, जितना हमारी आधुनिक पद्धति में । 

(३) छिखने में ऊँचा मात्रक पहले लिखा जाता था और तंत्पश्चात्‌ भीचा मात्रक $ 
बही पद्धति आजकल भी चालू है। हम पहले सैकड़ा लिखते हे, फिर दहाई और तव 
इकाई । 

(४) वे छोग भी संख्याओं को बायी से दाहिनी ओर लिखा करते थे, जैसे हम 
डिखते है । 

किन्तु बोल-चाछ में कही छोटी इकाई पहले बोलो जाती है, कही बड़ी । हिन्दी 
में चौवीस में पहले चार बोलते हे, पीछे बीस । इसी प्रकार छियासी का अये है ६-८० 
अंग्रेड़ी में [८५८७ से 'पिधा८८थ३ तक बी संख्याओं में छोटी इकाई पहछे बोलती 
है, किन्तु झेप संख्याओ में ऊँची इकाई पहले बोलतो है॥ र०ा)-सं8॥६ में ॥0ा5 
पहले आता है, ८४॥४ पीछे । 

बब्लिन में भी ६० को ही संख्याक-पद्धति का आधार माना गया था। अनुमाद 

है कि उन्हें इस तथ्य का पता था कि यदि किसी वृत्त में एक सम पड़मुज (7रेल्छणय7 
स८एछटुणा) ख्ीचा जाय तो उमकी मुजा वृत्त बी जिज्या के वेराबर होगी । कदाचित्‌ 


इस बात से उनके मन में यह विचार आया कि बूत्ते के ३६० बरावर माग किये जायें) 
है 








६० को आवार सनने का यही और कोई, बह कहना किन है 
संसार के उैछ प्रदेचों मे १५, २० और ४. को सख्याकपदति आयार माना गये 
है। ० के विषय में को हम _ हें सकते हैं कि इसके बहुकसे 
कः ड़, है <, १०, रे० 
कदाचित्‌ इसल्फि ? इ्म पे ग्रयाहो। २ 
गत है कि मनुष्य के हाथो 


इसका आपा भी नहीं हो ककता 
के कि वे सन दिलाई नही पड 
शत सता गलत तह भुमेर के विधय में बता बडे 
हे अर्थात्‌ इनको सज्याओं में अकके का भान ६० के घातो में पटाबढ़ा करता बा। 
किन्तु इनकी परदति मे मी कहो यो जो मुमेर परति हब 


क्के कौन से धाक से आर 
नही, इनके सस्याओ मे मित्रो के आज दो अरे के भी हो सकते। 


के की कोई हंस 
प्रस्पेक अटग-अल्स #; ग्तिमात हेता है 
क््केकष में अधिक स्थान छा काज बा; 4३ 
भरे ३ है 
7 अपरिर धचचाण अप है ६० का, कक का, एक घाक हज है अप! 
ध्णाक्श्य है, उस्या इस बार दिस शायगी-. 


अंरगणित 0 


जपसिशीयत गिद के प्रयोग से य/ पता घट है कि: बदिदन के गिर इगे बात 
शो आदम्यरता समझने [न्घ में: लिए भी एक विशेष लिझ बताया जाय, 
हित ऐसा नही समझता चाहिए हि दे छोग शस्या घुन्य शा अपे मही-माति समझ 
देय थे। आर तो शप्य को समस्त शस्दाओ शा आरम माना जाता है और उसे भी 
शुक्र सस्या बा यौरद प्राप्त है। हमारे जिषार में शुर्य के: स बर्प में रे सद बाते बब्ििन 
है गणितज्ञों के मस्तिप्फ में मी आदी थी। वे खोग तो बेदक इतना ही समझते थे कि 
इस बात को दर्शाने के लिए हि शिशी दिशिप्ट संख्या में ६० बा बोई पात छुप्त है, 
एड विशेष बिद्ध होता घाहिएं। अतः घुन्य बा बिक वेद इग बात का निर्देश झुगता 
था कि उपर संस्या में ६० ढेः अपुझ घात वा अस्तिस्य नही है। धून्य बा रास्या बे रुप 
में सदगसे पहुले दिसने प्रयोय रिया यह बहता दठित है। हिल्‍्लु इतना पता है कि ई. 
धू> की दिवीए शताब्दी में यूनान के झ्योतिषी घूत्य के लिए ० शा अयोग करते 
जो यूनानी अतर ओमीजोॉन है। बिन्दु वे छोग भी उसी अर्थ में दइसबा प्रयोग करते 
थे जिस अर्ध में बम्लित दाे। 

छगमग २०० ६० पू० शी एर पटिया पायी गयी है, जिसका उल्लेख सबसे पहले 
छुट्ड़ ने १९२० में रिया था । उससे यह पता चला है कि दस्दिन के गणिवजञ मिप्रों 
को इस प्रतार लिखा करते थे कि उनरा हर ६० या ३६० ही हो। जैसे वे छोग 
कक गो ईछ मी लिखते थे। हिन्तु उसे क८ नदी लिखते थे। 6 रो वह रोग ३३ 
लिखते थे। विन्तु इस नियम के दो अपवाद ये-- 
१. यदि दिसी मिश्र भा अथ १ हो तो उसे वह सरलतम रूप में छिख देते थे; 
डएंब गो वे छोग ७ लिखते थे 
३, यदि किसी मिन्न का अंश हर से एक कमर हो सो मी उसे वह सरलतम रूप में 
लिखते थे; जसे ३ 4६ को वे लोग ६६ मी लिखते थे और है भी । 












से 


मिस्र 

मिस्र के गणित के विषय में हमारे ज्ञान वर आघार मुख्यत, दो-तीन पुस्तकें है । 
पिन्न में एक प्रवार का तरहुछ होता था, जिरासे कृग्रड बताया जाता था। उसे 
पैपिरस' कहते थे। उतत बाग्ड् पर जो पुस्तकें लिखों जाती थी, उनका नाम भी 
पैपिस्स पड़ जाता था। हमें दो पैपिरस सो पूर्ण रुप में प्राप्त हुए है, रिट्‌ड पैपिरस और 
मॉस्को पैपिरसत। इनके अतिरिक्त अल्छाहुन पैपिरस के मो झुछ अश् प्राप्त हुए हैं। 
इन पुस्तकों ने मित्र के गणित-क्ञान पर बहुत प्रकाश डाछा है। मॉस्‍्को पैपिरस मे २५ 
प्रश्न दिये गये हूं। रिहुंड पैपिरस कदाचित्‌ १५५० ई० पू० के आस-पास लिखा 


का अनुवाद किया 
अताब्सी ई०प्न एक अग्रेज् ली रहित ने तरोर 


स्गो। पाण्डुलिपि कर मौलिक नाम अदमिस पैपिस्स था, किन्तु उक्त विक्रय के दरचात्‌ 
ज्मका पड + यह्‌ पुस्तक 





अंकगणित थे 


था। २० के लिए ऐमे-ऐसे दो चिह्न बनाये जाते थें। ३० के छिए तोन, इसी मांति ९० 
तक | तत्वस्चात्‌ १०० के लिए एक पृथक्‌ चिह्नू था, १००० के लिए अलग और इस 
प्रकार १०००००० तक १७ के प्रत्येक घात के लिए एक भिन्न चिह्न था। इन लोगों 
को सवेतलिपि यौगिक थी, जैसी आधुनिक रोमन संवेतलिपि है। उदाहरणाथ, रोमन 
संवेतलिपि में १७५९ को इस प्रकार लिखेगे-- 
॥१/ 7०0 ८7, ए 
इन चिह्लों का अर्थ है-- 
१०००+५००--१००+१००+५०+(१०-१) 
इस संकेतलिपि में स्थितिमान का अमाव है। इसके अतिरिक्त यह सक्ेतलिपि 
इतनी महद्दी है कि इसमें वड़ी संख्याएँ छिखने के लिए दर्जनों चिहक्ल बनाने पड़ते हे । 
उदाहरण के लिए ६७५६ लिखने के लिए उक्त पद्धति में १८ चिह्न बनाने पड़ेगे। 
मिल्नी गणितज्ञ मित्रों के प्रयोग में बडे दक्ष थे। ये छोग अधिकतर इकाई 
मित्रों से काम लेते थे, अर्थात्‌ ऐसे भिप्नो से जिनका अंश १ हो। अतः इस अश का 
इतना महत्त्व था कि उसके लिए विशेष चिक्त निर्धारित किये गये थे। प्राचीन मिल्री 
सकेतलिपि में तो इसके लिए हर के ऊपर एक बिन्दी छूगायो जाती थी । अत. उबत 
संकेतलिपि में 3 को इस प्रकार लिखेंगे ४। चित्रीय संकेतलिपि में इसके लिए यह 
चिह्न ० वनाया जाता था। गुणन में इन छोगो कय व्यवहार २ तक ही सीमित 
था । अतः यदि इन छोगों को किसी संख्या को ९ से गुणन करना हो तो ये छोग पहले 
संख्या को दुगुना करेंगे, फिर गुणनफल को दुगुना करेगे और इस अन्तिम गुणनफल 
को दुवारा दुगुना करेंगे। फिर इस अन्तिम फल में मौलिक सख्या जोड़ देगे। 
एक उदाहरण और लछीजिए। मान लीजिए कि १२ को ११ से गुणा करना है, 
सो विधा इस प्रकार वी होगी-- 
हुए. 3. के 
रे %ऋ २ 
के... नही 
र्र ८ 
अब पहली, दूसरो और चौथी पंक्तियों के फलों को जोड़ देंगे। 
यतः ये छोग इकाई मिप्तों का ही प्रयोग करते थे, अतः अहमिस में पहला प्रश्न 
यही है कि क्सी भिन्न को इकाई मिप्तो के रूप में किस प्रकार प्रदर्शित किया जाय । 


असम प्रश्न का अहर्मिस मे कोई साविक हल नही दिया गया है, वरन्‌ विशिष्ट उदाहरण 
ही दिये गये हैं; जैसे-- 


पड गणित का इतिहास 


हि 
॥ 00.5 

के | 

4 75. हक 

सम श् हे 
््इ ऋडट-:! पढ़ 
कम ॥ 
द्ृद इटड 7 छडढ 





मिप्ना में इकाई सिन्न ही बाम में आती थी और गुणक सदैव २ ही रहा था। 
अत बेवल ऐसे ही म्रिप्री के इकाई मिप्नो में दुवड़े बरते की आवश्याता पहनी पी 
जिलका अश २ हो॥ अवएव उपसिलिखित प्रशार के रामीकरणों की सारणियाँ तैगर 
मर टी ैइयी थी। बेवछ एक हो मिन्न ऐसा था जिसका अश है से मिप्न था पर 
जिसको ये झोय प्रयोग में खाते थे और वह मिन्न या ठ॥ मिस के निदायिशों री 
दृष्टि में इस मिन्न शा महत्व 3 से भी अप्रिक था ब्योड़ि ये छोग इस प्ररार सोबते 
थे हि हिसी सरधा का दो विहाई हेने मे यह सख्या आती है और फिर उसझा भाषा 
बर्ले से मिप्र 3 शा होदा है। उक्त मिन्न का महत्व इतना अधिश था हि विपीर 
सबेतलिति में उसहे दिए दिशेष बिद्ध| 77 निर्धारित दिया सा था। 

+ मे अविरिकत मिपी गशितश १० से भो शुशा हिया करे थे। १९ में एप 
कहने में इसे दोई दरिध्रस तही बरता पहुता था बरोहि उसके लिए तो केवक इसाईं 
हे विद का द॒राई के स्थान पर रण देता था या दहाई के बिद्व को सैरहे वे रघात पर 
इशपर्ण६4 थे होगे टुपपेडुपट़े बरटे माय दे दिया ढरते थे। मात शीजिए हि 
१३ को ३ गे झाद देता है तो थे खोग $ दा दुगूता बरके ६व्रा् बरेगे। ६६ 
दुष्श करने में हस्टे १३ प्रात होगे। अब १२ में झिए ३ जोहनते में 5 ( 
है और ६ हैव बच जाने है। इस ब्रपार १३ में ५ बार | गये, २ ऐप गपे । जी 
महरुएक जा ४१॥ 

लिश्वष का ब्रापर किन बटुत बशा-चढ़ा था। शगमग १५१९ (०१ में 
करो हराना मे शा प्ररदर बगइादा था शिस॒दा अदुनिंद नाम दरत बचरी है। 
शक मप्र बे रीशार) दर है हरे, हशार, दस हड7र, शाला, दस हास शइ की वितरी 
डर 2 प्डच जिहनाए है। इसय था अक्ड है ढि ये शोग समस्याओं कै प्रयोग मं | 
दाह हर इुइ थे; बहु शदिर धीदीय के बाय है और इसरा पता १९९४ हब 
करा डा | दुएड ऑसिटिकक शीदीड में टुड कइ मी मिली है। इस कइ दे छिलर्ता: 
के दस्त जाजूा+ है कि मिथ को कर खा रि मो बारी स्िितित हो इईः बह व ता 
ईजतरअ थे १०६७ के आटििक को टिसो ऋख्या घर है है अडिटिकन विस विन हा 
दशा हटा जिशफ' डर" है $ 


डनसिलशास्कषन कप्लड- डे अर टटिक्क ढ़ अच्य हुस्लड पैंट रलिरक को पिंड हैं । 


अंकगणित प्‌ 


इसमें मी व्यावहारिक हिसाव-किताव दिये गये हैं और इससे सिख की सल्याक-पद्धति 
पर भी प्रकाश पड़ता है। 


यूनान (05८९) 

यूनान १९ वी छताब|दी के पूर्वाद्ध में तुर्वी से स्वतन्त्र हुआ और १८३० ई० में 
एक स्वतन्त्र राज्य घोषित हुआ । सर्वप्रथम यूनान वा विस्तार बहुत छोटा था। 
इसमें केवछ तीन भाग समाविप्ठ थे-- 

(१) पैछोपोनीसस (?८ै|०७००४९८४७७) का जल डमख्मघ्य, जो आधुनिक 
यूनांत वा सबसे निचछा भाग है। 

(२) यूनान जलडमरूमघ्य का थोड़ा-सा भाग । 

(३) ईजियन सागर (4८प्रश। 9९५) के थोडे-से टापू। 
..यूनान के क्षेत्र का विस्तार कई टुबडो में हुआ है। सन्‌ १८६४ में आयोनियन 
(07थ॥) टापू इसमें आकर मिले । सन्‌ १८७८ में सिसिल्ली व मैदात मी 
इस राज्य में समाविष्ट हो गया। अन्त में आधुनिक यूनात वा ऊपरी भाग, प्रीढ 
((८:८४८) और बहुत-गे टापू भी उक्त राज्य में आ मिल्ठे । 

यूनान की सस्कृति मुख्यतः समुद्री है, बयोक्ति इस क्षेत्र मे ठापुओं गा ही प्राधान्य 
है। इन टापुओं में से मी एकः द्वीप समूह ने यूनान दी सस्दृति पर बड़ी गहरी छाप 
डाली है। इस द्वीप-रामृह बा नाम साइक्लेद्स (८/०८००८) है और यह यूनाद 
थी मख्य मूमि और रूघु एशिया केः बीच में स्थित है। इस द्वीप-समृह में दो द्वीप बुत 
मदूस्वपूर्ण है--साईरा (0,४४9) ओर डेलौस (स्‍0205) । यूनात के इतिहास में 
इन दोनों टापुओं वा महर्व सर्वाधिक रहा है। ३००० से २४०० ई० पू० तक साइ- 
बेस एवं बड़ा स्यापार बेस्द्र था ओर साईरा उसकी वाणिज्य राजपघानी थी। साईरा 
और अन्य टापुओं में जोदन वी आवश्यक वस्तुओं गो बसी थी। अत इत टापुओस 
याहा समार शा समुद्दी ब्यापार स्थापित हो गया। 

छथु एशिया में मिलेटस (४८८७४) साम बा एव प्राचीन नगर था। यह 
नपर मिश्र (१८०४४८८४) नरी के मुहाने के समीप रिथित है। यूनानियों ने 
शस पर आजमण दिया और इसे नप्ट-अ्रप्ट शर दिया। तत्यप्यात्‌ इन झोगो ने नदी 
के: हिनारे पर एक नया नगर इसाया। इस सगर बा स्पादर मिपेष्र नदी है ऊपरी 
माग तक होने छगा। इस नगर शा म्पापार इतना बड़ा हि इसो स्थापार गे सद्धारे 
सातरी दताएरी ई७ पू० तक साठ से मो अधिव नये नणर बस दये । ५०० ई७ चू० 
तर प्िडिट्स दतान शा सबसे दडा मगर बत दशा था। मिशेटस में साश्यि 





अवश्य लूछ चुरु दे, | 
७... साशाया। जे सक्यत्रिक 0 टिय पर दिलकी $ अभिरिक 
पद होली के। २... ते: पथागा, १ परत बादि फियिए उतना बे 
अजित 


चशके & हे अरब 
क्टीजे निज ते और घर कक्टूल ०. थक 





अंकगणित प्‌ 


से कई दतो पश्चातु की प्रतीत होती है। सन्‌ ईसवी के पास की एक गुणन-सारणी भी 
मिली है जो मोम पर लिखी हुई है । उक्त सारणी अभी तक अग्रेज़ी संग्रहालय में 
विद्यमान है। हम यहाँ उदत समय के कुछ यूनानी गणितज्ञो का वृत्तान्त देते हे । 


पिथयेंगोरस (?/घो४ड००७) 


पि्ेंगोरस का जीवन काल ५३२ ई० पू० के लगभग था। इसमे सन्देह नहीं कि 
पिपेंगोरस ने मिल्न और मूमघध्यसायर के आस-पास के कई देशों की यात्रा वी थी । 
५२९६० पू० के लगमग पियँगोरस दक्षिण इटली ([0४9) के क्रोटन ((70ल्‍०) 
प्रदेश मे भथा। 'क्ोटन में उसने एक घामिक संस्था की स्थापना की, जिसका उद्देश्य 
था समाज-सुधार। कुछ समय तक यह संस्था खूब चछी और इसका प्रमुत्व देश-विदेश 
में फंछ गया, किन्तु अन्त में देश की राजनीति से उलभ जाने के कारण सस्था को तोंड 
देता पड़ा । ५१० ई० पू० में क्रोटन की साइवेरिस पर जीत हुईं। उसी समय के आस- 
पास पिथ्ेंगोरस को मेटेपॉण्टियम (?४०४७७०४४४७४३) जाना पडा और वहीं छठी 
शत्ताब्दी ई० पू० के अन्तिम दिलो में उसकी मृत्यु हो गयी ) 
पिथेंगोरस के अनुयायियों को जो आज्ञा-पत्र दिया गया था उसका प्रभाव पाँचवी 
इताब्दी ईसा पूर्द के मध्य तक रहा। पिथेंगोरियों पर माँति-मांति के अत्याचार हुए 
उतके सभा-मवनों में आग छूगा दी गयी। एक बार उतके एक समा-मवन में, जिसका 
सलाम मिलो था, ५०-६० पिथेंगोरियों की हत्या कर दी गयी । चौथी शरती के मध्य तक 
उक्त संस्था के सदस्यों का नाम-निझ्मान भी सिट गया । 
पिथेंगोरस दाइनिक भी था, गणितज्ञ भो। उसके दार्शनिक मिद्धान्त कई बातो 
में हिल्दू-सिद्धान्तों से मिलवे-जुलते है । वह यह मानता था कि मनुष्यों और पशओों 
में एक-सी आत्मा का निवास है। इसोलिए उसने मांस-भक्षण का निषेध क्या था। 
पिषेंगोरस आवागमन के टिस्दू-सिद्धान्त को भी मान्यता देता था। उत दिलों कांग्रज़ 
का आविष्कार नहीं हुआ था और यूनान में शिछालेखों और पटियों का भी प्रचलन 
सही था। अतः पिथेंगोरस ने अपने सिद्धान्तों का प्रतिपादन मौखिक रूप से ही किया। 
इसलिए यह संभव है क्लि उसके सिद्धान्त मिश्न-मिन्न पीढ़ियो और समुदायों में विकृत 
रुप में पहुँचे हो। तिसपर मी इतता निरिकित प्रतीत होता है कि ऐसेंगोरस ने गणित 
और दर्शन को मिलाकर एक कर दिया था। उसका यह विश्वास था कि द्रव्य के गुणो 
बा आधार 'संख्या' है। इसीलिए वह अंकगंणित को बहुत उच्च स्थान देता था ! 
यह चार विद्याओं को सर्वोच्च समता था--अंक्ष्णणित, ज्यासिति, ज्यौतिष और 
संगोत। बह कदाचित्‌ यह मानता या कि सास सृष्टि की रचना गणित पर आपूठ 


रूट गणित का इतिहास 


है । पृथ्वी सम पड्फलक ([२८४०थ एशशीशु०्छाए८ए) से बनी है, असि स्तूर 
(?/शाएंते) से, वायू अप्टफलक (0८ो८्त7०7) से, मद्गाव्योम हादशकदक 
(090०८०॥९१:०॥) से और पानी विज्यतिफलक ([८०:य०ऐणा) से। 

यह निश्चित है कि पिथेंगोरस का सम्पर्क पूर्वी विद्वानों से हुआ था, क्योकि उसके 
ब्रहुत-से मिद्धान्त पूर्व विदवासों और किवदन्तियों से मेल खाते हैं। पिथेंगोरस का सवते 
प्सिद्ध भ्रिष्य फ़ाइलोलॉस (709४७) था। फ़ाइलोलॉस की यह उ्कि पी 
कि सख्या ५ रंग की द्योतक है, ६ ठंडक की, ७ स्वास्थ्य की, ८ प्रेम की । इस विश्वास 
की तुलना चीनियों की इस किवदन्ती से हो सकती है कि संख्या २ पृथ्वी का निरुपण 
करती है और ससया ५ पवन का । इस संवन्ध में यूनान की एक प्रवा उल्लेसनीय है। 
[थिमा की रात में किसी दर्पण पर रन से कुछ अक्षर बनाये जाते थे और पौरे में 
बन्द्रमा वे प्रतिविय में उन्हें पड़ा जाता था। यह प्रथा पूर्वी रीति-रिवाजों से बहुत हुए 
मिलती-जुलती है । 

पिथंगोरस का विश्वास था कि प्रकृति का आरम संख्या से ही हुआ है। संख्या दो 
प्रकार को होती है--सम (5ए८४) और विपम (000) । संख्याओं का आग 
गया १ से होता है । विषम संख्याएँ सीमा की घोतक हैं और सम संष्याएँ 
भ्रमीम घो। सीमा और असीम थी कल्पना से ही देश, काछ और गति के भादों 
बा आवि्माव होता है। आकाश (592८४) में सख्या १ विन्दु की द्योतक है, संस्या 
२ रेखा की, गर्या ३ सछ वी और सरया ४ ठोस की। संमार में १० आधारमत 
विपरीतियाँ (09/०४४085) हैं-- 

(क्र और अनेक, दाहिना और बायाँ, पुरुष और स्त्री, विराम और गति, धनु 
और वक, उजाला और अधेरा, भला और दुरा, वर्ग और आयतावार, सम और विषम, 
सीमा और अमीम | 

इस विपरीतियों के मेछ बय ही नाम दिशव है। पियेंगोरस विषम संख्याओं जो 
मर संच्याएं (22८ चिएशफटफ) और सम सख्याओं को साझ संख्वाएँ ( ह्तिफ्माः 
२७ाैटडउ) बहता था। उसके विबार में सस्या है इडा (60788 0 
उ२८३७४०गांध 2) ही प्रतीर है क्योहि अपरिवर्तेतीय है। संख्या २ सम्मिति ($9शा67 
६73) की दोतद है, सख्या ४ न्याय की, कयोहडि यह दो बराबद की सह्याओई 
बाय गृझतफल है। सस्या ५ विवाह की परिचायह है, वयोकि यदि हैजों स्याल 
घाता जाए तो सरदा ५ हो ब्रबम नर सख्या और ध्रयम मादा संख्या का जोई (१7२ े 
है। सदा ७ एपात्त कद निदर्शक है, बयोड़ि वटली दस संस्थाओं में ते इसरो हाई 
एु्ननख द है, ने अपदत्यं। 





अंकगणित रु 


पिशेंगोरस ने त्रिमजीय संस्याओं (7पंशाहुपरौश किएगथा४ई) का अध्ययन 
डिया था। ये संख्याएँ इस प्रवार की होती हे-- 


पहुली प्रिमुजीय सस्या १ है। दूसरी त्रिमुजीय सस्या १ + अधांत्‌ १ है। 
सीमरी त्रिमुजीय संख्या १० २-वे अर्थात्‌ ६। चौथी संस्या १० २ ३ ४ अधांत 
१० है। इस प्रशार हमे त्रिमुजोय सख्याओं बा यह अनुष्रम ($ल्‍घुफला८०) 
प्राप्त होता है-- 
हैं; छू; हैं५३ हे «५२७ 
दंग घात गे यह भी पता घलता है हि प्राइतिवः संस्थाओं शी किसो मो धेणी बा 
जोड़, जिसवा आरम ९ से होता है, सदैव एक विमुजीय सरया होता है। 
हम जानते है हि यहि हम १ से टेकर विषम सरयाएँ जोह्ते घछे सो बिलती भी 
शंग्पाएँ छे, उत सय बा जोद्ट सरईव एक वर्ग सरया होती है, जैगे-- 
१+ ३७७ ४००२१, 
१० इन पलक हिल 
१०३-०५+७चल रै६ सा ड 
१+१३+०५- ७ « ९७०२५००५१ 
शदि इन शरयाओं बो हिन्दुओं से निरूदित रिया जाय शो आहति इस प्ररार 
थी बगेंगी-- 





पर्शा शत बाप दा उसे है है दि पि्ी हो दश दश शो घरदा शोएँे शर 

ु्‌ एजर एग बे हो को ए्े दृक ऐसी दे रूसया द्ाप हो 
शोह है, बहे-+ 

१०३-६-०७- ४ 


शाप है शो हो इ्ों वा 





विषम संख्या $ जोड़ने के, जो स्वयं एक 
कार यह निष्कर्ष निकलना है- 
+११- 7५+१७+ १९२२ 
र्ष है एक वर्ग है। इ 

। इस यह फल मिलता 
बनाये जा सकते हैं। पियंगोरस मे 


दिये हुए मूत्र से डि 
अनुपराव परिमेय (] 
जिनके मुजाओं की ह 


लम्बाइयों क 


अंकयणित श्र 


पे सन्तुष्ट करती हैं। तो श्य+र ज से: पु 
में से बिसी एक को सन्तुष्ट करती हैं। तो मिभ-क्ष्लत्त अपरिमेय संख्या ५२ का 


एक निकट मान होगा। हम यहाँ बुछ मानो की सूची देते हैं-- 


यच्छ ०, २ वन १, र२ेय-रच्न-ह ४३ चत॥ 
ये «० १, र रू* १ २ य-रन०+ १; ४३ ऋचओ 
ये रू २, र रू ३, रेप -रत- १; ४३ ई 
ये न्‍+५, र ८ ७, रय-र००+ १; ४र चर 
थे 5१२, र 5१७, २प"-र५७5-१; ४३ अन्‍ईरटे 


इस प्रगार हम ९/३ के निकट और निकटतर मान प्राप्त नर सबते है । 
यह उल्लेरानीय है कि पिषेंगोरस ने पाइचात्प संगीत बा भी सुचार रुप से अध्ययन 
दिया था और उसमें गवेषणा भो वी थी। उसका सबसे महत्त्वपूर्ण आाविष्कार यह था 
कि पिसो तन्‍्तु वाद्य में तारशी छम्याई के $ पर सरने से अप्टर (003४८) वा आठवीं 
स्वर प्राप्त होता है, ३ पर पंचर्दा स्वर और | पर चौथा | यहां यह बात प्पान देने 
योग्य है कि पूर्वो संगीत में सात रवरों की इकाई मानी जाती है, जिसे 'सप्तर', बहने है 
उपरिलिसित रथातों पर रखने हे हिन्दुस्तानी संगोत पद्धति में भमशः तार राप्तपः वा 
स॑ और भष्य सप्तक के प और स प्राप्त होगे । 
हम जानेते हैं कवि-- 
१:३७९१-३:इ४०४। 
पर और स॑ बी इसी संस्वरता (30207%) ने धारण हारघोनिदम ([/400- 
प्रोध्या) बाजे वग भाम पड़ा । हिल्दुग्ताती संगीत एद्धति से भी दिसी सप्तर में प 
ओर म शो ही सवारी रदर माना गदा है। हरात्मर घेड्रो (47707 [फलएशटफ़ाणा) 
था शाम भी एसी गुण के दारण पश ६ हम जाते है हि तोत राशियाँ क, रा, गे, हशा/मक 
थेड्ठी में होगो, यदि 
व बन्‍नप 
बा क्त 
इसी रूमोब रण से इ ०१, रे « ३. गरू ३ हेते से उपगिलितिंत शग्बन्ध घध्त हैं 
जआारए। रिपेंपोए्स ने झदीव बा इपने शृश्य रए से शिरेदत दिया है दि इश्चियी 
लो इसे झपोतु का आद्फारद बहने है उसने सदोत ने होइ में शूुपजे 
अपविप्पाए विये, हिन्दु उसको पद रि बा रिश्रत्र रुप छाज एरिएस दे दर ये फिप रद 


है। पदाविर्‌ सदोडताइन्दी बुछ _झाव हो उसे अपनों दादा से शिखर देश हे शाइ 
दिशा दा। 


प्रिष्यो हारा ही सम्पन्न हआ था। इस प्रकार हण कह से है कक 
“बी बत्ती के पियेंगोरियों पत भा गत में सक्‍ध स्थाशथ का" 
प्लेट ने भी समस्याओं का किया था। रिन्तु वह संख्याओं को | 
या, वरन्‌ उसके विचार में अकेयणित 
7 ॥ ब्ढेदों की सबसे प्रसिद्ध उस्तक बथः 
.. आठवें भाग में बह एक रहस्पमय संख्या 
से नही कहा जा सकता हि उक्त संख्या कौन- 


दा्गमिल्‍्त था। उक्त मिद्वाल फिपेफेतियों 


इनमें दो बातें का अन्तर था. 





अंकयणित धरे 


(१) पिवेंगोरियों वा यह मत था कि सख्याओ मे ही सीमा और असीम वी 
पृल्पता निहित है। प्छेटो का विचार था कि सख्याओ में एक' और बडे, छोटे के भाव 
निहित है। 

(२) पिवेंगोरियों के विचार मे वस्तुओं और सख्याओ में एकात्म्य ([9ल्‍0प09) 
है। प्लेटो का मत है कि बाहरी वस्तुओं और सख्याओ के मध्यस्थ 'गणितीयको' 
(१(३0४९८७०पं८४५) का भी एक वर्ग निहित है। 

प्लेटो के श्षिप्यो ने प्लेटो के काये को आगे वढाया। उनमे से कई एक गणितज्ञ 
हुए हूँ। किन्तु उनमे से अधिकाश् की रुचि ज्यामिति और ज्यौतिप में थी। तीन 
शिध्यों के नाम उल्लेखनीय ह-स्पूसियस ($फघ८05), जैनोकटीज (>शा०८ा३४०७) 
और अरस्तू (875/00०) । इन गणितज्ञों ने अक्गणित पर मी पुस्तक लिखी है । 
अरस्तू का नाम तो दार्शनिको में प्रसिद्ध है। उसकी रुचि विशेषकर प्रयोजित गणित 
(#97९0 %/॥0॥८४४00०5) में थी । उसका विचार था कि गणित का स्थान 
भौतिकी (?॥)कं८४) और अतिमानस्यथ (?४८८०ए७॥)क८७$) के मध्य में है। 
उसकी इच्छा थी कि अंकगणित और ज्यामिति के क्षेत्र अलग-अछग निर्धारित कर 
दिये जायें। उसने दो पुस्तके लिखी है, एक, अविभाज्य रेखाओं (]70शांतञ ९० 
प/7७) पर और दूसरी याग्त्रिक प्रश्नो पर। अरस्तू को विज्ञान के इतिहास में भी 
बहूत रुचि थी। कदाचित्‌ इसी कारण उसके कई झिप्यो ने गणित के इतिहास में भी 
रुचि दिखायी है। 

५२९ ई० में सम्राट्‌ जस्टीनियस (]४5०४४४७७) ने अपने कट्टर ईसाईपने 
में एथैन्स (80॥९॥५) के समस्त स्वूछों और दौक्षणिक सस्थाओं को बन्द करवा 
दिया और इस प्रकार प्लेटो की परिषद्‌ का अन्त हो गया। 


(२) ३०० ई० पू० से १००० ई० तक 


एँडैसजेप्डरी सम्प्रयाय (4०४आतंतंशा 50900)--एडैग्ड्रेण्डया मिश्र का 
मुख्य पत्तन है और रूगमग १००० वर्ष से उक्तत देश की राजघानी है। नगर अति 
प्राचीन है, किन्तु आधुनिक ऐँलेग्जेण्ट्रिया एक नया नगर है जो श्राचीन नयरी के ठीक 
ऊपर बसा हुआ है। इसो कारण प्राचीन नगर की खुदाई कराने में सदैव कठिनाई 
पष़ती है। अत, खुदाई के द्वारा प्राचीन एँलग्जॉण्ट्रिया का बहुत कम इतिहास जाता 
जा सका है। इतना निश्चित हे कि इस नगर की स्थापना ३३२ ई० पू० में सम्राद्‌ 
सिकन्दर (2८४०४०८7) ने वी थो और उसका विचार या कि यह नगर मैसेडोनिया 
(ल्‍04८०१०घ०) और नीछ नदी की घादी को मिछाने का फाम करे। खुदाई 


उगके प्रित्र टाज्मी (१०; 
708०) का शासन 
भपि 


मे अपाद़ घन मय पद्म 


. हिन्तु अच्य कक पर्कात्‌ सम्य हे 
0) का राज्क हुआ में 
न घने हा भौर उससे एप: 
। उगो ममफ मे ऐडजिकुरा की उन 
शगार के काशिस का कैद तो बना ही, साय 
साहित्यिफकेद् में भी होते हगो। 
नाल में से एक इसी नगर में बवा और संगार हे सकंयर 
इसी मगर में हुई। उन्ही दिनो इस नगर 
जैंसे यूतिडड, 


» आर्मिंशेज और हरंटॉस्पिकेय । इन 
पयास्यान दिया जायगा। 


परगोलज था। उसका जीवन बाल २०६-१९४ ई० 
साइरीन 


जन्म (5)7८०८) में हुआ, डिलु उसने 
जया ओर एफ्न्स में साष्त की। मध्यको 


+ मध्यक्ों (०००७) पर उससे दो 


अलुम्य है। उसने अमाज्य संस्याओं (छा 
एक विपि का 


जिया। यही विधि 
4 उक्त विधि को इरटॉस्थेनीज की छलनी 
है इस अक्ार है कि प्रहले समल 


४, १९, २१, ररे, २५, २७, २९, ३१ 
काटते ये 


चले गये । उपरिलिखित संस्याओं में 


अंकगणित द््ष्‌ 





जो संस्याएँ बची उनमे से ७ के अपवर्त्यों को काटा और इसी प्रकार आगे बढ़ते चछे 
गयें। अन्त में केवछ अमाज्य संल्याएँ ही शेप रह जायेंगी। 
इरेंटॉल्थैनोज को गणितीय भूगोल का जन्मदाता कह सकते है। उसने पृथ्वी के 
व्यास और परिधि का नाप दिया । यह नाप उस समय के उपकरणों को देसते हुए 
बहुत कुछ ठोक कहा जायगा। पृथ्वी के व्यास का नाप उसने ७८५० मील दिया है। 
यह नाप घ्रुवी व्यास से बेवल ५० मील न्यूत है। इरेंटॉस्थैनीज के छिए इतना 
सूक्ष्म मान दे देना श्रेयस्कर था । उसकी सूझ-बूझ के कारण उसके भक्त उसको 
दवितीय प्लेटो के नाम से अभिहित करने छगे थे। कुछ छोगों ने उसका नाम बीटा 
रखा था जो यूनाती वर्णमाला का द्वितीय अक्षर है। उन लोगों का तात्पर्य यह था कि 
थूनानी वुद्धिमानों में उसका नम्बर २ था। किन्तु अन्य छोगों का यह मत है कि यह 
माम उसे केवल इस कारण दिया गया था कि वह विश्वविद्यालय के छात्रालय के कमरा 
नं० २ में रहता था। 


आकिमेंडीज (#:कांपं।८१०७) 


आकिमेंडीज़ का जीवन काल २८६-२१२ ई० पू० के आस पास था । उसके पिता 
एक गणित ज्यौतिपी थे । उसने एँछेग्जेण्ड्रिया में शिक्षा पायी। तदुपरान्त वह 
सिसिली में अपने जन्मस्थान साइरेंस्यूज़ ($५7०८४४०) में छौट आया और उसने 
अपना जीवन गणितीय ग्रवेषणा में लगा दिया ) उसने बहुत से मौलिक यंत्रों का 
आविप्कार क्रिया । जब रोमवों ने साइरेंस्यूज़ पर घेरा डाछा तो इन्ही पात्रों की 
सहायता से आरिमेंडीज उक्त नगर को तीन वर्ष तक बचाये रहा। जनश्रुति है कि 
जब रोमद जहाड़ नगर के समीप आ गये तो आकिमेडीड मे एक दर्पण का निर्माण 
किया। उसकी यह विशेषता थी कि उसकी सहायता से आकिमेडीडज़ ने सूर्य रश्मियाँ 
उन जलपोतों पर डालकर उनका अग्निदाह कर दिया। 

उत दिनों साइरेस्यूज़ का अधिपति हरॉब (प्लर०0त) था। आिमेंडीज़ का 
इससे घनिप्ठ संबन्ध था। एक लोक प्रवाद है कि हँरॉन ने अपने लिए एक स्वर्ण मुकुट 
बेनवाया। उसे यह संदेह हुआ कि सुनार ने मुकुट में चाँदी वी मिलावट फर दी है। 
तथ्यान्वेषण के लिए आकिमेंडोज़ को यह कार्य सौंपा गया। आकिमेंडीज कई दिन 
तक सोचता रहा। नाँद में स्वाद करते समय उसे एक दिन सूझा कि जल से मरपूर 
नंद में समान मार के सोने और चाँदी के डले डालकर यह देखा जाये कि दोनों दशाओं 
में कितना द्तिना जल नाँद के बाहर गिरता है। इस दोनों मात्राओं का अन्तर लिखकर, 
अम्ततः मुकुट को नाँद में डालकर देखा जाये कि उसके कारण नौद का कितना पाती 

५ 


६६ गणित का इतिहास 


जहर बिरता है। उससे मृकुठ के मिश्रित जाई की सता का अनुगान हो जाया 
दम विचार से हपोत्पुल्ल हो पह नल धरीर ही स्वानागार से कल गया, मिल गय 
चिल्लाता हैआ गली मे दोड गया । 

आकिमेंडीज जहा करता या कि कोई मी बहुत बड़ा मार थोड़े मे बल मे सिसक्ाया 
7 सकता है करन ने एक दिन उससे हो कि अपने कथन की. सत्यता प्रभावित 
करे। आकिमेडीज के एक जहाज सामान से इतना भरवाया कि अनेक मजयूरों की 
पहायता के किक उसका योदी के के मिकलना अति दुष्कर था। ततलइचान्‌ उस्े 
आवियो से भरकर उसपर एक पिरनी लगा दी। पिरनी के ऊपर एक रस्सी रुपेटफर 
आकिमेंडीज उसका एक सिरा अपने हाथ में पकड़कर जल्यान से दर था बैठा। 


इस प्रकार उसने जहाद़ को ऐसी सोच लिया मानो जहाज अपनी भ्वात्ति से 
समुद्र में चछ / इसी सम्बन्ध मे आकिमेंलेज करता था कि "मुझे सड़े 
होने का उपबुक्‍त स्थान हे दो. तो में सारी हूँ ।” गणित के विद्यार्थी 
जानते है कि कैयन में उत्तोलक (7०४८८) का | तद्धान्त निहित है। 

आकिमें: का मुख्य कार्य 4 / जहाँ तक अंकगरणित का 
भैंबन्ध है उसको मुख्य देन रितगणकः '००० 3२८८ ण्ाथ) है। उम्र पृर्णाकों 

संल्या १ है गाव चातो के हिलाव फिया। इस प्रकार उत्ते १०४ 
तिल को को किले को पल में वीजगणित का विसत- 
विद भालाक किका छिपा है -- 

की को ज कोपण | 
एक बार जब मासेल्स (24५७) ररेस्यूज पर चढ़ाई को थी तब 


किमरेंडीज ने ही अपने आनसिक व से उसे क्या था. ॥ उसने उत्तोक़कों झरय 

“९ फेंककर जहाज के भैड़े इंबा दिये थे । डिन्तु अगछी वार मार्सेडस ने साइरेस्यूज 

पीछे से आक्रमण किया। नयर में उस समय कोई घरामिक उत्मव हो रहा वा। 

६ निवासी बुद्ध के हिए तैयार + | अतः बही हुआ जो होना था। मगर वालों 
4 


का गण तो भा बह सं ह। उसके विपय में यह प्रसिद 
वह यषितीय भय करते समय इतना तन्मव हो जाता था कि खावानीना तः 
ग करता था या बला. गत बट वा को फू कहे पाता 
४ यू न गया बनाने मा व बह तंछ मठकर नहावा पा तो 

युक्त शरीर पर नाखूनों से ज्यामिकीय कित्र बनाया करता था। अतः 
"की कहानी दर भू झोगों को कोई आइचर्य नहीं होता। उसे पका पका 





अंकगणित च्छ 
कि मगर को झत्रुओं ने घेर लिया है। उस समय वह कुछ आइतियाँ बना रहा या, 
उन्ही में सलग्न रहा। इतने में एक रोमन सिपाही की छाया उसके वृत्तो पर पड़ी । 
बहू चिल्लाया “मेरे वृत्तों को ज्यों का त्यों रहने दो” ( अर्थात्‌ यहाँ से हट जाओं 
ताकि भेरे बृत्तो पर तुम्हारी छाया न पडे।) सिपाही को क्रोध आ गया और उसने 
अपनी तलवार उसके शरीर में घुसेड़ दी। इस प्रवार ७५ वर्ष की उम्र में उसका 
प्राणान्त हो, गया । 


एंपोलोनियस (8[णी०प्रंफ) 


एंपोलोनियस का जन्म २६२ ई० पू० के छयमग हुआ था। उसका मुख्य कार्य 
ज्याभिति में था जिसका विवरण यथास्थान दिया जायगा। उसका जन्म लघु एशिया 
कै पॉम्फीलिया (?07[॥८॥३७) प्रदेश के पर्गा (८९०) बगर में हुआ था 
और दिक्षा दीक्षा ऐंलेग्जेण्डिया में । 
पेंपस (2990) ऐंलेग्लेण््रिया बाग एक ज्यामितिश हुआ है जिसका जोवन 
बाल सृतीय शती ई० था। उसने आठ भागों में एक सपग्रह छापा है। उबत सप्रह में 
उसने अपने पूर्वगामियों के गवेदणा फलों को क्रमबद्ध कर दिया है और उनपर अपनी 
(टेप्पणियाँ एवं थ्याख्याएँ भी दी हे। संग्रह में एपोलोनियस के कार्य का भी विवरण 
है। उबत संग्रह से ही हमें ऐपोलोनियस के बगय का आविशारिक विदूत प्राप्त होता है। 
सप्रह के दूसरे भाग मे पैंपस ने लिखा है कि एंपोलोनियस ने सस्यान (रएकालअपंणा) 
थी एक प्रणालो निकाली थी। उक्त प्रणाली वास्तव में आरिमेंदीज़ की प्रणाली वा 
ही संशोधित रूप था। इस प्रणाली में १० को संख्याओ का आधार माना गया था । 
यही संरुया बहुत समय पहले से पूदे में संस्थान गा आधार थी और यूरोप बो सस्यात 
प्रणाली गा भी बई शतियों तक यही सख्या आधार रहो। बड़ी सख्याओं के अमि- 
व्यजन हेवु यह प्रणाली आजिमेंडोड गे रेत-गणक से अधिक मुविधाजनक थी और उक्त 
प्रणाली से शड्टी सश्याओ बा गुणन भी सुगम हो गया। इसके अतिरिक्त एऐपोलोनिपस 
ने यूरिल॒ड (£७८३४) बी अमुमेय संख्याओ बेः सिद्धान्त बा भी विस्तार जिया था। 
लनिकोमेक्स (!२००७००ा७) 
निषोमेदस का जन्म कदाबित्‌ जिरास नगर में हुआ था जो जेहमछम से ५६ 
मीछ उत्तर पूद्द मे है । उसवा स्थिति शाल १०० ई० के आम-पास है। निकोमेषस 
ओो दो शविएां प्राप्प हे । उनमे से एक तो मंरणणित पर है। उफठ पुरतक में रिथेेंगोरी 
>अपालो शी छाप स्पष्ट टृप्टिगत होतो है॥ छत: सोयों बा जनुरात है कि शद्धाबित्‌ 
इह्‌ विदाप्ययन दे लिए एऐलेरशेण्टूडा गया हो । दिक्ोगेषस केः जब णडित बे टोगा 








तक अंक्यणित के गतन्प है, लि्तेमेज्क के जात यूरोप में कोई बडे 

पणित नहीं हुए । गणित की कप गायाओ के विद्कत ।7 विवरध सयास्याक दिया 
/ चीन में २१३ ६५ ० के लग़मग एक >हल्वूण पटना यह घटी कि सझद्‌ 

रे जसा दी गयी । 2 आया के अनार यदि कोई 
कल टप नहीं जता थ. हे मे दाद रिया जज था ॥ उस समय हे 
कफ टी शत निया कक वावा कडित है। सन्‌ इसदी के 
पुस्तक चुन्माओ गिल विंग! अशीत हुई; जिसमें 


व्रिफणों का हिया गया था प्रौचवी धनी इसकी में छीन और 
शया के अन्य देशों में सम्पर्क स्थापित रा था। ३९९२ ई० में एक चोनी बीद 
हियाव तब आया और ५ वर्ष इस देश में रहकर क्षीन लोटा। उससे अपना 
7 शेष जीवन हे इतियों के अनुवाद कर । 


[यों के अनु करने में विकाया। है 
जिस समय हम उल्लेत कर रहे हैं, उस समय जापान ने भो अंकयगित में कोई 
' मगति नही की । इतना पत्ता है करिए में उत हिल तक नप हल 
चित हो चुके की इसके विद्ानो का अनुमान है कि ६६७ ई० 

जापान में एक संस्यान-प्दतति पाल थी, जिसके शारा ढदुत बड़ी 
'मी लिखी जा सकती बौद्ध अगार से जापानी साहित्य पर चीन का 


अंकगणित ६९ 


भारत 

३२७ ई० पू० में सिकन्दर ने भारत पर आक्रमण किया। उक्त घटना ने मारत 
के साविक साहित्य और गणित को दुछ-न-कुछ अवश्य ही प्रमावित किया। किन्तु 
कितना प्रमाव पड़ा यह कहना कठित है। उस समय तक भारत में अंकगणित विद्या के 
रूप में विकसित नही हो पाया था। पर हिन्दू-सख्यान-पद्धति उस समय के आस पास 
की ही उपज है। ५०० और १००० ई० के वीच में भारत में कई बडे गणितज्ञ हुए है। 
उनमे से चार के नाम विशेषरुपेण उल्लेखनीय हे--आर्यमट्ट, वराहुमिहिर, जो एक 
ज्यौतिषी था, ब्रद्मगुप्त और महावीर । इन सबकी कृतियों का वर्णव यथास्थान किया 
जायगा। 

आयंमट्ट 

आयेमट्ट का जन्म पटता के पास बुसुमपुर मे ४७६ ई० में हुआ था। आर्यमट्ट 
के तीन ग्रन्थों का पता चलता है,--दशगीतिका, आरयेभदीयं और तन्‍्त्र । इनमें से आर्य- 
भदीयं ही उसकी सदसे प्रसिद्ध पुस्तक है। पहली दोनो पुस्तकों की पाण्डुलिपियों का 
पता सर्वप्रथम भाऊ दाजी ने १८६४ में चलाया था।' तीसरे ग्रन्थ का नाम के 
अतिरिबत कुछ पता नही चल पाया है। आरयंमटीयं एलोकों में छिखी गयी है। पुस्तक 
में पाँच अध्याय हैं जिनमें से केवछ एक गणित पर है, शेप ज्योतिष पर। उक्त एक 
अध्याय में आयेम्रट्ट ने अकंगणित, वीजगणित, ज्यामिति और विकोणमिति के ३३ 
सूत्र दिये हे। 

छगमग ५० वर्ष हुए आर्यमट्ट के विषय में एक विवाद उठ खड़ा हुआ था। इति- 
हासज अलबेरूनी' ने सन्‌ १०३० ई० में लिखा था कि भारत में आर्यमट्ट नाम के दो 
ज्यौतिपी हुए हे। अलबेरूती के इस कथन से अनुचित छाम उठाकर के' (749८) 
ने यहू सिद्ध करने का प्रयत्त किया है कि भारतोयों का गणित का ज्ञान बस्तुतः 
यूनानी गणितज्ञों बी रचनाओं से प्रमावित था। आयंमटीयं के दूसरे माग के पहले 
अध्याय का धीपंक “गणित' है। के ने यह प्रमाणित करने का प्रयास क्रिया है कि 


3. ऐ७७ एगू ३ 0व धार 786 भाप उजीलाप॑ताए ०९ हाल १०5 
०6 27कैफबछ, एगमैयमरिंप्ड, 2गरीपा25फप-नुंग्पकार, 
पते कैज्ंघ८ 5०८८७ (7865 ). 
२. ककै-फेयाज'$ व, कशइपैशी घथर, छ89 3$३कश ए०5, ॥ हवा 
5. [,.णाठेणा (3970) 
"५. ३- बफ४ ३ शएशेवए३--ु, कै्रंडघं८ 5०९. 88 (908) ए- पा, 


छ० गजित का इतिहास 


'गणित' अध्याय आरयेमट्रीयं के शेप अंझ के छेखक द्वारा नहीं छिखा गया है, वर 
एक दूसरे आयेमट्ट की रचना है। इस प्रकार के ने प्राचीन हिन्दू गणित के निम्नलिखित 
मर्मनो के मत को ठुकरा दिया है-- 

भाऊदाजी, करने (८ण), वेबर (फ़क्ण), रोडे (0०१८), पीवों 
(7॥०७५०५), शंकर वालक्ृप्ण दीक्षित तथा सुधाकर दिविदी 

के उन छोगों में से था जो यदा कदा प्राचीन हिन्दू संस्कृति पर वीचड़ उछालने में 
ही अपना गौरव अनुमव करते थे ) हम यहाँ उक्न विवाद में प्रवृत्त नही होना चाहते। 
जिन पाठकों को इस विषय में रुचि हो वे निम्तोक्त लेखो और ग्रन्थों वा अवलोवन पर 
सकते हैं -- 

(7) 9० : िठेंआ १(३पीलाब्तंस-- 22८७४ ( 7975 ) 
(2) ?. ०. इलाहप्फुप : शैउरमीीगाक ॥5: ऊऋाण:-छणी,. (४ 
॥चक, 502 22 (793० ) 89. 775-20- 
(3) 9.5, एए६ ; पछ० #एग्णैगफ ० #!. एकाफानश4 77 
(7926 ) 59-74- 
(4 )--: 47 कीएफ, पफै बणशैण ० हिट ठगगोएनी/ंवे 76 (937)5-6: 
इसमें संदेह सही कि अलवेझनी को इस विषय में विझ्चित्‌ श्रम हुआ था। जिन 
पुस्तकों का उससे उल्लेख किया था वह एक ही आयंमट्ट वी इतियाँ थी और उसी ने 
आरतीय गधितज्ञ के रूप में सुयाति छाम जिया है। 

“आप सिद्धान्त! नामक ग्रन्य के रचयिता एक अन्य आयंमट्ट मी मारते में दुए 
हैं। उक्त पुस्तक आयेमदीयं से वडी हैं और १८ अध्यायों में विमक्त है इसीटिए 
बुछ लोग उसे “महा आप घिद्धासतों के नाम मे अमिट्ित करते है. और उसकी तुह्ता 
में आर्थमटीय को लिघु आयेमदीय' को संद्षा प्रदात की जाती है। आयेमंट्र के जीवन 
बाल वे दिपय में विद्वानों में महान्‌ मतमेद है। फ़िर मो इदता निश्चित है हि यह हिल 
चहडे मार्देघट्ट से कई शवाश्दियों पश्चात्‌ हुआ था। सम्मदतः दर्दे अछवेस्ती के समय 
मे मी बाद में हुआ हो ॥ अत अलवेश्ती का तात्पये हस द्वसरे आर्यमट्र मे बदपि रहीं 
हो सइता या। बवएव आउंमट से हमारा अमियराय उसी बहले आयंमद्ट से होगा 
ओर हम उसो रो इठिरों पर विबार बरेगे ३ 

आईमटोव के प्रवस माय का साथ दशगीठिहा है, जिसमें स्पौवियोय सारणियाँ 
दो दी है / द्रव रे सगे की आर व्शद कहते है| इसमें तीज अध्यार है+-साहित, वाटर 
[दिया और गोल 8 रुदित हे ध्रारश में इविएद स्वामितीय दरिमाषाएँ दी दारी है। 
हजार बदल विद्युत रा दूर मद? है। गरियत का चोदा इलोइ इस ब्रदार है 




















अंह्ृगणित १ 


माय हरेंद्वर्गाभित्य दिगुणेव वर्गमूछेत । 
वर्गादगें छुद्धे लब्ध स्थानान्तरे मूलमू॥ ४ ॥ 
अर्थ--इकाई के स्थान से आरंभ करके प्रत्येक दूसरे अक के ऊपर एक बिन्दु 
रखों। जितनी विन्दियाँ छगेगी उतने ही अक वर्ग मूल में होगें । मान लीजिए कि हमें 
३०४४९ का वर्गमूल निवयलना है, तो इस प्रकार विन्दियाँ छयाओ-- 
हक! कह: ४. 
तीन विन्दियाँ रूगी | अत. वर्गमूछ में तीन अक होगे। सबसे बायी ओर की 
संख्या पर विचार करो कि उसमे से कौन-सी बड़ी-से-बडी सख्या का वर्ग घटा सकते 
हो। उपरिकछ्िस्तित सख्या में दायी ओर का अक २ है, जिसमें से केवकछ १ जा वर्ग 
घटा सबते है। अतः वर्गमूल शा पहला अंक १ हुआ। अब वर्गसून जिया को भाग 
फा रुप देवर मजनफल के स्थान पर १ रखो : 
२०४४ ९ (१४३ 
१ 
द्क् 
हि 
श्ट३) बच | 
<४९ 


८ 


संस्या १ के वर्ग को निदिष्ट संस्या मे से घटाओ और उसके अगले दो अक 
मीचे उतार छो । इस मस्या १ के दुगुने वो भाजक के स्थान पर रखो। अब हमारा 
भाजक २ और भाज्प १०४ हो यया । १०४ में से दाहिने अडः शो छोड़ दो। शेष 
अर १० है। २से १० मे झाण देने से ५ मिलता है, रिस्तु ५ रखने से आगे वी जिया 
अमगग्मद हो जायगी। अतः भजनपरलछ ४ मानों और माजक और मजनपल दोनों में 
४ रण दो। अद भाजश २४ और मगनपतद शा दूसरा अर ४ हो गया। इस प्रशाए 
६ युणनपल आया। १०४ पे से घटाने पर ८ मिला | होप दोनों अंश ४९ भी 
उतार को और फिर बहो विया दहगओ ३ इस प्रषार दर्गपूछ १४३ प्राप्व हो शायएा $ 

यह बर्गेमूल किया टोक बैंसी हो है बैसो हम लोग आधुतिक ८शित में सौरते है 
इसमें बई दरार शांच भश्तफलछ (पुसंशें (९७०घरताएे छेगा पच्चा है। अधिरतर 
जो जाँद भाजब दृप्टिगोचर हो उससे एक अर कम ही लेगा घाहिए, मन्‍्यदा अपगये 
चतरशए रिया विफल हो जानो है 


अंकगणित छ३ 


आंज्य को भाग देने से हम देखते हूं कि मजबफ़छ का दूसरा अंक ७ टीक उतरता है। 
अतः घनमूल हुआ २७। 
हम एक अन्य उदाहरण लेकर इस रीति को और स्पष्ट करते हैं । मान लीजिए 
(कि हमे ३५६११२८९ का घनमूछ निकालना है १ तो जिया इस प्रकर होगो ८ 
३५६१६१६२८६( ३२९ 





2-2 कह लक 
(बदष्हर 
३१३८३ २७ 
९२२२७ _ १८४ 
रेटट४ड [५७६८ 
२८४३२८९ 
३२१९ ३७३०७२ 


९६९१८९०८ ८७२१ 
इश्क _२८४३२८९ 
१4 
अमीप्ट धनमूल३२९ 

यदि इस संख्या का घपतमूछ आधुनिक विधि से निकाले तो त्रिया इस प्रभार होगी- 
३५६११२८९ (३२९ 
0 न 

थ्ह्ह्र 


३१३२३०० बः२३०० 
३३३० >» रे ब| हट 
रोते ४| ५७६८ 





र्टटड 
श्थघ३२८९ 
३३१३६३६० »४३०७२०७ 
३१३ #३०४९ «८६४० 
३ <१ 
श्र |_२८४३२८९ 


ञ्् 

दोनों शि्ियाँ मूलतः एक ही है, बेदड मिक्ष-मिन्त प्शार बी झावा में टिसी 
दरों है। 

इन शूल जिद वे शाइ आउंमट्ट ने क्रामित्रि और शेशण्षि दे बृछ सूत दिये 
हैं। दशम कार दिदय ८ में दिया हुआा है, अप: झादा बुत ही सशित हो दरों है झोर 





जड़ गणित का इतिहास 


ऊमसका अर्थ निकालना मी कठिन है। त्रराशिक (एणंट्ण पुछ्ाल्८) आवगह ने 
में दिया है- 
अराशिक फ्ल रःशि तमयेच्छाराशिना हत इंत्वा। 
रूब्ध प्रमाथ मजित तस्मादिच्छा फलमिई स्थातु॥२६॥ - 
पहली राभि को अ्रमाण-राशि', दूसरी को 'फल-राधि/, तीमरी मो इच्छा 
बहते हैं। पह-रामि को इच्छा राशि से गुणा करके प्रमाण-राशि से माय देते पर 
उन्दर प्राप्त होता है। 
उद्दाटरघ--यदि ७५ सुपारियों में १० नारंगियाँ आतो है तो ३० मुगरियों में 
विलनी नारगियाँ आयेंगी रे 
बप्रमाण-राशिक ७५ , 








फ्लनरामि रू है० + 
इइ्छा-राशि न्‍ | है० » 


१०%३* .. ४ नारगियाँ। 


» 'उसतर रू 
दत' में इसरे आगे स्यृत्इ्मण वियम (पसिपॉल र्णा हरश्तमंगा); लि 
जा एशन आए दिये गये हैं. यहाँ हम उक्त अध्याय बा गैवछ एक इठोह देते हैं“ 
शुडिपान्तरेच जिमजेइ दयो पुर्परोस्तु सपइ विशेषर । 
झम्य दशुदित्ा मूल्य वद्प शत अदति. सुस्याई ॥उेह 
को हार 
होती ड़ 





गो बा दरों को 'टुटिशा बहते है और सोते कोदी के सिर आदि 
बहने है। या दो खयकितयों के शुटिदा-घत और हपक बत के जो हुए 
विदुए शाए होगा-- 
कपर टप्पों में में जो अदिदइ हो, उसमें से दूसरे दस्प को चद़ाओ। इसी प्री 
इ॒तडदा डम्पो मे के शो अधिक हो उसमें मे दूसरे को बशाओ। पढे शेर का है 
हद मे भाद दो ॥ मश्वफद ही हद को गा मार शादा। 
दटाहरिइ-आाएत के पास ६ दारें बर १९५ परे है और 
और ६५९ शापरत्रे है दि दलों डे आइइतल बराबर हो तो एुद् हार 


मोल दे वाद £ डर 
दबा मत गडी 


पुरा: ६ शाइ- ४ राइ-+न शार, 






इ ३६ १०-२५ २० १९० १० 


न ६.3 दर 
). इचोेढ छाप का शरद की अद डक टुंआा। 


अंकगणित छ्५ 


इस प्रकार पहले का सर्वेधत 55६०९ ७५+१२५ 
चन्पछ५ू रू० 
और दूसरे का सर्वघन जू४)८७५+२७५ * 
ह्+५७५ रु० 
ब्रह्मगुप्त 
ब्रह्मगुप्त का जीवत काल ५५८-६६० ई० माना जाता है। कदाचित्‌ उक्त शती 
का सबसे वड़ा हिन्दू गणितज्ञ यहो था। इसका कार्यक्षेत्र उज्जैन था। इसने 
तीस वर्ष की अवस्था में ही अपने प्रन्य ब्राह्मस्फुट सिद्धान्त की रचना की थी। उक्त 
अन्य में इक्कीस अध्याय है, जिनमें से दो अध्याय गणित पर है और शेप ज्यौतिप पर । 
इन दोनों अध्यायों में अंकगणित, बीजगणित और ज्यामिति के अनेक सूत्र दिये हुए 
हैं। इन अध्यायों का अंग्रेजी अनुवाद कोलबुक ने किया है। देखिए-- 
पे, व. एग०७००७: 408०० जप 4पंप्ैणवपं: भाव ॥((ाधपपरधपच 
(िणा पी० 5भागरजप्यं६ ०९ छः्गाफब् एप गाते करीं।श्रद्धा३-ो0ावका 7877. 
उक्त अध्यायों के अंकगणितीय भाग में ब्रह्मगुप्त ने बहुत से प्रकरण दिये हैँ, जैसे 
घन मूल, गुणन की चार विधियाँ, वर्ग, घन, भिन्न, अनुपात, प्रैराशिक, विपम- 
संख्या राशिक, ब्याज, ब्युत्कमण, शून्य, अनन्त, मनिर्णोत रुप (एग्रत॑८एलयाआंए- 
€0 705७) । 
इस विषय सूची से पता चलछता है कि उस समय के हिसाव से हिन्दू गणित ब्रह्मगुप्त 
के कार्य काल में अपनी पराकाप्ठा को पहुँच घया था। इसी शरण ब्रह्मगुप्त का केवल 
भारतीय गणित में ही नही, बरन्‌ विश्व-गणित के इतिहास में एक विज्ञेप स्थान है। 
यहाँ हम ब्राह्म स्फुट सिद्धान्त, सुधाकर द्विवेदी, बनारस (१९०२) में से गुछ 
इलोक़ देते हैं । गणिताध्याय के पृ० १७८ पर यह इलोक आता है जिसमें त्रैराशिक का 
नियम दिया हुआ है-- 
अराशिके प्रमार्ण फलमिच्छायन्तयो: सदृशराणी । 
इच्छः फेल गुणिता प्रमाणमइदा फर्ल मदति 0१०७ 
अयें--इच्छा शो फल से गुणा करके प्रमाण से माय देने पर उत्तर प्राप्त होता है 
उदाहरण--यदि ३३ सेर दूध रहै रु० में आठा है तो ८३ सेर दूध कितने में 
आयेगा ? 
प्रमाण 5. ३ 
फल कम रहे 
इच्छा न्‍॑* ८३५ 
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किक कर हुक 





हक हिगन हुआ रह लए: बन दे दाने बनाओ दे ढाई में रहा पघागा भा 
१ रे ढ़ 
$ ड़ हे 
है बढ डे हू 


केक दिक के को डे 4 ह टिक हज शहर हिखी हाँ ऐे 


शक 33 पी 


बुए की २२४६)४ ३ कर १४75 वेज लहर है हुई हा कश 
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अंकंगणित ७७ 


उदाहरण--यदि १५ माछाएँ हो जिनमे से प्रत्येक मे १२ मोती हों तो अदूठारह, 
अदूठारह्‌ मोतियों की क्तिनी मालाएँ वन सकती हे? 


प्रभाण न १५ 
फछ ब्न्ग हर 
इच्छा. न १८ 


सारणी मे ये राशियाँ इस प्रकार व्यवत की जायेंगी-- 





१५ | १२ | १८ 





_ १५५१२ _ क 
पत्र कद 37 १० मालाएँ । 


विपमराशिक--फलो का हेर-फेर करो। जिस ओर के पद अधिक हो, उस ओर 
के पदों के गुणनफल को दूसरी ओर के पदो के गुणनफुल से माग दो। समस्त मिप्नों 
के हरो का हेर-फेर कर दौ। हु 

इस नियम में अज्ञात राशि के स्थान पर ० रखा जाता था। 

उदाहरण--यदि १०० र० का १ महीने का सूद ३ रु० हो तो २४ रु० का दे 
अर्ष में स्तिना सूद होगा ? थदि सूद और मूलधन दिया हो तो समय कंसे निकालोगे ? 
यदि समय और सूद दिया हो तो मूलघन कंसे निकालोगे ? 

यतः; ३ वर्ष ++३६ महीने, अतः प्रमाण पक्ष यह हुआ-- 

१०० २०, १ महीना, ३ ९० (फल) 

और इच्छा पक्ष इस प्रकार हुआ--- 

२४ रु०, ३६ महीने, ०२० 

सारणी के रूप में हम इन पदों को इस प्रकार व्यवत करेंगे-- 


|| ६४] ण्० र्४ 
१ ३६ 
$] ०. 





अंकगणित श्र 


अब गुणनफलों के भाग से उत्तर 


आ गया। 
मूलघन निकालना -- 


प्रमाण पक्ष-- १०० रु०, ९ महोना, हे र० 


होने छ्डट 
इच्छा पक्षण- ० ६०, ३६ महीने, ३८ रे? 


पदों का सारणी रूप-- 
5] ०० ० 
ह्‌ ३६ 
ड््‌ ६४८ 
२५ 





फलों के हेर-फेर के पश्चात्‌ सारणी का रूप यह होगा-+ 


१०० ० 
है ३६ 
५३24 ३ 
र५ 
हरो के हेर-फर के पश्चात्‌ सारणी का रूप यह हो जायेगा--- 
१०० रु 
रु रे६ 
श्ब्ट डरे 
र५ 


पदों को सख्या बायी ओर हो अधिक मानो जायगी, क्योकि दाहिनी ओर एक 
धून्य है मिसका अर्य 'पद दा अमाव! माना जाता है। 


१००३ १२६४८ 
इ६३४रप 


अैशणशिद भो विपमराशिक का ही एक विशिष्ट रूप है। यह बात स्पप्ट रूप रे 
बरहगुप्त ने बही थो। 


अतः उत्तर 5 





(२) १ को एक विषम सख्या के रूपाशक भिन्नो में विमकत करनता-- 


एबाशकराशीता द्वाद्या रूपोत्तरा भवन्ति हरा. । 
स्वासप्पराम्यस्तास्सवें दलिता फछे रूपे ॥७७॥ 


नियम---२ से आरंभ करके १ बढ़ाते जाओ और इन राशियों को रूपाशक भिन्नों 
के हरो के रूप में रखते जाओ। यतः मिन्नों की संब्या विपम रखनी है, अतः अन्तिम 
हर रस होगा-- 

३ ,३,३,..... ,__ 

हब सस१? रस 

प्रत्येक हृए को अगछे हर से गुणा करके आघा कर दौ। अन्तिम हर के आगे कोई 
और हर नही है, अतः उसे गुणा नही करना होगा, कैवछ आधा करना होगा-- 

की, १ 4 |. 
!+ पक | पहुव । “एरूटशरूई | सवाई 
(३) एक रुपांशक मिन्न को कई रूपांशक मिक्नो में विमक्‍त करना-- 


रूब्घह८ प्रथमस्यच्छेदः सस्वांशकोज्यमपरस्य ॥ 
प्राबस्थपेरण  हतोझत्यः स्वाशेनेकांशके योगे॥७८॥ 
यहाँ हम इस नियम की एक विशिष्ट दशा देते हं>- 
प्रत्येक हर दो पूर्णाक्लों का गुणनफल होया | पहला हर दिये हुए योग के हर 
और उसके अगले पूर्णाक दा गुणनफल, दूसरा हर इस भगले पूर्णाक और उप्के अगछे 
पूर्णांक का गुणनफल होगा । अन्तिम हर में एक ही पूर्णाक होगा । 
उदाहरण--मान छो कि है के ७ टुकड़े करने हे । तो एकार्म्य निम्नलिखित होगा- 
है अल + सा आहट आप ली की । 
हि जया सर सजा उर्दाँ ब्ब सह हु हर 
महादोर ने इसी प्रशार के और मो कई नियम दिये हें । महावीर के अतिरिकद 


और कसी मी भारतोय गणितज्ञ ने इस विषय बो स्पर्श भो नहीं किया है।. 
६ 





जिसका पक चुका बाल बोज में 

शुकी र पका एक उतरा। रखवालों में उन्हें दराकर उड़ा दिया। 

३ ता गे सो बटेग आर हक इन दोनों के बन्तर 
में से अपना आधा घटा 7९ जो बच रहे उसमे हे फिर उसी का आपा घटाने पर जितने 
न रहे, वे दक्षिण दिशा में गये । जो दक्षिण गये और जो पक दक्षिय-नूवव गये उनके 
में से उसी का दे घटाने से जितने बचत रहे, वे दक्षिण-पस्चिम ग्रयें। खितने 
दक्षिण गये और जितने दक्षिण-परिचम यये जितना इन दोनों का अन्तर हो, उतने 
परिचिम गये । जितने देक्षिण-परिचम गये और जितने पश्चिम गये उनके अन्तर में 


उसी का 3 जोड़ने के जो आये, उतसे >त्तर-पस्चिम गये । जितने उत्तर-परिचम यये 
में मिलाने से जो फू आये उतने 





और जितने पत्चिम गये उसी का 2 
उत्तर गये। जो 'तर-पश्चिम गये और जो चर गये, उनके जोड़ में से उसी का हे 
पटाने से जो आरप्त उतने >म्वे गये । और २८० तोते आक्य्य में विचले 


जैपन्यस्ततावश्षपार्षमयों वमन्यः ॥१३३३॥ 


आयवार्य-...एक व्यक्त धर पर कुछ आम छाया। आते ही उसके ज्येप्ठ पुषर ने 
' आम सा लिया और फिर जितने उम्र बचे, उनके आधे सा लिये; जितने आम बच 


१- गणित सार संप्रह, प०४८ । 


(२) आनीतवत्याअफल्यनि पूँसि थरागेकमादाय पुनस्तद्ंम्‌ (- 
गतैःप्रपुक च तथा जय गया: 


अंकगणित <ड्रे 
रहे उनके साथ छोटे लड़के ने भी वैसा हो व्यवहार किया।। जितने आम बच रहे 
उनके भी आधे वही लड़का खा गया और शोप बड़ा छड़का खा गया। बताओ पिता 
कितने आम छाया था ?* 
यह प्रश्न अनिर्णीत है। 
(३) सप्तद्ते को राशिस्त्रिगुणो वर्गीकृत: शर्रेर्युक्तः ॥ 
त्रियुणितपच्चांशहतस्त्वधितमूल॑ च॒ पञ्चरूपाणि ॥२८७॥ 
वह कौन-सी राशि है जिसको पहले ७ से माग दे, फिर ३ से गुणा करें, तब उसका 
वर्गण करें, सव उस फल में ५ जोड़ें, फिर. द्धे से माग दें, तद उसका आपघा करे और 
अन्त में उसका वर्गमूल निकालें तो संख्या ५ प्राप्त हो ९ 
(४) धूल्य के विषय में महावीर कहते है कि-- 
ताडितः खेन राशि: ख॑ सोइविकारी हृतो युतः | 
हीनोडप ख़बधादिः ख॑ं थोगे ख॑ योज्यरूपकम्‌ ॥ ४ ९॥ 
“यदि किसी संख्या को शून्य से गुणा करें तो फल शून्य होता है। किसी भी , 
संख्या को शून्य से भाग दें अथवा उसमे शून्य जोड़ें या उसमें से घून्य घटायें तो संख्या 
: ज्यों-की-ए्यों बनी रहती है। गुणा और अन्य त्रियाओं से शून्य का धूम्य बता रहता 
है, ढिन्‍्तु यदि शृन्य में कोई संख्या जोड़ें तो फल वही संख्या हो जाता है ।”' 
भहावीर के उक्त कथन में से यह दात गलत है कि किसी संख्या को शून्य से माग 
* देने पर मजनंफल शूत्य होता है। 
कि » अन्य देश 
हम ऊपरे भारतीय ग्रणितज्ञों को अंबगणितोय कृतियों का दिग्दशन करा चुके 
है। अन्य देशों में उस समय लोग ज्यामिति और ज्यौतिप पर अधिक ध्यान देते थे। 
>उरे दिनों बरदाद भी विद्याध्ययन का एक केन्द्र था। बग्दाद के बादशाह अलपंसूर 
, ७१२-७७५) के राज्यकाल में एक भारतीय विद्यन्‌ जिसका काम क्दाचित्‌ कन्सः 
था, बर॒दाद गया । वह अपने साथ एक गणितीय प्रन्य ले गया था जिसका नाम वहाँ के 
अभिलेसों में 'सिन्द हिन्द! दिया हुआ है। यह संमव है कि उक्त ग्रन्थ द्म्हयुप्त बा 
'ब्राह्म सिद्धान्त' रहा हो और 'सिद्धान्त' का है| विहत रूप 'सिन्‍्द हिन्द! बन गया हो । 
१. गणित सार संप्रह, पू० ८२॥ 
२. तत्व, पु० १०२१ 
३. ततब, पृ० ६३ 


हि पथ पिपश 

ध्येय 
धर क गआ० ण 

कम सम ++ पका 
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हि (20552 पक 


अप 
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अंकगणित पु 


- यूरोप में उन दिनो व्यापार विनिमय तेडी पर था। अत- वहाँ व्यापारिक अक- 
गणित दा ही वित्ास हो रहा था। उन दिनों का रोम का एक गणितनन, जिसका नास 
चोधियस (]30ध९0$) था, उल्लेखनीय है। उसने अकगणित, ज्यामिति और संगीत 
पर पुस्तकें लिखी है। उसदा अंक्शणित निकोमेकस की कुतियों पर और ज्यामिति 
यूबिलिड के एँलोमेंप्टूस! (ए|०्माध्या७) पर आधृत है। एक अन्य गणितज्ञ 
अल्वुइन (2)८एं॥) हुआ है । उसका जीवन काल (७३५-८०४) था । उसने 
इटली में शिक्षा पायो और यॉ्क (४०7८) में अध्यापन कार्य किया । उसकी 
कृतियाँ अंकगणित, ज्यामिति और ज्यौतिष पर है । उसकी विश्येप प्रसिद्धि इस बात 
से हुई कि उसने पहेलियो का एक सग्रह तैयार किया। लीडेन (.798०॥) में एक 
भाण्डुलिपि मिली है, जिसमे उक्त पहेलियाँ दी गयी हे। यह सन्दिग्ध है कि उक्त 
पाण्डुलिपि अत्कुइत की ही है। यदि हो भी तो छोगों का अनुमान है कि उसने ये 
पहेलियाँ किसी प्राचीन ग्रन्य से नकल की हैं। 

रोम के पतन के साय-साथ एऐंलेग्डेण्ड्रिया के पाण्डित्य का भी भुर्यास्त हो गया। 
इसके अतिरित सन्‌ ६४२ में मयंकर आग छगी, जिससे ऐंलेग्जेण्ड्रिया का पुस्तकालय 
जलकर भस्म हो गया और इस प्रकार ले ग्जेंग्ड्री विद्या प्रणाली का अन्त हो गया। 


, (३) १००० से १५०० ई० तफ 

जिस समय का हम उल्लेख कर रहे हैं उसके पूर्वार्ध में यूरोप में मौलिक कार्य तो 
बहुत कम हुआ, किन्तु अनुवाद बहुत हुएं। यूरोप महाद्वीप में वहुत-्से अनुवादक 
उत्पन्त हो गये। उन्होंने पूर्व के बैज्ञानिक ग्रन्थों का अनुवाद किया। यूतान और 
अरब के बहुत से भ्रत्थो का अनुवाद हुआ । टालेमी के अल्माजस्त (8]09865:) 
वा अनुवाद विशेष उल्लेखनीय है । इटछी के घेराडों (6॥८:अ4०) ने ठो टोलेडों 
(70८४०) हक की यात्रा केवल अल्माजस्त के अध्ययन के कारण ही की थी। 
उसने अल्माजस्त और यूब्िलड की ज्यामितिं का इटेंलियन मापा में अनुवाद किया। 
इंसलेप्ड के एडीलाई (230०५४:0) ने यूनान, छघु एशिया और मिस्र की यात्रा की 
ओर इन देशो से बहुत से मणितीय ग्रन्थ अपने साथ छाया। उसने यूकिलड का छेंटिन 
(7.2ध॥3) में अनुवाद किया और अलख्वारिज्मी के अंकगणित पर टीका छिसी । 

यों तो स्पेन ($9भ0) में भी,उन दिनो कुछ ग्रणितज्ञ हुए, किन्तु उनमें से 
थोड़े सों के ही नाम उल्लेखनीय है ।, उबत देश में कई यट्दी गणितज्ञ मी हुए हैं। 
बासिलोना (8५८८००७) के सवासोर्दा (53७०५४००७) का जीवनकाल कदा- 
वितूं १०७० से ११३६ ई० तक था। उसकी सबसे श्रसिद्ध पुस्तक एक विश्वकोष 





<द 


गणित का इतिहास 
(छः ६०५७ तो) 


गणितज्ञ अल्मरराकुओ नाग का 
उसके ग्रन्य का वाम चाल्कीय! है जो उससे 2 
जिस है। सके के के सणितन्नो में 


के अंकगणित कर और सस्यत सिद्धान्त पर हैं। 
पा वाब्दी में यूसोप के करवट लो और +वाब्दियों की नींद के जगा। 
स्थान-स्थान पर के विश्वविद्यालय ठेय बनने छग्मे । पेरिस, ऑक्सफ्रोई 
(मत ३०) के विश्वविद्यालयों की स्थापना 
इसी भताब्दी के अंकग्णित बोध 


पियस (०फफ) की प्रणातरी हे 
हू यूक्लिड को अगाली से, ज्यौविष टडिगी की अपादो से मोर 
की प्रणाली से। २ 


2 ३ वी शताब्दी का 

नगर में ११७५ ई के छग्मग हुआ और 
यु १२५० के आम प्त हुई उसका कि सी बधोा के तदबती न कह 
निवासी और एक था । ल्योवाों के आयमिक, शिक्षा 
तलश्चात्‌ था आर खत के हे आभब हक 
"२ ई० में वह ल् छोटे ही अपने अति पन्य कहा अवाकी” 
ना को, जिसमें उसने >रंमिक अकयच्रित और के का विवेचन जिया है + 
काया तो ने बड़े चाब से का पी के बहुत से दावों ने 
मर पर गई कत्य बन्द डिसे उक्त पुस्तक में १९ हु: 
दे गया लेलन बोर पटकथा है 


“ शैथाँकों का माया 
गांक्पे हा गुषन। हे धो का मित्रों दा गुना 
किये का जोड़ । ७. मिप्नों का व्यवहारा 
का घराना। 


<. वस्तुओं के मूस्य 


अंकगणित ८ 


९. अदलछा-बदली (प्राचीन भारतीय १२- भाषायुक्त प्रश्नों के हल | 
पद--भाण्ड प्रति भाण्ड अर्थात्‌ १३. मिथ्या स्थिति नियम | 


वतन के बदले वर्तेन ) श४. वर्ग और घन मूल । 
१०. साझा। १५. मापिकों ([/(5छा४प०ा) 
११. मिथण (#825०) । और बीजगणित। 


ह्योनार्डो बहुधा अपने नाम के आये 'विगोलो' लिखा करता था। टस्कनी 
(7७४०८७॥३9) में बिगोलो का अर्थ है पर्यटक | ह्योनार्डो यात्रा बहुत क्रिया करता 
था। संभव है उसने इसो कारण अपने माम के आगे यह उपाधि छगायी हो । किन्तु 
पुछ लोग इसका दूसरा ही कारण वताते है। 'वियोलो' का एक अर्थ 'मूर्ख' भी है। 
अतः वह जिन विद्वानों का छात्र नही रहा था, वह उसे जलन के मारे 'विगोलो' बहा 
करते घे। और वह भी यह दिखाने के लिए अपने आप को बिगोलो छिखने छगा 
कि 'देखो, एक मूर्ख क्या-नया कर सकता है।” सन्‌ १२२५ में उस्े सप्राद्‌ फेडरिक 
(ए०१८प४ंले:) द्वितीय के दरबार में उपस्थित किया गया । उक्त अवसर पर दरबार 
में एक गणितीय दंगल मी किया गया। जिसमें पेंडर्मो (92070) का जॉन (]०॥४) 
बठिन भ्रश्व करता था और ल्पोनार्डों उनके। हल करता जाता था। धौरम्पती ने 
झयोनाईों की दृतियों बा दो भागों में सम्पादन किया है जो रोम से सन्‌ १८५७ ओर 
१८६२ में प्रबाशित हुईं। * 


यूरोप ( 2०००८) 


इस्लड में, एक ग्णितज्ञ सेंक्रोवॉस्‍्को (53८0005८0) माम वा हुआ है 
जिसरा भ्रवेश १२३० में पेरिस विश्वविद्यालय में हुआ। उसने गोछे पर एक प्रन्य 
हिंसा है जो अपने सप्रय में बहुत छोकप्रिय सिद्ध हुआ | इसके अतिरिवत्र उसी के द्वारा 
यूरोप के बटुत-से विद्वानों को हिन्दू अंकों का ज्ञान हुआ। 

फ्रास में १३ बी शताब्दी में बोई बडा गणितज्ञ नहीं हुआ । केवल एक 'विलेश 
(शाव्वेत्व्ण) के ( ०८७०7० ) डेंऐंस्डेद का मास उल्हेसवीय है। यह 
पेरिस में अध्यापर था। इसने लॉटिन पथ में एक छूघु पुस्तिवा अंबगगणित पः 
छिखी है जिसके हारा हिल्दू अंको बी सुयाति दूर-दूर तक पड गयो॥ १२७५ ने 
झूयमग एस को पराटीयणित शो पहली पुस्तर प्रशाशित हुई 

१४ दी दातासश में बुस्‍्तुलुतिय (0०४८७४४०)८) में एक यूतानी मिद्र 
हुआ है डिसबा मौलिक नाम मेनुऐंक प्लन्यूइन (१॥०४ए४-ं 70०0८) या 
शिशु होने पर उसने झपना नाम मेंस्मिमस प्लेंन्यूटूस (/३०:सए5 ए]>5००७) * 








०2 आड़ आर धर 


र॒ लिया। वह अपने समय का लटिन का बह्य मारी विद्ान्‌ ममझा जाता 
देनों देनिय (४८॥॥८८) ने पोरे (शथराप८) के जीनोआ निवास पर आकमण 

उमका प्रतिवाद करने के छिए मेंक्सिमस को राजदूत बनाकर वेनिस मेजा 
यहूस ने साहित्यिक और घामिक विषयों पर अनेक ग्रत्य छिसे हैं। उम्ने 





((को की एक हरतलिवि से । इसमें संस्यांक स्पष्ट रिखाई पड़ रहे हैं । 
! कम्पनी ही अनुमति से डेविड बूजीन रिमिय हत हिट स्व मेंदेंदरवटिएस 
सै प्रणुत्पादिठ  ] 
मो एक इन्य लिता है जो हिस्दू अक्नो पर आपृत है। उसने उक्य। दर 
है हि उसने गौ मंकों भर शूष्प के बिच हिपू गदित से हिये है। 


अंकाणित ्र्‌ 


इत्टेंपड में १४ वी धाठाइददी में कई गणितत् हुए है । टॉमस ब्रंश्वर्शधन (0725 
20 ४४4:70) कव नाम विशेष रूप से उल्हेखवीय है। इसव्रा जीवन बाल 


पक पका मं मर उयकार । क 


ः कि (0८टीडललनेे.. 3 ४सज करनवी-क बंदतनबत 





हयमरी०८ धकननापनान.... सन #५५4०० बह एच 
कै रस +>प्ज०+ए.0$९८८ पर 3 ५ कुल-+ नल 
के कमान ककलब/ 98 6 ६4% 00-4%६०% 840०३ ९३०० 
5 १५ ६0७०४ ##« ० 3००५२६०० ०३४4० ;#:०+ 
४ व्क साल ये + 4 जमे फटा... आवरनपिन४ड +५ ६४७८ ०५ धन 
25. पट #-न्‍म ९ ॥०4)५ बज न्‍ट 2 ल्थ ,-२-<०६ ९ & ७३ वीआजन 
टन ॥७ ५ भनल्‍चल्‍क किक. ५०७५५ २०३ ६६०4 ०७ ०५:८५८६ 
# ७५७५० ६०००४ ३००८... ००० ३७००4९६ र७ हनॉल्नआ 8.6७ 
६0४४० हर पा० ०७ चला 
कल+ (५ नकली #४०७ ७ पल क७५७०-ब 87०६०. 
(9) 





३०६०4 ७५ कि सकणक. ८००७ ७]:+ $ +0. '(3))/ «2००४६ #-०७ क« #रट 
4ह7 ६० ६०८ ८ 4७ २#ऋ>७> ४५७ है <+ 4८ ६. हल्‍लजाई 0५/रिमलक, 
५५ २७५३७ +००९०३६ ०६५ ६०6 % ॥० ३०४०००००० २७४०४ (लू * 
६७ ७०७६ ह+ हे )०। ६.९०. ४०७ आत्+>.. ॥५ ७>५९३०७-क रैव८ ७ ५९७००, 
पटफल्ल्‍्लीसल्‍टकीिज नल. 3 कल फफिए 0०००३ ८७६ 
लेजर ह+ ६०३०० कक. ६४६ हकजनम)>--+ कै टक+>का &4 ६८ 
कब ३००० ० अल 2०ज वजन... के. पना० केक ७. + ६०० +--न्नती, 
म> ९००३ ४०९०५०७ * बट... >>मे/2क कक थे हक 
40७ +क+०कर #९००+्डी २००4: 
पक ब्ध ६4) है++न्‍« 4 3ज रत 
केननन»+ कक ००५ बरी॑थ 
७७ हब के | ६9७०७ ४०४४ 
कर /#व क०रिलर #>- न 
अल ८ कभ्ज भपरा भ ये अ७ ५/७०कट का 2.०० के 
8४८ &«०>«4 494०० *«० #रईवन.. हिफीी ३3७०४ ईह७०३६ 
इस +« 0०६ ०१००९ ॥००की जन... मेल >+क हू. २६) ०० ८३ जज कैनजी, 
५०० 3.4 ४ क++ ४कनजक है... ४४७ 0०-५८०० 34०० # ०९ 
६4७७५ ००००६ ७ मथत८ट.. मेज.) *ी ठिजम-०००४०>७ 








लिए १६--छॉत के ह्राइोगरब नदाटोएडिन' का द्रदण दस्ड $ 
प्‌(जद एच्द बच १ 82०० के ह३८ यू) पम्द १ टरर) कद €ंरेट टस्ल 
है माइुदा लत] 
१६९०-११४५ ६० दबजर हाल है ३ इल्‍्शो लिप्त दीछा अझफिगपाई दे बेरेक 
(हलापदा) बरहज दे पुर अपर अस्चछ दह एच) दिन्शिदालइ भाप इक्‍शर 


अपररचन न 
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हे कण! ३ ३५४ ६०:7७ ६.३३. ३८ है+ कक अबतट १९७३-००, 





(०३ ३. -- दीकर को क्‌ ऋण्कक $ ६ 

3३ कक काला अ कलह ३७ | रफ स> 
कूओ। ० ७३ 47% « ६ वात 5 

हैं, बाक+ ब॥ ३३३ &4 #लज आल ७ 48 # | थम करके अखइते हूँ ॥ कक 3।५+ 
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गनित का इतिहास 
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025 मर 
77777: कि है। छा उलमवेस्थ मे हक 
70 पवरधि-विज्ञात वी शिक्षा विपोत्स (० 
फलित 3 में दायी। सत्‌ १४८४ में इसने अर 
मु अर-बिह्ठों पुर लिती जो हा झ्पर्मेरी 
हित दयोग _ब्दो. वितरित हुंई। उतरा सा मे बार १४८" 
चगोक ह में हुआ। पुस्तः में तोत भाग हैं। पे न 
रे कक 3440 पा में. हल मुझ्य सस्यी का विदेचत है, ई भ हु 
शपर बूउीन सिख ही ए साई £ आह बर्गेमु दत और तो 
हेसडरीसमा मे बाद ) अममद सच्दाओं भौए । 2 कदर रिर्ती, 
आग में समीज रची ॥ उब कुल प्रा 
व नल प्रमिद्ध हुई है और बई अस्य इवियों पर 
ब्रा पद है। 
भारत 
श्रीधर 
> ## बरें हु 
(इस सूप बा रन जच्देल शर रहें हैं. 2 सझय मद में दी जे हा ््ा 
ता प्रंश्वा हू 
__ीवर और आग्कर पद जन्म सम्गश? १९१ है (सर्ट(र 
डॉनिद इतक ३ इसमें ३५९० इलोड है पक 


अंकयणित ९३ 


प्राकृतिक संख्याओं की माराएँ, गुणन, भाग, धूल्य, वर्ग, घन, वर्ग मूल, घन मूल, 
भिन्न, त्रैराशिक, ब्याज, मिश्रण, साझा, मापिकी और छाया मापन (जव00७छ 
एल्छणांगछ) । 
श्रीघर ने मी गुणन की चार विवियाँ दी हँ--(१) कपाट-सन्धि (२) तस्थ 
(३) झुप-विभाग (४) स्थान-विभाग । कपाट-सन्धि विधि का श्रीधर ने इत शब्दों 
में वर्णन किया है-- 
“भरण्य को गुणक के नीचे रखकर एक एक करके गुणा करो, चाहे अनुक्रम में 
चाहे उत्करम में, और प्रत्येक बार, गुणक को खिसकाते जाओ |” 
उदाहरण--२५४ को १६ से गुणा करो । 
पहले गुणक और गुण्य को इस प्रकार रखो-- 
१६ 
५४ 
गुण्य के पहले अंक ४ को गुणक के अंकों से वारी-वारी से गुणा करो। ४9६ ६-७ 
२४; ४ को ६ के नीचे रख दो और २ को कही अलछूग लिख दो। यह २ 
हमारे “हाथ छगे” अर्थात्‌ हमारे पास विद्यमान है 4 इन्हें उपयुक्त अवसर पर काम 
में छाेंगे । 
अब ४ फो १ से गुणा किया तो ४ आये । इस ४ में 'हाथ छगे' २ जोड़ने से ६ 
हो गये। अब गुण्य वाले ४ को मिटाकर उसके स्थान पर ६४ लिख दो-- 
१६ 
ऋपुडत 
अब गुणक को एक स्थान वायी ओर खिसकाओ। 
१६ 
र५६४ 
अब गुष्य के अगले अंझ ५ को १६ से गुणा करो। ५३८६०३०, इस गुणनफद 
में से ० को ६ में जोह दो । तो ६ के ६ ही रह जायेंगे । हाथ छगे ३। अब ५३८ १० 
५; इस ५ में ३ जोड़ते से ८ हो यये । ५ को मिटाकर उसके स्थान पर ८ लिख दो। 
फिर गुणर को एक स्थान बायों ओर और खिसकाओं | 
र६ 
र्टर४ड 
अब २ को १६ से युगा करना रह गया। २२८ ६:-१२। इसमें से दाहिने अंक २ 
दो पिछले अंक ८ में जोइने से १० मिछा॥ ८ र्तो मियर र उसे स्थान पर ०» रख 


ड़ शकित का इविंहात 


हा।। हाथ रूपा १६ इगरे मविर्ित श्र में से भी १ हाप हद पा अतः हु वि 
बार २ हाप लगे ॥ अब रे € है है इसमें रे झोइने मे अन्तिम मद ४ ही गा 


१५ 
४०६४ 


न्श्प्रोक् ऑरट्रैबल2श(९च० सर) ५ जडजिशिरे)9: 
बन्‍्थाइट ४ई: रही लत राय 
श्र 4000५ के १२० टावर पा 
(>: 70070 7020 | ््ध 

(4. क 40) एवाफ, अ₹:3/ १ 
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4कैगव्पव पटिजी दस शाप्ण ।ल३९' 

अदेपप्य'भ्णे४विपे०' 7० फ्रचराऑिटएिल 5 
लॉजप्रन्राघ5 बह 


द््फ 3] 
बरए'चु ९ बिलरिशओे मम 
दया 2227 सो वश्शापगफर्स पर गतकपट व स्तर टग४९१४६ बढ 
हट 3057 ् गम 
ड्रूत 'आरिभतेकए दा के लितराण' कद अएप्दी 2760 रू 
2 पृ छ+णाबदररे ८0] लत 
चित्र १९६८ औपर को द्विशतिका के डो पृष्ठ] 
(जिन एण्ड कम्पनी वी अनुमति से टेबिड सूजीन स्मिय इते >हिसी बॉस में इमदितन 
से प्रत्युधादित । ) 
अब गुणन किया समाप्त हो गयी और गुणनफल ४०६४ आ गया ] 
यह तो रही कवाटन्‍्सन्धि को अनुक्रम दिधि। बपाटन्सस्यियी एए उलस | 
ओऔ है। अब हम उसवा विवरण देते हैं. 
पहले संख्याओं वो इस अवार रख लिया 
१६ 
श्षुड 
बहडे युष्प के अस्तिम मेक से गुणा किया जायगा। है अष्लपर हे 
कद के इबाई के अंक वो युत कर अंक-२ के स्थान पर खबर ई वो हा महा 





अंकगणित श्ष्‌ 


यतः यहा ये दोनों अंक २ ही है, अत. गुण्य का अंक ज्यों का त्यो रहेगा। अब २२८ १ 
5-२. इसमें हाथ वाला १ जोड़ने से ३ हो गये । अब गुणन को दाहिनी ओर खिसकाया 
१६ 
डरप४ 

अब ५३८ ६5६३०. अतः गुष्य में ५ के स्थात पर ० रख देंगे और ३ हमारे हाथ 
लगेंगे । और ५१८ १-५. इसमें ३ जोड़ने से ८ होते है । अतएव गुण्य के २ के स्थान 
पर २+८ अर्थात्‌ १० रख देंगे । इस प्रकार गुण्य में २ को मिटाकर ० लिखना होगा 
और १ हाथ लगेगा । इस १ को युण्य के अन्तिम थंक हे में जोडने से ४ प्राप्त होगे । 
शुणक को एक स्थात और दाहिनी ओर खिसकाने से यह स्थिति प्राप्त होगी-- 


१६ 
००४ 


अब '४)८ ६७२४ और ४)८ १55४. अत: अस्त में गुणनफल ४०६४ प्राप्त हो 
जायया। 
प्राचौन भारत में ये क्रियाएं पाटी पर की जाती थी। अब भी बहुत-सी पाठेशा- 
थाओं में पाटी का प्रवलत है । 'हांथ लगे! अंक एाटों पर कही कोने में लिस लिये 
जाते हे। अंकगणित का एक प्राचीन नाम 'पाटीगणित' भी है। उपरिल्िखित 
विधि में बार-बार एक अंक को मिटाकर उसके स्थान पर दूसरा अंक लिखा जाता हैं। 
इसलिए गुणन को कुछ पुरानी पुस्तकों में 'हतत' अथवा “वध की संज्ञा दी ययी है। 
उपर्युवत्‌ विधि में बार-बार गुणक को खिसकाकर इस प्रवार रखता पडता है कि जिस 
अंक से गुशक को गुणा करना है, वह गुणक के इकाई के अंक के ठीक भीचे रहे। 
इसीलिए इस क्रिया का नाम 'कपाट-सन्धि' पड़ा । 
४०८४० का प्राचीन नाम 'मिन्न' है जो आज तक प्रचलित है। इसका अर्थ 
है टूटा हुआ! । मिप्तो के लिखने का प्राचीत ढंग यह था किः अंश और हर को आजकछू 
की भाँति ऊपर-नीचे लिखते थे | किन्तु उनके बोच में क्षेतिज रेखा नहीं सीचते थे । 
श्लीधर और महावीर दोलों ने ६ प्रचार के मिन्नो का वर्णन किया है। 
(१) भाग--ये क्षिन्न इस प्रदार के होते हे--- 
कक ४५ च 
च्चनकचरसेक्धर-+**- ) 
उन दिनों ऋण बिह्न के स्थान पर अंक के ऊपर दिन्दी छगायो जाती थी ॥ अतः 
उपरिलिसित प्रिश्न इस प्रशशर भो लिखे जाते शे-- 


१० जिशतिका, चुष्ठ १० 3 गछित सार संप्रह, पु० ३३। 


२९६ 





अंकगरणित ९७ 


उन दिनो कदाचित्‌ भाग के लिए कोई स्वतंत्र चिह्न नहीं था । 
(६) भागमात्र'--इस श्रेणी में ऐसे समस्त मिन्नो का समावेश होता था जिनमें 
उपरिलिखित दो या अधिक भिन्नो का सयोग होता था। 
श्रीघर ने भिन्नो को लूघुतम रूप में लाने और उनके जोडने, घटाने आदि के कई 
निमम दिये हे । विस्तार के भय से हम उन्हे यहाँ उद्धृत नही कर सकते । यहाँ हम 
श्रीघर के शून्य-संवन्धी प्रकरण से थोड़ा सा अश देकर इस विपय को समाप्त करते 
है। त्रिशतिका के पृष्ठ ४ पर श्रीधर ने शून्य के गुणों का इस प्रकार वर्णन किया है-- 
“ददि किसी संस्या में ० जोड़े तो संख्या ज्यो-की-त्यो बनी रहेगी । किसी संख्या 
में से ० घटाने से भी संख्या में कोई परिवर्तन नही होता । किसी संख्या से ० को गुणा 
करें तो फल ० होता है। किसी संख्या को शून्य से गुणा करें. तो मी फल ० ही होता है । 
इसी प्रकार यदि ० पर अन्य ज्ियाएँ की जायें ठो भी फल ० ही होता है।” 
इस विवेचन से दो बातें स्पप्ट है-- 
(क) प्राचीन हिन्दू गणितज्ञ इन दो क्रियाओं 
* क)८० और ०/>€क 
में भेद मानते थे यद्यपि फल दोनो का ० ही होता था। 
(ख) अन्य ज़ियाओं से तात्पर्य है--० को री संख्या से माग देना, ० का वर्गण, 
» बा वर्ग मूलब, ० का घनने अथवा घने मूलन इत्यादि । उक्त प्रकरण में 'शून्य 
द्वारा भाग! का कही संकेत नही है। 


भास्कर 


भास्कर को उसकी विद्वत्ता के कारण अधिकतर छोग भास्कराचार्य के नाम से 
अभिदवित करते हे। इस मतीपी का जन्म सन्‌ १११४ में हुआ था; भृत्यु केः समय वा 
सो निश्चित रूप से पता नहीं है, किन्तु अनुमान है कि ११८५ के झगमग हुई होगी। 
भास्कर भारत का सबसे दड़ा गणितह्ञ माना जाता है। यह दकन के विदर (क्दाचित्‌ , 
आधुनिक बीदर) का निवासी मानता जाता है। मास्कर उज्जेन की वेषशाला 
(009लएभ०ण३) का निदेशक ([अं्ल०ा) बा। 

भारदर का सर्वे प्रसिद प्रन्य 'लोलावतो' माना जाता है जिसमें उसने अंबगणित, 
दोडगणित और ज्यामिति के सिद्धान्तो को अ्रतिपादित किया है। मारकर अपने 


पूर्वजों की इृतियों से परिद्चित था और उसने यदान्वदा अपने प्नन्यों में उनवा 


३. जिशतिका, दुष्ठ १२ 
छ 





अंकगणित ९९ 
और उसने कटोरी का छिद्र ढेंक दिया । शुम मुह्॒द बीत गया और लछीलावत्ती अविवाहित 


ही रह गयी। पिता ने पुत्री से कहा कि “में तुझे वैवाहिक जीवन का सुख तो न दे सका, 





9.० 2222%०० ५० 
४८४४०८:2०:२०५४ ८८5 ५ 
«५5८ ८१2१९ 27224 22७52 ै 
कि 923, ] £65५:०८: 
५०0५७४०८८८४०५०+ कार 
९२2०५: ९£ (४८८५.(०९५ 
८ अल ध (०५०८ थ् 
42०८ 2५६६६ ४2:4/०८८४ रह 
[ (८ 
छ 
चित्र २१--लोलावतो के फंज्ञो के अनुवाद से ॥ 
( जिन प८ड बम्पनी की अनुमति से ढेदिड यूडीन रिमिथ 
कृत दिखी घोर मेंएेंमेंटि्स' से प्रत्युषादित |] 
विन्‍्तु अब मे तेरे नाम पर एक ऐसी पुस्तक लिखूँगा, जिससे तेरा नाम अमर हो जायगा ।” 
इस प्रबार उक्त पुस्तक का नाम छीलावती पड़ा जो वास्तव में आजतक अमर है । 
छीलावतो में निम्नलिख्ति प्रत्॒रणों का समावेश है-- 
यूर्भार और मिश्न, पैराशिक, ब्याज, ब्यापार गणित, मिश्रण, श्रेणियाँ और 
श्रेदियाँ, च्रमचय (८एाएधरभं०ा७), मापिकों और घोड़नसा दीजयगणित 












१०० गणित का इतिहास 


भास्कर ने दो अन्य पुस्तके मो छिखो हे--(१) वीजयशित--जिसका उस्देव 
सथास्थान किया जायगा। (२) सिद्धान्त शिरोमणि--जिसके विपय स्यौतिष 
और गणित है । वीजगणित वाले माय का अनुवाद कोलबुक (एगेक०्ग०) 
ने किया है। इस अनुवाद का उल्लेख पहले हो चुका है। ज्यौतिय वाले माय का 
अनुवाद विल्किसन (५/॥|ग5०॥) ने किया जो कलकत्ते से १८४२ में प्रकाशिद 
हुआ। 

यहाँ हम छीछावती के 'क्रचच व्यवहार” नामक अध्याय का उद्धरण देते हैं। 
यह अंश सामान्यतः अन्य अंकगणितो में उपलब्ध नहीं है । 

पिण्डयोगदलमग्रमूलयो-- 
देध्येंसंगुणितयडगुलात्मकम्‌ ॥8१२॥ 
दारुदारणपर्य: समाहते॑ 
पट्स्वरेपु (५७६) विद्वृत करात्मकम्‌ । 

श्रकच का अर्य है छकड़ो चीरना'। यदि छकड़ी की मोटाई ऊपर नीचे एक्सी 
हो तव तो उसका हिंसाव लगाना सरल होता है। किस्तु यदि मोटाई एकसी न हो 
तो मुख और तछ की मोटाई नापकर उनका मध्यक (!४व्थ) ले छेते हैं। उन 
मध्यक को ही मोटाई मान छेते हैं। इस मध्यक मोटाई को हम्वाई से गुणा करने हैं। 
जितने स्थानों पर छकड़ी को चीरना हो उतकी संख्या से उक्त गुणनफल की गुणा 
करते है। इस गुणनफ़ल को ५७६ से भाग देने पर जो संख्या आती है वहू चिराईवा 
“हस्तात्मक फल' कहलाती है। 5 

उदाहरण--एक छकड़ी की लम्बाई १०० अंगुल है॥ छकड़ी मिरे पर १६ 
अंगुल मोटी है और तल पर २० अंगुल । उसको चार स्थानों पर चीरता है वो हस्तात्मड 
बिराई क्या होगी ? 


वित्र २२--मिन्‍न मोटाई बाली छश्ट्ी की आहति॥ 


अंकगणित 


१०१ 
मुख की मोटाई  + १६ अंगुल 
तकू की मोटाई 5 २० अंगुल 
दोनों का योग ल्‍्तः.. रे६ अगुरू 
«. मध्यक मोटाई 55 १८ अंगुरू 


अब मध्यक मोटाई)< रूम्बाई- १८३८ १००--१८०० 
विराई की संख्या न्‍+ ४ 
अत. अन्तिम गुणनफ्छ ज८ ७२०० 


.. हस्तात्मक_्त फछ | ९८९. 3५ 





प७६३ रे 
छिद्ते तु यदि तियंगुक्दव- 
त्पिण्डविस्तृतिहते फल तदा ॥११३॥ 
इष्टकाचितिदूषच्चितिखात- 
अऋाकचब्यवद्दताी खलु मूल्यम्‌ । 
कर्मकारजनसप्रतिपत्या 
तन्मुदुल्वकटिनत्ववशेन ॥११४॥ 


यदि छकड़ी को तिरणा चीरना हो तो मोटाई को चौड़ाई से गुणा करो । फिर इस 
गुणनफछ को चिराई के स्थानों को सख्या से गुणा करो । उबत गुणतफल में ५७६ का 
भाग देने से जो प्राप्त हो बद्दी हस्तात्मक फल होगा । 


//॥॥/ 


चित्र २३--समाव सोटाई बालो छकड़ी को आइति।॥ 


उदाहरण--एक छड़ी को चौड़ाई ३२ अंगुझ है और मोटाई दोनों ओर १६० 
१६ अंगुल। उसे ९ स्थानों पर तिरछा चीरना है। हस्तात्मक फल गया होगा ? 
मोटाई कक 


१६ अंगुल 
अऔौष्गाई उर. रर अंगुल 
दोनो बा गुणनझल 5 पश्र 





अंकगणित 


१०१ 
भुख की मोटाई 5 रैं६ अंगुल 
तक की मोटाई न#* २० अगुल 
दोनो कायोग._ 5 ३६ अंगुल 
-« मध्यक मोटाई 5८ १८ अंगुरुू 
अब मध्यक मोटाई ८ लम्बाई-१८)८ १००७-१८०० । 
वबिराई की सब्या तू ४ 


अत अन्तिम गुणनफल ल्‍* ७२०० 


_. हस्तात्मक फल र४२०.. ३६ 


पछट' पं 
छिद्यते तु यदि तियंगुक्तव- 

त्पिण्डविस्वृतिहते. फल तदा ॥88३॥ 
इष्टकाचितिदृपच्चितिखात- 

त्राकचव्यवहृती खंलु मूल्यम्‌ । 
कर्मकारजनसप्रतिपत्या 

तन्मृदुल्वकठिनत्ववश्षेद ॥११था 


यदि लकड़ी को तिरछा चीरना हो तो मोटाई को चौड़ाई से गुणा करों । फिर इस 
गुणतफल को चिराई के स्थानों को सरूया से गुणः करो । उक्त गुणनफल में ५७६ का 
भाग देते से जो प्राप्त हो वही हस्तात्मक फल होगा । 


/॥/(///" 


चित्र २३--समान भोटाई बालो छकड़ो को आहृति। 
उदाहरण--एक लरूरड्ो बी चौड़ाई दर अंगुझ है और मोटाई दोनों ओर १६० 
१६ अंगुल। उसे ९ स्थानों पर तिरछा चौरना है। हम्तात्मक फल कया होगा ? 
मोटाई 
चौड़ाई 
दोनों बा गुणनफल 


ज* १६ अगुल 
हर. देरे अंगुल 
१७ अर 


श्ग्र गणित का इतिहास 


विराई की संख्या है. 

&, अतिम गुणनफलन्न (९४% ५१२) ई६० ८ 
इस गुणनफल में ५७६ वा भाग देने से चिराई वा हस्तात्मक फल डा 
के अन्य देश 


लिन क्यू शव का नाम उल्लेख्य 


दिसायी। इस सम्बन्ध में 
॥ सन्‌ रैर४ई४र्म सरबारी मेत्रा में तियुकती हो गया और 


ऊीवन में एक फिपाही भा 
बदतेन्वदते दो प्रान्तो का शाम्यपाल बन गया 
(लिखी जिसबा नाम अद्वाबित्‌ सू शु गिउ आौगधा। उ् प्रत्य मे इसने 


शमीग रचों के हल जा दिवेखत विया है. और एफ श्रषार से (मझम्कतो 
मी विधि बी झूरनिशा दाघ दी है। इस समीवरण 
"३६२०० ये >४०६४२५६०००८ ० 
मा हे दिशा उल्लेसतीय हैं। उन्ही दितो 'घीत में और भी दो एश शवितग 
हुए है, किन्ति उन्होंने बीजगंधित और ज्यामिति में ही अधि रवि (दिखायी है। 
उस समय ने दशिठशी हें दगदाद के अणररती बा ताम उर्शातीय है। पके 
पोदन के दिपय में हुए ददियेय दिदरण प्राप्त नही है। इतना है हि उसी 
मृस्यु भन्‌ १०२९ ने हागम हुई + उसने अवशदित पर एड पुस्ता डिली है; गिर 
फ ब् दिली गरी 





अंकयमित श्ण्३ 


ग्रन्थों को सुरक्षित न रखा होता तो उनमें से दितवे ही आज तक लुप्त होकर विस्मृति 
के गर्म में समा गये होते । 
अरब-ईरान के “शणित के प्रतिनिधियों में उलूब बेग का नास उल्लेखनीय है । 
इसका मुख्य विषय ज्योतिष था और इसने अपने सरक्षण में कुछ ज्यौतिषीय सारणियाँ 
अनवायी थी जिनकी ख्याति यूरोप तक में फँैछ गयी । उलूग बेग का एक शिष्य था 
* अलक्शी । इसकी मृत्यु १४३६ के लूगमग हुई थी । इसने अंकगणित और ज्यामिति 
पर एक छोटा-सा प्रन्थ लिखा था जिसका नाम था 'रिसालये हिसाव ।' उक्त पुस्तक 
में अलकझी ने एक गुणन-सारणी दी है जो उस समय के लोगो के छिए बहुत रोचक थी। 
उक्त सारणी में और गुणन-संवन्धी अन्य नियमो में मारतीय गणित की छाप स्पष्ट 
दिखाई देती है। उसकी गुणन सारणी हम यहाँ देवे हे-- 
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मान खीजिए कि आपको ७ यो ५ से गुणा करना है। सबसे ऊपर को पदित में 

* ७ वा स्थान ज्ञात करो ओर आँख को ठोक उसके नीचे की ओर दौडाओ। अब सबथमे 

दाहिनी ओर के स्तंभ में ५ का स्थान ज्ञाव करो और अपनी आँख को क्षेतिज ([र0४- 

शणाएऔ]) दिश्वा मे अपने बायी ओर ले जाओ । देखो हि पिछली ऊर्ष्वापर (४८६- 

6८०) रेसा और यह क्षतरिज रेखा दिस बुटी (टल।) पर मिलती हैं। उस 
बुटी वी सख्या को पडो | संख्या ३५ प्राप्त होती है। यही अमीप्ट गुणनफल है। 


गुणन सारणी के अतिरिक्त गुणत-संवन्धी कई मौलिक युक्तियाँ मो खुलासतुल 
हिसाब में दी गयी हे -- 


(१) दो संस्याओं वा गुणन जिनमें से प्रत्येक १० से कस हो -- 
उनमें से एक को १० से गुणा ररो १ फिर उसो संख्या को दूसरो संस्या और 
१० के अन्तर से गुणा कररो ॥ दोनो गुणनफलों वा अल्तर निकाल लो ६ 





अंकगणित श्न्षु 

ह ४ से. मी. लम्बा और ३ से० मी० चौडा एक आयत खींचो। आयत को १२ 

वर्गों में और प्रत्येक वर्ग को दो त्रिभुजों मे विभाजित करो, जैसा निम्नलिखित आहइति 
मे दिया गया है-- 


३ 4 8 ६ 





है. यू हू. ऋ कु के 8 


चित्र २४--बारह वर्गों में विभाजित एंक आयत । 


गुण्य के अंकों को आयत के ऊपर रखो, प्रत्येक स्तंम के ऊपर एक अंक । थुणक के 
अंकों को इसी प्रकार आयत के कायो ओर रखो । अव गुण्य के हुआर के अक को गुणक 
के अंकों से अलग-अलग गुणा करो और गुणनफलो को उनके नीचे के यर्म में रखते 
जाओ, इकाई दा अंक नीचे के त्रिमुज में और दहाई का अंक ऊपर के ब्रिमुज में । इसो 
प्रकार गुण्य के अन्य अंको को भी गुणक के अंकों से गुणा करो । अन्त में विकर्ण रेखाओं 
थी संख्याओ को जोड़ने से गुणनफल प्राप्त हो जायगा। 


४. सोलहवों और सत्रहवी शताब्दियाँ 
यूरोप 
सोलहबी दताव्दी में मुद्रण का आरंम हो चुका था। अतः उबत शतो में मुद्वित 
पुस्तवों का आविर्भाव होने छूगा था। यूरोप बेः गई देशो में अबगणित १२ मुद्रित 
पुस्तकें प्रबाशित हुईं। इनमे सर्द प्रथम उल्लेखनीय पुस्तक इटली के दो यणिवन्नो 
जिरोलेमो (5770भ70) और ज्यानन्वोनियों त्ेग्टन्यैन्ते (6॥ताक्रापतरश० 
प्रश््ठा/०८८) बी थी जो उन्होंने सन्‌ १५०० के छगमग छिसी थी। 
उक्त पुस्तक बा विषय ब्यापार अंक्गणित था। पुस्तक शा प्रदयशन बेनिस 
(५८८८) में १५१५ में हुआ था। यह पुस्तक इतनी छोवप्रसिद्ध हुई कि सोलहदी 
शी में ही इसके तीस सस्त्रण निवल गये ६ 


१०६ गणित का इतिहास 


(्ल्ह्ड चुप (3९ ७६६ ९ हप्ध्ह% ४४ न्ध्पँ2ह 
थी 300०७ +६)८ बर४० 0०. १४०७४ <६« / ६०० 
के किक शत १5 5 64७७ थे ८9० < पं 6७७ 
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जहर सजा कटे क्षा व्राद्रिक 
दा शिहन गफन हे अत्त दे २ किट हैं हरी उस बाप किए डी का टिसपाइ करटा *ा। 
फुबद २५--हटकरे को १«६३४८५ बे दक हत्किति खे। 
६ ८न गाओ बव्पनों दी छटदाल हे डे स्व कर 
औ* जड! आफ दे रटाएब्स है इाइुइाएग है 





अंकयणित १०७ 


इटली का एक गणितज्न लजीसियो (].32८आ0) था, जिसका जन्म १४९० के 
छगमग वैंरोना (ध८०४०) में हुआ था। उसने १५१७ के आस-पास एक ग्रन्थ 
लिखा था, जिसमें अंकगणित, वीजयणित और व्यावहारिक ज्यामिति के सिद्धात्तो 
का प्रतिपादन किया गया था। यह ग्रन्थ भी इतना लोकप्रिय हुआ कि १६ वो शताब्दी 
में हो इसके १४ सस्करण निकल गये । इसी ग्रन्थ को दुहुराकर छंजीसियों से एक अन्य 
पुस्तक भी प्रकाशित की । 
सोलहवी शताददी में फ्रांस मे अकगणितज्ञों के एक नये सम्प्रदाय का प्रादुर्माव 
हुआ था जिसे “'लियेंएस ([./०॥७) का सम्प्रदाय बह सकते हे । यों तो उक्त सम्भदाय 
में बहुत से गणित हुए है, किन्तु बिस्तार के भय से हम उतमें से अधिकाश का 
उल्लेख नही कर सकते । उक्त सम्प्रदाय का कदाचित्‌ सबसे मेघाबी अंकगणितज्ञ रॉश 
(९०८०८) था जिसका जन्म लियोस में १४८० के छग॒मग हुआ था । उसने अकगणित 
पर एक बहुत मरुन्दर पुस्तक छिखी जिसमें परिकछत ((०४८७|३४७॥) और 
व्यापारिक अंकगणित के प्रकरणों का विवेचन क्रिया गया था। रॉझश जितना मेघादी 
था, उतना ही मिथ्याशील । उसने अपने अंकगणित में बहुत सी ऐसी सामग्री समाविष्य 
कर लो यो जो उसने अपने गुरु चुके (000५०८५) की एक पाण्दुलिपि से घुरायी थी। 
जब उबत पाण्डुलिपि वा प्रवाशन हुआ तव सारा भण्डा फोड हो गया। अग्रेजी के शब्दों 
“मिलियन (दस लाल), विलियन (दस खरबव). . .' का प्रयोग फदाचित्‌ सब से पहले 
चुके ने ही आरंम किया था । 
हियेस के ही सम्प्रदाय वा एक अन्य अंकगणितज्ञ था पीडमॉन्टोइस (?९०- 
शाणा(0$) । पह्‌ पेरिस विश्वविद्यालय में अंकगणित का प्राध्यापक था। इसने 
संरुपाओं पर बहुत सी सारणियाँ तैयार की। सनु १५७५ में उनमें से बुछ सारणिय/| 
वेनिस में प्रकाशित हुईं। डिन्तु समस्त सारणियाँ १५८५ में लियेस में ही प्रयाशित 
हुईं। उक्त सारणियों में उसने सह्याओं के १००)८१००० तक के गुणनफ्ल दिये है । 
अब उद्त सारणियाँ दुष्प्राप्य हे 
बश्बर्ट उन्‍्स्टॉल ((०रएल६ 7 ०050/]) का जोवत काल १४७४-१५५९ 
था। उसने ऑक्सफोई, नेम्द्रिज और पदुआ (29603) में अध्ययत किया था। 
बह अपने जीवन से दर्जनों प्रकार के पदों पर वियुक्त हुआ ! वर्षों गिरशा कर एशिः 
छारी रहा, बई बार उसने राजनोतिक बाये में योग दिया और एक बार वह्‌ जेल मे 
गया। सन्‌ १५५९ में हम्देंग की जेल में ही उसकी मृत्यु हुई ४ 
इल्टटाँल ने एक अंबगणित लिखा है। उक्त पुस्तक में मौलिश्ता तो शम है, दिन 
उपस्थापन बड़िया है। बह पुस्तक में हो लिखता है कि उसे एफ बार संदेह हो गघा थ 


अंकमणित १०९ 


जॉन डी (]०ंथ 70८८) का जीवनकार १५२७-१६०८ था। इसका जन्म 
रन्दन में हुआ और इसने केम्ब्रिज के सेण्ट जॉन्स (5. ]०शा/$) कालेज में शिक्षा 
पायी। इसने १५४३ में वी० ए० पास किया और यह ट्रितिटो (पणं६)) कालेज 
का मौलिक अधिसदस्य (0पघंछापरशे एली०जछ्त) बना लिया गया। यह दो वर्ष 
तक जूबेन (.परश्टाए) और रीम्स (रेलंता5) में अध्ययन करवा और व्याब्यान 
देता रहा और १५५१ में इस्लेंणड लौट आया । एड्वर्ड पप्ठम से इसे पे्शन 
मिलती थी, किन्तु रानी मेरी के गद्दी पर आसीन होते ही इसे कंद कर लिया गया। 
इस पर यह आरोप लगाया गया कि यह रानी को जादू से मारना चाहता था। १५५५ 
में इसे मुक्त कर दिया गया। त्तत्मश्चात्‌ यह रानी एँलिडाबेध (02०0८) का 
कुपापात्र वर गया । कई बार यह राजकार्य से इंग्लेण्ड के बाहर भेजा गया। १५८१ 
में इसका साहचर्य एंड्वड केलो (0७४४0 ॥0०५) से हुआ जिसकी कथोवित 
थी कि उसने आत्माओ को बस में कर लिया घा। दोनों ५-६ वर्ष तक यूरोप में घूमते 
रहे। १५८६ में डो इंग्लैपट लोट आया । १५९५ में यह मैन्देस्टर (]४शाटट्जल ) 
कॉलिज का अभिरक्षक (५/५४४०९५) हो गया। यह १६०८ में बड़ी विपक्षावस्था में 
मार्दछेक (१/४४४५८०) में भर गया। 
डी बहुत ही अध्ययनशील था। उसने स्वयं ही अपनी दिनचर्या के विषय में इस 
प्रकार लिखा है--/में रात को चार घंटे सोता था। खाने, पीने और आराम करने 
के लिए मै दिन भर में केवल दो घटे दिया करता था। शेप अट्ठारह घंटे मे वरावर 
अध्ययत करता था।” डी अपने समय का बड़ा विद्यन्‌ माना जाता था और उसको 
अभिव्यंजना शक्ति बडी भ्रवल थी।. बिलिग्स्लो (87]0280)) छन्दन वा 
शेरिफ (50४) था। उसने यूविलड वी ज्यामिति का सबसे पहला अंग्रेजी अनुवाद 
किया था। उक्त अनुवाद वी प्रस्तावना उसने डो से ही लिसवायी थी। १५७० 
में डो ने यूक्लिड वी एक टीका भी प्रशाशित को थी। १५६३ में उसे एक पाण्डुलिपि 
मिली थी जो विसो मुहम्मद बस्दादिनस द्वारा लेंटिन में लिखी हुई थी। उसने उक्त 
पाण्डुलिपि कमान्डितग ((०शा५)»7र्त0/0७५) को दे दो जिसने उसे दोनों के नाम से 
१५७० में प्रकाशित दर दिया। उसमें इस समस्या बा विवेचन किया गया है हि 
विसी आइति फो दिये हुए अनुपात के दो भागों में दिस प्रकार विभाजित दिया जाय । 
ग्रेमेटिपस (0एशाधा०/०७४) का जन्म गंदे में १४९६ में हुआ था । उसते 
वियना में शिक्षा पायो और बाद में वही शिक्षक नियुक्त हो गया। उससी सबसे 
प्रमिद्ध पुस्तर भंरयणित है जो उसने जमेन में लिखो थी। उक्त पुस्वर में उसने अंब- 
गरणरु और अंकों द्वारा परिशलन, संख्या लिद्धान्ठ, पुस्तत्पालव (80००८--०८ए५४) 





अंकगणित श्श्१ 


डिखी है। इसके अतिसकित उसकी कई कृतियाँ समानुपात सिद्धांत (79609 ०६ 
ए7०१०7४०॥) और मापिकी पर भी हँ। कदाचित्‌ वह जमंनी का पहला गणितज्ञ 
था जिसने बोजगणितीय राशियों के जोड़ने और घटाने के लिए + और -- चिह्नो 
का प्रयोग किया । 

जर्मनी के १६ वी इताब्दी के अकगणित्ो में ऐंडेम रीज (28272 7९०५2) 
का माम भी उल्लेखनोय है। इसका जीवन काल क्दाचित्‌ १४८९-१५५९ था। 
यह पहला जमेत गणितज्ञ था जिसने अपनी पुस्तकों में माया वर्ग (३९76 5पुएथध८) 
करे स्थान दिया। इसने अंक्गणित पर चार पुस्तक लिखी है जिनमे से दूसरी बहुत हो 
लोकप्रिय सिद्ध हुई । इसकी पुस्तकों ने पुरानी अंकगणको की पद्धति के स्थान पर अंकों 
डारा हिसाव करने को प्रणाली को प्रचछित किया। इसबो पहली पुस्तक १५१८ 
में छपी थी। दूसरी पुस्तक प्रथम बार १५२२ में छप्रो और १६०० तक उसके सेतीस 
संस्करण निकल गये। 

हॉलेण्ड में एक प्रमावशल्ती गणितज्ञ हुआ है येम्ा फ़ीसियस रेनियर (60703 
एस$७४ ॥२८ट्वाज॑थ) । इसका जोवन काल १५०८-५५ था। बत्तीस वर्ष की 
अल्पावस्था में ही इसने अंबगणित लिखा, जिसमें इसने सेद्धान्तिक और व्यापारिक 
अंकगणित का समन्वय किया था। उक्ठ ग्रन्थ इतना लोग प्रिय सिद्ध हुआ कि सोलहूवी 
शताब्दी के अन्दर ही उसके उन्सठ संस्करण निकल गये । इसने मूगोड और ज्योतिष 
पर भी पुस्तकें लिखी है। ज्यौतिप में इसने एक विशेष भरकार के बमरा (0शशालव 
005८०४३) झा भी प्रयोग किया था। 

साइमन स्टेविनस (9770) $0४77७५) (१५४८-१६२०) मी हाॉँटेंप्ड 
का ही एक गणितज्ञ धा। इसने प्रशा, पोर्लेण्ड, नॉदें आदि देशों को भ्रमण किया था । 
इसने वर्षों सैनिक सेवा की। यह अपनी सेनिक उपज्ञाओं ([7५९०४०॥$) के लिए 
प्रसिद्ध हो गया था। इसने एक ऐसी गाड़ी फा आविष्वार किया था जो पतवार से 
खलती थी और जिसमें २६ यात्री वैठकर स्थल पर यात्रा कर सजते थे। इसकी 
अंक्गणित छोडेंन में १५८५ में छपी और अगछे वर्ष ही उसका फेच अनुवाद छप गया। 
उश्त पुस्तक में इसने दश्मलव मिप्नो का प्रणेग क्या है। यो तो दशयलव मिक्तो का 
प्रयोग पौच सो बे से बे मूलल आदि मे होता आ रहा पा, किन्तु इन प्रश्नों वा दैनिक, 
व्यावहारिक प्रयोग सबसे पहले स्टेंदिनस ने हो करके दिखाया था। इसने यह पूर्वा- 
नुमान मी किया था कि एक न एक दिन संसार घो दशमलब पद्धति के बटररों, 
पैमानों और सिक्तों बा प्रयोग करता पड़ेगा । यह ३७ ने घाठो के लिए छोटे दुत्तों 
जा प्रयोग किए बरता या, ऊंसे-- 





रर गणित का इतिहास 


१७३ - 2६ को यह इस प्रकार छिखता था-- 
शूगग 
१७३ (0 ४ (१) २ (२) ९ (३) 
इस संकेत लिपि का अरे हुआ-- 
१९ पु रु रु 

(७३ >< (रच) -४(हू) -*४ु) "९१% (छ ४ 

स्टेंविनसस ने डायफेप्टूस (07200) को कृतियों का अनुवाइ रिया । 
इसके अतिरिकत १५८६ में इसने स्थेतिकों और इदस्वेतिकी ($9४0 7४ 
प्र:कथ्धं८) पर अपनी पुस्तक छापी जिसमें बल विमुञ (पग्रेमाहु6 रण 
#:८८३) प्रमेय का प्रतिपाइन किया ) उस समय तक स्थैतिकी उत्तोलक् (पथ) 
सिद्धान्त पर आपूत थी। स्टेंविनस ने दी धवस्थेतिशों के इस सिद्धालो का आशिफार 
हिया कि किसी द्वव का नीचे वो ओर दवाव वेवछ उमकी ऊँचाई और आधार पर हो 
अवलम्बित है, बर्तन की आहति थे उसका कोई सम्बन्ध नहीं है 

सोलहरी शत्रीमे बो्शड में कई गशितत हुए है जिर्होंने अंडगदित पर पुस्तईं 
डिपो हैं। १५३८ में ऋंताउ (075८०७) नगर में टॉम्स बर्जान (व॥वा88 
ह496) की पुस्तक छपी । १८८९ में इस पुस्तक की पुनराबूति उसी नगर में दरातीरी 
(एठध्यांव्त ) ने छाती । १५७७ में गॉल्स्टोना (0आधंषप्ण ) बा 
अंबगदित पोलिश माया में छवा। इसमें व्यापारिक प्रकरणों का समादेश है। 


एन्निया 

आगइर के देहान्त के परघात्‌ झरायः २०० वर्ण तक भारत में बोर बड़ा सन, 
उस्यन नहीं हुआ। शो हुए मो उतरी मुख्य रदि स्योदिष में पी। ठयाओ दो नाम 
उल्देलनीय है--+ाचेघ और सूर्यशम 

शहश के जत्म को विवि का टोक-टीक को पता नहों चक पाया है हपादि इतश 
सरईब्दम इस्व दह्चाइर' है जो इलोते मत्‌ १५०१ ई* के लूगमण आरम हिपा था। 
डुस खमर इवगदी अवस्था २०-२१ वर्ष बो अबदद हो रही होगी। इससे वतां के 
है हि इतर जरम १५०० आम-न्‍्दस हुआ था । दतरे दिया में बई इसे पषा+ 
इलिद है । धतडे दि जो भी हु स्पोतियी थे शिवा नाम बैशब था। दर बाएं 


हद । इटूद ने रबर में डुछ अर पड़े गंगा छोर 
हस्हें गाए बोव आरा 










डेशव ने ग्र>च हा समर नि! 
हल्कपटोव डिसी शाजाई से उतरा उपशञास गिद्ा ॥ व पर बिल किए 
के इ्या पी के ४४ मदर में जाइए ठाशदा इरते छगे॥ बदते है हि शापगर £ 


अंकगणित ११३ 


प्रसप्ष हो गये और उन्होंने बेशव को स्वप्न में दर्शत दिया और कहा कि अब तुमसे 
ज्यौतिप कार नहीं हो सरेगा। में तुम्हारे घर में तुम्हारे ही पुत्र रुप में जन्म लूंगा और 
छुम्हारे अवशिष्ट कार्य को पूर्ण करूँगा ।” तत्पप््चान्‌ केशद को पुत्र छाम हुआ। 
क्षतः उन्होने पुत्र का नाम गणेश ही रता। इसीलिए बहुत से आधुनिक ज्यौतिषी 
को अवतार स्वरूप मानते हैँ । 

गणेश को बचपत से ही ज्योतिष का शौक था । इनहा जन्म स्थान कोंकड प्रदेश 
घा। इस स्वभाव था कि समुद्र के विनारे दिसी शिला पर बैठकर घटो आकाघ 
शी ओर देता करते थे। चलते समय भी इनरी दृष्टि आकाश वी ओर ही रहा करती 
थी। इसीलिए इनके विपय में यह कथा प्रचलित हो गयी कि इनके पैरो में भी आँगें 
थी। अतः घलते समय इन्हें भूमि को ओर देखने गौ आवश्यकता नही पड़ती थी। 

गणेश ने ज्यौतिष पर अनेक प्रन्ष लिखे हे। प्रहशणित पर तो जितने प्रत्य इनके 
प्रयछित है, उतने कदाचित्‌ ही विस्ी अन्य व्यक्त के हो । इन्होंने छोछाबठी पर भी 
एक टीबा लिखी है, जो बहुत प्रसिद्ध हो गपी है। उक्त टीजा में इस्होने गुणव भी एकः 
विधि इस प्रबार लिणी है -+- 









“गुण्प शो सुणर के मौदे लिसयो । इगाई को दराई से युणा शरो और गुधवफ़क 
दो उराके नीपे रख दो। तत्पश्चात्‌ इराई को दहाई से और दद्दाई बो इवाई से गुणा 
शरो। एन दोनों को जोडरर सुणनफल को पत्ित में दहाई देः नीचे रपो । भ्रव एगाई 
वो संत ऐ हे, सेब हे शो एवाई से और द॒ट्टाई वो दहाई से युणा शरो । शोनों शो योश्कर 
सैरई ने भोबे लियो। सो प्रपार आये बढ़े घलो। अन्त में गुशनकल प्राण हो 
जायगा।' 

यह विधि आउशे धवाप्शी अथवा उसते प्रूई दे हि्द्र दंघिष्रशों बो थाई थी 
यह दिपि अरब परुंदी औए बहा से इसरा यूरोप में आउदि्माश हुआ पसियोटो बे 
पू्ा गापर एस्द में इसप्ा उस्टेस मिखता है॥ पसियोदों का बहना है वि यह विधि 
शिंपरयों बी अपेशा शपिर बौगुक और आदु्पृर्ध है। दझेग ने भी डिसा है 
हि देह शिरि इहुत शौदुपपूर्ण है और मदद विदार्दी परपराणत मौडरक 
दे रिना इसे सी सही रपता ६ 








न्ध्ग 


धुरंशस बा झग्प १५०९ बे रूएझूद हुशा था। इन्होने विम्गशिलित प्रन्दों दो 
रुघता शो है. 





१. ऐेहिए, दत्त और हिए--हिपू दर्ित्र ब३ इहिएट्रू, झाद ३, ९० १३६४ 
< 


अंकयणित ११५ 
चीन 


सोलहवी और सत्रहवी शताब्दियों मे चीन ने गणित में कोई मौलिकता नहीं 
दिखायी। केवल चाग तई वई का नाम उल्लेखनीय है जिसने अकगणित पर एक 
ग्रन्य 'स्वान फा ताग सुंग' (अकगणित पर व्यवस्थित ग्रन्थ) छिसा । उक्त ग्रन्थ में 
सर्व प्रथम चीनी ढंग के परिकलन का उल्लेख किया गया है जिसे सुअत पाता परि- 
ऋलन कहते हूँ। 


सत्रहवी शी के प्रारम में चीन में इटली के पादरी मेंदियो रिसी (४४९८० 
[९१८८४) का आविर्माव हुआ । इसका जन्म १५५२ में इटली के एक भले घराने में 
हुआ था। इससे पहले कानून का अध्ययन किया । किल्तु फिर अपना जीवन धामिक 
सेवा में अपित कर दिया। १५७७ में इसने अपना नाम पूर्व भारतीय प्रचार मण्डल 
में दे दिया। १५७८ में यह गोआ पहुंचा । चार वर्ष मारत में विताकर यह चीन गया । 
प्रचार मण्डल में कई पादरी थे। रिसी का गणितीय ज्ञान सुविस्तृत था और अम्य 
पादरियों बेः पास कुछ मानचित्र, धड़िया और पुस्तकें थी। इन वस्तुओं को देखकर 
चीनी लोग चकित हो गये और इन लोगो को बुतूहरू और आदर की दृष्टि से देखते 
लूगे। रिसी ने वर्षों चौन के नगरों में प्रचार किया। १६१० में पीकिंग में इसका 
देहान्त हो गया। 


रिसी स्वयं कोई भारी गणितज्ञ न भी रहा हो, किस्तु इसने चीन में यूरोपीय 
विधियों का पर्याप्त प्रचार किया। इसने चीनी भाषा में दर्जवो पुस्तकें लिखी और 
चीनी रंग ढंग को अपना लिया । इसीलिए चीन में इसकी पुस्तको का बड़ा प्रचार हुआ। 
चीन में कदाचित्‌ जिसी भी अन्य यूरोपवासी का इतना नाम नहीं हुआ जितना लि 
माश्यू' का जो रिसो बा चीनी नाम था। 





यो तो रिसी के पश्चात्‌ कई और पादरी हुए जिम्होने रिसी के काम को आगे बड्राया, 

हिन्तु उनमे से स्मो गोलिस्की वा नाम विशेष उल्लेखनीय है जिसने चीन में रूघुगणरों 

का प्रचार रिया। इसी के शिष्य सी कौग सू ने १६५० के रूगमग उक्त विपय पर 

पहला चीनी प्रन्य लिखा। शत्रहदों शती में चीन में ग्रणित बेः कई दिद्ान्‌ हुए है, 

जिन्होंने गणित पर अनेक ग्रन्थ लिस्े हैं, किन्तु समस्त प्रन्थ यूरोपीय यणित पर आपृद 

- है। मेेंन टिंग बा सलाम अवश्य उल्लेयनोय है जिसने सणित पर कई ग्रन्थ लिखे, जिनसे 

हमे चीनी गणित के इतिहास झो बह्त जानवारी प्राप्त हुई है। इसका जोदन बाल 
१६३३-१७२१ था। 


८5 है: एच ६४० 
अऋरके आये * 
ही है हि वह बीते तई गया अपडी 
अपगधक के प्रयोग में 


री पा 
क्षआाबद गिरा पल यह नश्चित 


अंकगणित ११७ 


स्याएँ कहलाती है । ये ऐसी होती हे कि यदि किसी अनुरूपी सख्या में उसकी संगत 
शेष संख्या जोड दी जाय अथवा उसमें से घटा दी जाय तो दोनो दशाओ में फल एक 
मम्पूर्ण वर्ग ही होगा। 

उदाहरण--६२५ एक सम्पूर्ण वर्ग है। यदि इसमें ३३६ जोड़े तो ९६१ होता है 
वो ३१ का वर्ग है। और यदि उसमें से ३३६ चटाएँ तो २८९ बचता है जो १७ का वर्ग 
है। अबः ६२५ एक अनुरूपी सस्या हुई और ३३६ उसबी संगत सशेपी सम्या। 
इसी प्रवार १०० और ९६ मी त्रमजञ. अनुरुपी और राशेपी सस्याएँ है । 

जुभन डीड के उतत प्रत्थ में अनुषपी और सशेपी सख्याओं की भी एक सारणी 
दी गयी है। इस सारणी से उक्त पुस्तक का मूल्य और भी बढ़ गया है! 

हमने इन पृष्ठों में सत्रहवी शताब्दी के अन्त तक बा अक्गणित वा इतिहास 
दिपा है। इसके पश्चात्‌ गणित वी अन्य शाखाओं में तो आशातीत प्रगति हुई, दिन्‍्तु 
अंबगणित ज्यो का घ्यों रह गया। अक्गणित में हम आजबछ बे; स्वृछ बेः विधाधियों 
बो जो बुछ पढ़ाते है, प्राय इसी रूप में दह सत्रहवी शताब्दी के अन्त तक आविप्यूत हो 
चुप था। उसके अध्यापन के दग में और उपस्थापन प्रणाली मे अनेक परिवतेन हुए 
हैँ। पाद्य पुस्तकों बे! लिखने बी धैली भी बहुत दृछ बदल गयी है। रिक्‍्तु विषय 
सामप्रो में बोई मौलिक हर पर नही हुआ है। इतना अवश्य हुआ है रि प्राचीन शाल 
में संस्था सिद्धान्त मी अकुगणितर शा ही एक अग साना जाता था। अब वह एश 
रवतस्थ विषय बन गया है। अत अब अंरगणित के इतिहास के जन्‍तर्गत सरया सिद्धान्त 
नहीं शिया जाता, बेवल प्रसंगवश कही दही उसका उल्छेश बरना पडता है। ऐसा 
ही हफने भी शिर है। 





घर विचार कीजिए-7 
उसके की 


(८४०) रम 
५5) (एलण्नंफे ) 
द्वी लत बा फोन उपयोग बहुँते बढ़ गया 
थी शारशओं मे अबुक्त होने छुपा है. जैसे कलर लिशोणर्मित और 
(पव्णडे रण एफ्राप्मंगए५ छ्न्तु ्ा 
तव्रणों वा ही है दीजर्गाः आधारमूत 

अन्येव 


बीजगणित ११९ 


बीजगणित के आधुनिक संकेतवाद का विकास तो पिछली तीन चार भताब्दियो 
के अन्दर ही हुआ है, किन्तु समीकरणो के साधन की समस्या बहुत पुरानी है पूर्व 
ऐतिहासिक काल से हमारे पूर्वज इस समस्या का मोखिक रूप से अब्ययन करते आये 
है। सन्‌ २००० ई० पू० के आस-पास तो वे छोग अटकल से समीकरणो का हल 
निकालते भी छगे थे। ३०० ई० पू० के लूगमग हमारे पूर्वज समीक्रणों को शब्दों 
में लिखने छगे थे और ज्यामितीय आक्ृतियों की सहायता से उनके हल भी निकल 
हेते थे। समीकरणों को सकेतों द्वारा व्यक्त करने की परिपाटी ३०० ई० के लूगमग 
आरम्भ हुई। सोलहवी झताददी में मुद्रण के आविप्कार से बीजगणित का क्षेत्र बहुत 
विस्तृत हो गया। बीजगणित सार्वीद्वत अंकगणित का रूप छेने लगा और उसमें 
वर्णमाला के अक्षरों बा भी प्रयोग होने छगा। सथहवी शताब्दी मे बीजगणितीय 
संकेतवाद पूर्ण रूप से विकसित हो गया और पिछली तीन शतियों में उसमे थोडा सा ही 
संशोधन हुआ है। 
बंपजगणित का नाम 
बीजगणित के जिस न में अनिर्णात समोकरणों (7020फातिाआट 
एपपशण७) का अध्ययन किया जादा है, उसका पुराना नाम 'दुट्दक' (?४|४८४७६८०) 
है। हिन्दू गणितज्ञ ब्रम्हगुप्त ने उक्त प्रकरण के नाम पर ही इस विज्ञान का नाम 
६२८ ई० मे 'कुट्टक गणित' रखा। बीजगणित का सबसे प्राचीन नाम क्दाचित्‌ यही 
है। सन्‌ ८६० में पृथूदक स्वामी ने इसका नाम बीजगणित रखा । इस विधा वा नाम 
'बुट्दक गणित' तो इसलिए रखा गया था कि 'बुट्ृक' बीजगणित का एक मुल्य अंग है | 
यहू नाम ऐसा ही है जेसे आजकछ के बहुत से कहानी लेखक किसी कहानी सप्रह वा 
नाम उसके अन्तर्गत दी हुई एक कहानी के नाम पर रख देते हे । यह प्रवृत्ति विचारों 
की अल्पता का द्योतक है। या यो कहिए कि छेखक को कोई ढंग का नाम दिखाई ही 
नही पड़ता | 'बीजगणित' नाम अधिक सार्यक है। “बीज' का अर्थ है तत्त्व'। अतः 
“बीजगणित' वा अर्थ हुआ 'वह्‌ विज्ञान जिसमें तस्वो द्वारा परिगणन क्या जाता है।' 
अंबगणित में समस्त सबेतों का मान विदित रहता है'। दीजगणित में व्यापक 
सबेतों से बाम लिया जाता है जिनका मान आरम्म में अनिदिचत रहता है। इसीलिए 
इन दोनों विज्ञानों के अन्य प्राचोन नाम व्यक्त यणित' और “अब्यकत ग्रशित' मो है। 
अंग्रेड़ी में बोजगणित को 'ऐल्जद्रा' (#8८५०) कहते हे। यह नाम अरव 
देश से आया है। नवी शताब्दी में अरब में एक गणितज्ञ अलस्वारिस्मी' हुआ है जो 
झ्वारिस्सो' नयर गए निवासी था । उसने ८२५ ई० में बग्दाद में एक पुस्तक लिखो 


बोजगरणित श्र 


अन्य थे'-“अब उन में से केवल सात शुल्द सूत्र प्राप्य हें जो क्रमशः इन नामों से 
विष्यात हैं -- 

वौधायन, आपस्तम्ब, कात्यायन, मानव, मैत्रायण, वाराह, वाघूल। 

हम यहां शुल्व सूत्रों वी कुछ ज्यामितीय रचनाएँ दे रहे है जिनके द्वारा बीज- 
गणितीय समीकरणो के हल तिकलते है। 

(क) किसी वर्ग के वराबर एक आयत बनाना जिसकी एक भुजा दी हो। 

इस रचना के लिए आपतस्तम्व में यह नियम दिया गया है'-- 

“वर्ग को एक मुजा को बढ़ा कर इतनी बड़ी काट लो जितनी बड़ी आयत की 
"मुजा दी हुई है। जितना बढ़ती बचे उसे उपयुक्त स्थान पर विठा दो ।” 

बौघायंत ने इसी नियम को इन शब्दों में दिया है -- 

“यदि बर्गे की एक मुजा पर ही आयत बनाना हो तो उस मुजा मे से आयत की दी 
हुई मुजा के वरावर खण्ड काट छो । जो बढती बचे उसे दूसरी भुजा की ओर जोड़ दो ।” 

दोनों ग्रन्थों में नियम का अन्तिम माग अस्पष्ट है। भिन्न-भिन्न टीकाकारों ने उक्त 
भाग के मिन्न-भिप्त अर्थ लगाये हे । इन में से सुन्दरराज और द्वारकानाथ यज्वा का दिया 
हुआ अथे ठीक जैचता है। उनके दिये हुए अर्थ के अनुसार हम यहाँ उक्त रचना देते है- 


मान छीजिए कि का खा गा घा दिया हुआ वर्ग है और भ अभीप्ट आयत की दी 
हुई भुजा। 


चा पा 20 
* का जा 


श घा-ज 22 


चित्र २७--आपस्तस्व के नियम से सम्दन्धित भाइति ॥ 


३. देखिए 8. छ. 00७: $तला०० ०६ ऐड ४णं४३--०४८ण७छ (932) 9-8 
३- आापस्तम्द ० (प) १३ 


३. बौघायन शुल्व (+) ९३ ६ 





दोजगणित १२३ 


बर्दर पा और विज्या फा टो छेवर एवं चाप सीचो जो गा सा शो टा पर बारे । 
डा डा शम्ब डालो फा टा पर। 
हो फा डॉ ही अमोप्ट वर्ग दो मुजा होगी। 
उपपततिन्षा डा «फा टा-न्‍या डा कपा टा-य शा 
व्यर्ग पा टा--बर्ग छा टा । 
हंस रचना में दीजगणितौय समोकरण 
रु सत्य 
था हुए तिहित है। 
(ग) माल रो हि एवं समबादु समखझण्द (05००७ धशुष्ट्शणक ) दिया हुआ 
है जियरो गप्तान्वर मुजाएँ २४ और ३० है और उन्चत्व ( ३7७3० ) ३६। 


32४ 


कै 


वित्र २९--शो झपाणर भुशाओं दादा शमशाह कपतण्ड । 
अंश धप्ण यो है वि दिए अनुपात से इसी झुशएँ शादी रार्येरि शेबपढ मे थ 
दरग माप) (धथा05 ) थी इडि हो शाव। भाद यह है दि शव जद बी हो 
धनी रह), हे रद उशकाा आपरर बड़ शर। 
दाह शा के धरुरात वो ये घोजा शाप का करी शुशा ३४०2 ४ ३०्थहा 
जाएंदटी, और एष्चत्य १६ 4। अ* हें था रु्भीबपत एए७ कट२०० 





ध्श्शच्ध्८ ल्‍४+>१० 


कि राम 


१६ ३३ २+ 





बंद ९३४ ४. २३४ - ४ ६ 





(ड्) 


श्र्ः गशित का इतिहास 


सुविधा के लिए हम माने लेते है कि नये आकार में समलम्व का सेब्रफक मौतिक 
क्षेत्रफत का स गृता है) तो * 

हैः ८ ९७२-मरू९७२ स, 

अर्थात मज>९७२ (स-१) 





फल शुल्द में दिया गया है। | 
इसकी विमिष्ट दगाएँ सब्ट १४ अयवा १४३ शनपय ब्राह्मण में मी दी गयी हैं। 
ट्रस प्रशत की विधिसे बीजग्रणितीप समीकरण 
क्यो वन्य 
जग हल निकता है) यद् एक शुद्ध वर्ग समीकरण (एफ्रा८ (रेएवएै-7 
ध०7) है। घुल्द में दी हुई अन्य कियाओं दारा अशुद्ध वर्ग समीकरण (+ 
(२४७३४॥30८ 40०७9४००) 
कम >सयत्ग 
के हल भी निरख आते है । 

(ध) वर्गों लपीषरणों बा हल एक अन्य प्रजार भी बेटियों बी परितृद्दि है रो 
सग्दद है। शमी-क्मी कोई वेदों वर्ग की आहति की होती है और उसे हु 
अपदा २॥ मुने आकार बी एड़ अन्य वर्गाशार बेदी दताती होती है। या यों दि 
हि एड वर्ग दिया हुआ है और एश अन्य वर्ग ऐसा बताया है जिगरे क्षेत्रानल गौर हा 
दे हे शेब्रकर में एक विददिट राशि शा अन्दर हो। घुल्द' हे तत्गसम्क्पी वियप 
हम उशहरच द्वारा समशाते हैं + 

माल लोजिए दि बा खा या वा एड दिए हुआ वर्ग है । 
कक फट दया, 


+ हवा 


बा प् उक्त था 
३ (ए) २, ६, 3४. २. आपस्टम्द दाप्य (72) ५: बोपाएन शटवट 


२९६२-०४ घी इ कर व 


(नम 


बीजगणित श्र्ष्‌ 


मान लीजिए कि उसकी भुजाओं में खा चा के बरावर वृद्धि करनी है। तो वर्ग 
की मुजाओ खा गा, गा घा पर दो आयत बनाइए जिन मे से प्रत्येक की मुजा खा चा के 
घरावर हो। कोने गा पर एक वर्ग वनाइए जिसकी भुजा भी खा चा के वरावर हो। 
तो का चा छा जा ही अमीप्ट वर्ग होगा। 

यह रचना बीजगणितीय एकात्म्य (6०४४७) 

(क+ख) +5क + २ क ख+ख* 

का ज्यामितीय सदृश (08०८) हुई। 

अब मान छीजिए कि हमें किसी वर्ग क' को वृद्धि म वर्ग मात्रको से करनी है। 

यदि अमीष्ट बे की मुजा य हो तो, उपरिलिखित रचना से, 


य+२क यतम, (३) 
अर्थात्‌. य+२क य+क नलम+क', 
अर्थात्‌ (य+क) न्‍म+क 


< यत/म+क-क ! 
इस प्रकार हमने वर्ग समीकरण (३) का ज्यामितीय विधि से हल निकाल लिया। 
(8) कुछ रचताओ में निम्नलिखित अनिर्णीत समीकरण का मी हल मिलता है :- 
एप +रोनललप॥ 


कात्यायन ने एक सूत्र दिया है जो आघुनिक सकेतलिपि में इस प्रकार लिखा 
जा सकता है-- 


पा 
इस सूत्र को हम इस रूप में ढाल सकते है --- 


स्च्रिः के (्सँ 
(77 '_ (प+ रे 
०४ र) ५ र ) ». (उ) 
स्पष्ट है कि राशियाँ प, -- ्् की स्का एक सुमेय समकोण त्रिमुज 


(ए५पं०घ॥ मंए:-गाह०ते धयंआ5८) की मुजाओं रो लम्बादयाँ हैं । 
करविन्द स्वामी ने उक्त समीकरण का हऊ इस रुप में दिया है -- 


्च्न री (उटक) 
+ |ब, (८7-०० 
3 (रबर ( रक्कर / 


ग्रह हल (उ) से सरझता से तिकल सकता है । 











१ देखिए, उनको आपरतम्द को टोका 0) ४ ॥ 





बीजगणित श्२७ 


१+२+३८-.--« «सा 
प्काला था। उस से पहले किसी ने मी इस ढंग की किसी श्रेणी का पद्धतिश्ील विवेचन 
ही किया था। उसने एक विशिष्ट प्रकार के घन समोकरणो का मी हल निकाला 
। उक्त समीकरणों को आधुनिक सकेतलिपि में इस प्रकार लिखा जायगा-- 


य' कक यऊख' ग॑ू०- 
आकिमेंडीड ने श्ञांकवों (८०७०७) के कटान बिन्दु निकाछ कर इन समीकरणों 
का साघन किया था । 


एलेग्लेंण्ड्रिया का डायफ़ेंण्टस 
(ए०एरोगा।ए ० 8॥९०5३४४४०) 


यूनानी गणितज्ञों में डायफेंप्टस का नाम जगत्‌ प्रसिद्ध हो चुका है। अब यह 
प्रायः निश्चित हो चुका है कि इसका जोवत काल तीसरी शताब्दी ई० का मध्य 
भाग था। माइकेल सैलस ()४१८४८ 7८७४) ने, जिसका जीवन काल ११वीं 
शताब्दी थां, डायफेण्टस की जीवनी में लिखा है कि वह अनादोलियस (2200०0$) 
से पहले जन्म छे चुका था क्योकि अनाटोलियस ने अपनी पुस्तके डायफेंग्टस को समपित 
भी है। और अनाटोलियस लाओडोसिया ([.300८८७) का पादरी २७० ई० में 
हुआ। अतः डायफेंण्टस का जीवत काल २५० ई० के लगमग रहा होगा। इस बात 
का प्रमाण इससे भी मिलता है कवि तिकोमेस (]२॥००॥)४८॥0$) और स्मर्ता के 
'वियन (प्॥७॥ ०६ $9गजञ79) ने डायफेप्टल का कोई उल्लेख अपनी झतियों 
में नहीं किया है। और इन दोनो बा जीवन काल १०० और १३० ई० के आस पास 
था। इससे यह निष्कर्ष निकलता है कि डायफेंण्टय का समय इन दोतों के समय के बाद 
आता है। दूसरी ओर एलेगजे्ट्रिय वाछे थियन ने और उसकी लड़की हाइपेशिया 
(प्तज[5पं3) से अपनी कृतियों मे डायफेण्टस वा उल्लेख किया है। और यह पता 
है कि थियन ने एँलेग्डेण्डरिया में ३६५ ई० में एक ग्रहण देखा था और हाइपेशिया की 
भृत्यू ६१५ ई० में हुई थी। इत दोनो बाठो से पता चलता है कि डायरेप्टस का समय 
३५० ई० से पहले का ही रहा होगा । अतः उसका जोवन बाल जो हमने तीसरी 
हताब्दी का मध्य माना है, ठीक ही दिखाई पड़ता है 
डायफेंग्टस के जीवन के विपय में बहूत कम जानरारी प्राप्त हुई है ॥ यूनानी 


वाहुमय में उसके जीवन के सामवन्ध में एक प्रश्न दिया हुआ है जो ददाचित चौथी शवाज्दी 
में प्रयाशितर हुआ पा-- 


२२८ गणित का इतिहास 


“उसका वालपन उसके जीवन के हें माग तक रहा। उसके इए हें भाग 
पश्चात्‌ उसके दादी निकलने लगी ४ उस समय से (जीवन के) है में माग परदात्‌ 
उसने विवाह किया और विवाह के ५ वर्ष पीछे उसके लड़का हुआ। पुत्र ने दि 
से आधी आयु पादी और पिता पुत्र से चार वर्ष पश्चात्‌ मरा।” 

इस दिवरघ से छोगो ने अनुमान खूगाया है झि डायफप्टस का विवाह रेरे वयं 
मी अवस्था में हुआ और मृत्यु ८४ दर्ष बी आयु में । 

डायफोप्स ने तौन प्रन्य हिसे है+- 

(१) दुस्पिमरेंटिश (2गगव्ध॑ं८०)) जो १३ मांगों में लिसो गरी भी 
जिनमे से अब बे दल ६ ही उपल्य्ध हैं । 

(३) वॉलीगॉक्ल नम्बर्ग (/0!)8णा् एफ ०८७) जिसता भी भर 
सा ही माय मिलता है ॥ 

(३) पोरिस्स्स (0०55) - 

डापप्रहटस की दृतियों वा पहजा सग्शरण बेसिल ( फटी) में १५३५ 
वविशदा॥ दूसरा सम्दरण वेरिग मे १६३१ पें वरशामित हुआ जिसमें मौलिक 
बाड़ दिया हुआ दा । तीसरा दूदग (70४/०05८) में १६३७९ में तिफणा दिशा 
वर्मा ([लएग57) ने टिष्पचिर्ग दी हैं दुस्पिमेंदिषा के दपम बार आयों जा प्रति 
हज (८) कस) में १६८५ में हुआ और अन्य सरकरण १६२६९ औए १६१४ 
मे ह१। 

शपपपटम के शा पर सब ते प्रतिट पुप्तर है 

प्ल्ाप : 0, ुटसमए रथ #टथ्म्घरी3--बििय 
(०) १९१० $ 

उुकग दुस्ताड में हीए में दिखाए है हि दारपटस दो ह्‌तिंर री २५ 
बपलय हुई है? इारपाटस की शटियों डा दूसरा दौकाकर दतरी (7अप्रारग) 
है। दशने दारइस्टस का शोदत बएछ निर्मित हरले की एड विराडी पकित वि ॥ 
है। इक मे पका बचाए डि सतू +१० ई« के अआयपास यूताल में बदिरों डा कया श्र 
बा | बाप आई हानपोटस के दिरे हुए जब में मठ था धपा। इस ब्डार बार लत 
हे पॉइंट बाल वर लिदि बी दृष्टि हो बरी के 

शादाइ घ्टए थी झूइले इलिट बसकक देहितर टिका ही है + आराबडा रा अनबन 
है हि दसपर डी अस्टए किक आस्टड में टें टिबयेटिरो का ही 76 स्व हद 
ड्रे बी । अल्प मे उकठ अमन जे सम्यानिद्रान ढक 


व षोश 


में 
पूताती 


संरकरण--रे मर 








हीलितिँ 


3३ कोइ तए बकाए अर: 
करुक का िश्रये है ह/खते हे झु४ डलिद आफर इग है 


बीजगणित श्र 


दो घनों के अन्तर को दो घनो के जोड़ के रूप में व्यकत्त किया जा सकता है। 

एरियभैटिरा नाम अनुपयुक्त है। वास्तव में वह थीजगणित की पुस्सक है। 
उसमें बहुत से ऐसे प्ररत दिये गये हे जिनके सुमेय हछ अपेक्षित हैं, जिन्हें निकालना बडे 
बड़े गणितज्ञों के लिए भी लोहे के चने चबाने के समान है। डायफंण्टस ने स्वय उनमे 
से वहुतों के हुछ करने की वड़ी मौछिक विधियाँ निकाली, किस्तु उनसे उत प्रश्नों का 
आशिक हल ही निकल्न पाया । उक्त प्रश्न गणितज्ञों के किए आजतक सिर दई बसे 
हुए हैं। दकियों गण्रितज्ञों ने उत प्र माया पच्ची को है और अरघुनिक बैडलेविक संस्या 
6हिद्धास्त का अधिकांश उन्ही के गवेषणा कार्य से मरा पड़ा है। 


अर) २ २,४६४ ४:८०/७०- ५ (+६ >्ै/ए ०४० १०६ 


' ६४ ०५)००१ ४ 282 ५. 4 शेज्यीधह हव 
कि 6०५०. ८४० किक 
)).०7प१३०२६५: 
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कि 8000 20720 





चित्र २०--एरियमेंटिका का संकेतवाद । 
( एल्साइकलोपीडिया जिद निका से ) 


एरिपमैटिका में बहुत से प्रश्न ऐसे हे जिनसे एक, दो, तीन, अथवा चार चरों 
(५०४४४४७।८४) के एकघात समीकरणों ([,छा८४४ €पएश४०ा$) का निर्माण 
होता है। बुछ प्रदनों पर तो निर्णत (0८लणांआ90८) और शेप प्रश्नों पर 
अनिर्णीत (]82:2777799०) समीकरण बनते हे ! डायफेण्टस स्देव पूर्णाक 
हल नियाछने का प्रयत्त नहीं किया करता था, बरन्‌ सुमेय हलों से ही सन्तुप्ट 
हो जाया करता था। उसकी विधि यह थी कि वह अज्ञात राशियो में से एक का दोई 
काल्पित मान लेकर किसी अनिर्णीत समीकरण को मी निर्भोत समोकरण में परिवर्तित 
कार लिया करता था। ग्रन्थ के अधिकांश भाग में द्वितीय घात के अनिर्णत समीकरणो 
बा विवेचन है। उक्त विषय का महत्व इसो बात से समझा जा सकता है कि अब ऐसे 
समस्त अनिर्णीत समीकरणों का नाम, जिनके गुणांक मुमेय हों और सुमेय हल ही 


अपेक्षित हों, डापरेंग्टी समोकरण (00छाशिपपए८ :तुप्०४०॥७) हो पड़ गया 
हि 


बीजाणित श्३१ 


मान छीजिए कि 
यलध्त+पछ,. रचन्‍्थ-फल । 
तो हमे प्राप्त हे-- 
२तप छ+प'छ'.. २ थ फ लन-फो छनच०- 
२ (यफ-त प) 
जे पफर्फोा 
शप्‌ (थधफ-तप)_ रथपफ+त (फ-प") 





इस प्रकार, बच्त्त++“ क्ृण्पक् 7 ख् बप+फर 
और २फ (यफ-तप) श्तप्फ+थ (प-फ) 
(अल 25-०0. 264 9 का 8-8 आप अल 
र सत्य“ रुप कर द्प्क 


(ग) माय ३ (१)--ऐसी तीन संख्याएँ ज्ञात करना कि यदि उनमें से किसी 
का वे तीनो के जोड़ में से धटायें तो अन्तर एक पूर्ण वर्ग हो । 
मान छीजिए कि सख्याओं में से दो य और २ य है । तो यदि हम तीनो संख्याओं 
बा जोड़ ५ य' मान लें तो दो शर्तें पूरी हो जाती हे क्योकि- 
५ य-थ"5 «४ य', एक पूर्ण वर्गे, 
और ५ य--४ य>य', एक पूर्ण वर्य । 
अब ५ को (खत) में दी हुई विधि से दो बे में तोड़ो। मान लीजिए कि हुई 
और ० प्राप्त हुए। हर का मूल छे है। 
अतः तीसरी संख्या को छू य मान लीजिए । इस प्रकार 
य+र य+है पर-५ य', अतः यजूछऋछ । 
तो सख्याएँ ३६, ३, ३ई८ प्राप्त हो गयी। 
पुस्तक के भाग ६ में समक्ोण त्रिमुजों पर प्रइन दिये हुए हे । ये त्रिमुज ऐसे हे कि 
इनकी मुजाओं की रूम्बाइयाँ ओर क्षेत्रफल भी पूर्ण वर्ग हो। इतमे से अधिकांश प्रइन 
बहुत रोचक हे । पुस्तक के दोप भाग में संख्या सिद्धान्त के कुछ साध्य दिये यये हे जैसे--- 
(४) यदि संख्या २ स+१ दो यर्यों वा जोड़ हो तो स विषम नही हो सकता। 
इसका अर्थ यह हुआ कि इस प्रकार वी कोई संख्या 
४स-१ अथवा ४ंस+३ 
दो वर्गों का जोड़ नहीं हो सकती । 


()) इस प्रकार: (८ स+७) बी कोई संख्या तोन वर्गों का जोड़ नही हो 
सकती | 


५ गलिव बा इंटर 


डायरी एणी करणों पर डवाहगरिशः अइतन- आशा में ब्रवति ६2 
मररव मित्रों पी बई बार भार बहेगी। भी है बह उतों हे गे 


| है-- 


१०० जय पैगे 5 
० का 4 बरेली 
न्ध रु ३ पाउली 
१० ७ डहदी 
श् की 54 घजी 
५८ पु] टी 
होजिए कि बीई गहाजत एक रपये बी दुडगी पारियों मे आर पैर्ियों मे 
ही छेना चाहता है।। धर्त पह नो गिररों में अवम एक थिंरी अवरय 
छेगा १ तो वहें ने में एपयां सुन है सष्टहै हि इसी व हैः 
तीन प्रवार रेचण 
() या, है पार्टियां 
(४) १९ बंजियां, *ै चाउलिया 
(४8) १५ पंंजिया, *ै पाउली $ 
खबत प्रइन से यहें समीकरण 
बुयकर५ रतत१०० अर्थीत्‌ य7 ५ रलतरे० 
बनता है। ४ शामीकरण की साविक रूप 
कयकस एच कं 
_] आधुर्तिकर्सद्या विंदास्त वी हि पल 
खेलने रैना 
जिसमे वे एक ( एश्पाटॉद) स्पष्ट हैं घन ूणौर हक 
अपेक्षित है) और पते में वू ० अथवा र रे हवा थी 
है। अत 'उर्शिकितित हंऊ में व के ये मान रखते से है| यह मिला टै7 
यत्त५, रै१! शष 
ब्लल्झे रे 
उच्चघात डॉयफेंप्टी जण--टक से (पमरंड़ग/ 08; 
के डायफ़टी समीकरणों बे हु बता प्रो बिन होता हैं! दूत रमीकरणों पे 
बट से बने गिर माय है! अतः इस दर बहती गणितीय सा 
इबदूठा हो गया है ॥ 'ल्तु एक बंटिताई पढे ती दस्तक 
जा डायपेग्टस पा एक आदंग है। मत दविधियाँ वी सर्वे्ि् 


चोजगणित श्३३े 


दो सकता । इस प्रकार प्रत्येक समीकरण एक समस्या वन गया है। हम यहाँ भाग २ 
से एक उदाहरण देते हैँ । 

प्रइन १०--दो वर्ग सख्याएँ निकालना, जिनका अन्दर दिया हो। 

दिया हुआ अस्तरर-६०- 

भान छोजिए कि एक सख्या य' है। तो दूसरी संख्या इस प्रकार (य८ क) ध्की 
होगी। मान लीजिए कि क--३. तो प्रइन के न्यास से, 

(य+३) -य 5६०. 

४. य८८३६ और अभीप्ट वर्ण संख्यायें ७२३, १३२३ प्राप्त हो गयी । 

डायफ़ेण्टस ने व+३ क्यों लिया, इसका उत्तर हमारे लिए देना कठिन है। जो 
प्रश्न उसने उठाया था उसका हल तो उसने निकाल लिया, दिग्तु आयुनिक पद्धति में 
हो हम इस प्रकार चलेंगे-- 
मान लौजिए कि दिया हुआ अन्तर ट है और य', (य+क)' अमीष्ट सस्याएँ 


हूँ। तो 
(य+क) >न्‍्यच्मट । 
“« र२एये क+क'ब्च्ट, 
अर्थात्‌ 2५५] 
र्क 


अव य का मान साविक पदो में निकल आया। इस में ट और क के विभिन्न माय 
रुफने से हमें य के मानों वो एक माला प्राप्त हो जायगी । 

” यहाँ डायफ्रेण्स को बीजगणितीय सकेतलिपरि के विपय में मी दो शब्द कहता 
आवश्यक प्रतोत होता है। डायफरेंण्टस के: रामप तक वीजयणित में एक बुत हो मौडी 
संबेतलिपि वा प्रयोग होता था । डायफेंप्टस ने उसमें सुधार किया और इस प्रतार 
दीजगणितीय सूत्रों बी छेसन विधि को सुगम वनाया। उसने जोड़ वे छिए कोई स्वतस्थ 
बिछ्लू निश्चित नहीं िया था। केवल पदों को एक के बाइ एक रसने से वह + चिह्न 
भा दाम निराल लिया करता घा। ऋण चिह्ठ के लिए उसने यह संग्रेत | निश्चित 
किया था। 

इसमें सन्देह नही कि डायफे्टस में विलशषण प्रतिझा यो । वह किस गुरु के खरणों 
में दैशा और उसने कौन बौन सो पुस्तकें पड़ो इसरा हमें दु् पता नहीं । रिन्‍्ु उस समय 


यूनान की गिरी हुई गणितीय अदस्था वो देखरहर यह कहना पहना है कि वह “गुइड़ो 
बा लाल" दा) 


फप्टस की मृत्यु के पत्चात्‌ के गणितज्ञों में (फ्ममीप्फो 
उल्लेखनीय है। इसकी जन्म सम्मानित परिवार में हुआ या। 
थ॑ बा टीक पता नद्दी है। किन्नु मृत्यु इ३० ई० के लगमंग हुई घी। इसे 
पकाइसी (?०णएण्रेणा) से स्क्षा प्राप्त वी और सीटिया हूं अध्यापत बारे 
इसने पियेंगोरस और लिकोमेवस पर कई टीकाएँ लिखी है, रिन्ठ इसके अर्दि- 
न्‍्य दर्शन-सम्वन्धी पे । इसके गाए तीय ग्रत्थ हैं-- 

१) 07 ४० एडप्फडणप्मा ]56 (पिषेंगोरे जीवन पर) ही 
(#5्रैणएछ) संस्करण ( १८१५): अंग्रेडी अनुवाद टेलर (मण्गे 
८) 

(२) 07 पाब. इुलालगे इलेलावल रण ऋफ्पिलाभाक (गणित रे 
के विशाल पर) पीम (7४) कोपिलहा ने (८गुन्गोणट्रा) (१७५९ 
(३) 07 कार. वैनीपरीए८पए८ रन पंप्णाणतीण (्‌ 


गधित वर) -टस्यूडिपम (परतएाणाण्क) (१६८८) 
तातादए८ (ऑ 


(४) 776 बुफत्णग्डांप्गै एप्शारतशैकत रण कै! 
(व के पर्मशासदीय सिंदडाल्ल) __अस्द (25) शशि (प्ताशंडो 
८१७) 
आयस्सिदश्स ने सस्या सिंडाती गा निम्नलिखित प्रमेष सिंद हिया बा और डी 
मद हो गया है “४ है 
दि इस प्रचार के ६ से, हे सै श--र बोई में तीत वसा दूर्गाधरों। 
ये और प्राट्त सच्या के अर को जोड़ा जाय और दिए इस पड़ी हो रे 
हर इसी प्रषार जोश बड़े जायें तो बल में माया ६ हो प्राप्त होगी। 
दी काया शशि को हमे गा होगिए है 
६३४८३ दिदा ५ अब इसमें इसने दीई परे हे दो पूर्रोर १३४ १३२४ 
दजण ॥ जोह ५२२६ हुआ। इसडे अरो बा जोई ५ करे रेल अत ही 
हुस राप्दा हे बेदी गा आएल्रैव 5 अर्थ ६- 
हुदने इस दिनाद हू ददल दूराए के विदेशों बा है डस्टेख दिया है।। 
दह है हि उक्त बा हे हुधिंग में रो ह्िदेश है है पाए कशमितिय सतत 
थे। ररोटिए हम्टरे सेत्र मे इाट्रवा दिये है. पप उसके सवा लिटीर दाता हि 
आयी अध्यारों में दर्बासदात का हो जद 


बोजगणित श्रे५ 
(४)भक्षाली गणित 


भूमिका 

भारत के उत्तर-पश्चिमी सौमा प्रदेश में, जो अब प्राकिस्तान का अग वत गया 
है, पेशावर जिले में मर्दान एक तहसील का नाम है। उक्त तहसील में भक्षाली नाम का 
एक गाँव है। भक्षाल्ली की सड़क के पूर्वी ओर कुछ टीछे बने हुए हे । सम्मव है कि ये 
डीछे किसी पुरानी बस्ती के मग्नावशेप हो। सन्‌ १८८१ में एक किसान एक टीछे 
पर खुदाई कर रहा था। अकस्मात्‌ उसे पृथ्वी में से ये वस्तुएँ प्राप्त हुई-- 

(क) पत्थर का एक ज़िमुजाकार दिया, 

(ख) सेल्खड़ी की एक कलम, 

(ग) काली मिट्टी का एक बड़ा छोटा जिसकी पेंदी में छेद किये हुए थे, 

(घ) मोजपत्र पर लिखी हुई एक हस्तलिपि। 

हस्तलिपि बड़ी जौर्ण दशा में यी और उक्त किसान उसके मूल्य से अनमिन्ञ था। 
अतः उसे उठाकर लाने में भी उसके कई पृष्ठ नेप्ट हो गये । केवल ७० पन्ने सुरक्षित 
रह गये है जिनमे से मी बुछ तो घम्जियों के रुप में ही हे । इसी हस्तलिपि का नाम 
"भक्षाल्री हस्तलिपि! पड़ गया है । डा० होते (र०८०आौ८) उन दिनो मारतीय 
इतिहास के विश्येपज्ञ माने जाते थे। अत- उक्त पाण्डुलिपि परीक्षण के लिए उनके पास 
भेज दी गयी। डा० होनेंल ने उक्त पाण्डुलिपि पर तीन लेख लिखे जिनके अभिदेश 
ये हं-- 

(१) रकम शैयपवृण्ण ए जता! (7883) 89-90 , 

(२) ५०७)४७७४४एा७७त 06 भर प्राशगआ३्रक्तशैद,. 0फरक्रप्गींजला 
€०परहुप्७5९, हैप्रं5०० ०८४०० 9. (१886) 9. 7 7 

(३) एकेंगा कैपप्ंपुण्णए अुशा (888) 99. 33--48, २78--9- 

तत्पश्चात्‌ हस्तलिपि इंग्लेंण्ड मेज दी गयी और आज भी आओ (0)र6079) 
के बॉड्लिपन (800॥99) पुस्तकालय में रखो हुई है। मारतोय सरकार ने 
उसका जी. आर. के (६(५)८) द्वारा सम्पादन और प्रत्राशन कराया है। हस्तडिवि 
तीन भागों में छापी गयी है। पहछे दो माग कलकते के मारतीय पुरातत्त्व विभाग 
(कपेछवणेण्ट्रॉव्वे $07४८४ रण 0) से १९२७ में प्रवाशित हुए थे। 


चीसरा भाग १९३२३ में प्रशाशित हुआ। उक्त प्रकाशनो में पाठ के अतिरिक्त हस्तलिपि 
के फ़ोटो और दर्णान्‍्वर (प्रोशाइश्यश्घं००) भी दिये गये हे । 
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बोजगणित श्३७ 


हस्तक्िपि प्राचीन झारदा लिपि में छिखी गयी है। पृष्ठ का वर्तमान आकार 
६*)८ ३३” है। किन्तु प्रायः सभी पन्नों के ऊपर और नीचे के माग नप्ट हो चुके हे । 
इसलिए यह पता चलाना कठिन है कि पृष्ठ का मौलिक आकार कितना था। डा० 
होनंछ ने लिखा है कि पुस्तक के रुत्ताइसवें सूत्र वाले पृष्ठ के ऊपर और नीचे कदाचित्‌ 
दो वर्ग आकृतियाँ बनी हुई थी जिनके भग्नावशेप दृष्टिगोचर हो रहे हैं । उनसे पता 
चलता है कि पृष्ठ का मौलिक आकार ७” १८८७ के लयमग रहा होगा। इस कथन 
की पुष्टि इस बात से मो मिलती है कि बहुत सी प्राचीव पाण्डुलिपियाँ वर्गाकार कागज 
धर लिखी जाती थी। हि 

हस्तलिपि के आदि और अन्त के कितने पन्ने नप्ट हो चुके है, यह जातने का कोई 
साधन दिखाई नहीं देता। इतना अवश्य पता चलता है कि पुस्तक का आकार बृहत्‌ 
था और उसवा जितना माग बच रहा है वह आधे से भी कम है। सम्मवतः पुस्तक 
अध्यायो अथवा खण्डों में बाँटो हुई थी । पुस्तक का सबसे पहला मूत्र जो सुरक्षित रह्‌ 
गया है, नवां है और सबसे अन्तिम सूत्र ५७ वां । अधिकाश पन्नो के दाहिने और बायें 
भाग भी नप्ट हो घुके है। पुस्तक बा आदि और अन्त मप्ट हो जाने के कारण न तो 
पुस्तक के लाभ का पतो चल पाया है, न छेखक के माम वा। 

पुस्तक सूत्रों में दी गयी है । प्रत्येक सूत्र के पश्चात्‌ उदाहरण दिये गये है । तत्पश्चात्‌ 
यही उदाहरण अंबो और सकेतो द्वारा व्यक्त किपे गये हे। प्रत॒रण के इस अश को 
रथाएता कहते है। स्थापना के बाद प्रइन वा हछ दिया गया है जिसे करण वहते है । 
अन्त में उपपत्ति भाती है जिसका नाम्र प्रध्यय दिया गया है। यह परिषाटी व्षयुष्त 
और भास्कर को परिपाटी से भिन्न दीस पड़ती है। ये दोनों गणितज्ञ प्रश्नों के उत्तर 
दिया बरते थे, शाघारणतया पूरा हल अथवा उपपत्ति नहीं देने थे । 





संकेततलिपि ()४०४७४०४) 


हृस्तलिपि में साघारणतया दह्मगुप्त और मास्वर की सकेतलिपि बा ही प्रयोग 
विया गया है, दिन्‍्तु एक अपवाद बडा मत्स्वपूर्ण है ! उबत हस्तलिपि में ऋण चि6ह्ठ के 
लिए 4 चित वा प्रपोग विया गया है जो आजरछ धन चिह्द॒ बा शाम देता है और 
यह बिछ्लू जिस अंक पर खूगाया गया है उसके पीछे लिया गया है। जैगे-- 
₹१८ ११+ 
5 
शा अर्प है १८-११ अर्धातू ७१ 


वा ल्टआी 2) 
कार गिटा 
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बीजगणित ह्३७ 


हस्तक्षिपि प्राचीन घारदा लिपि में लिसी गयी है। पृष्ठ का वर्तमान आवार 
2३३१ है। रिन्‍्तु प्रायः समी प्को के ऊपर और नीचे के भाग नष्ट हो चुके है। 

इसलिए यह पता चलाना कठिन है कि पृष्ठ का मौलिक आकार कितना था। डा० 
होते ने लिखा है छि पुस्तक के सत्ताइसवें सूत्र वाले पृष्ठ के ऊपर और नीचे क्दाचित्‌ 
दो वर्ग आइतियाँ बनी हुई थी जिनके भग्तावशेष दृष्टियोचर हो रहे है। उनसे पता 
चलता है कि पृष्ठ शा मौलिक आदार ७ )८ ८२“ के लगमग रहा होगा। इस कथन 
यो पुष्टि इस बात से भी मिलती है कि बहूत सी प्रादीन पाण्ड्लिपियां वर्गाकार कागज 
पर्‌ लिखी जाती थी। 

हस्तलिपि के आदि और अन्त के जितने पौ्रे नष्ट हो घुके हें, यह जानने का कोई 
साघन दिखाई नहीं देता । इतना अवश्य पता चछता है कि पुस्तक बा आकार बृहत्‌ 
था और उसवा जितना भाग वच रहा है वह आधे से भी कम है। सम्मवत पुस्तक 
अध्यायों अथवा खण्डों में वाँटी हुई थी ॥ पुस्तक कय सदसे पहला सूत्र जो सुरक्षित रह 
गया है, नवा है और सबसे अन्तिम सूत्र ५७ था। अधिकाश पन्नो के दाहिने और बाये 
भाग भी नष्ट हो चुके है । पुस्तक कय आदि और अन्त नप्ट हो जाने के कारण न तो 
पुए्लक के नाम का पता चल पाया है, न छेखक के नाम का। 

पुस्तक सूत्रों में दी गयी है । प्रत्येक सूत्र के पश्चात्‌ उदाहरण दिये गये है । तत्पश्चात्‌ 
बढ़ी उदाहरण अंको और संकेतों द्वारा ध्यवत किये गये हे। प्रकरण के इस अश को 
स्थापता कहते है । स्थापना के बाद प्रइन वा हछ दिया गया है जिसे करण वहते है। 
अन्त में उपपत्ति आती है जिसका नाम प्रत्यय दिया गया है। यह परिपाटी ब्रह्मगुप्त 
और 'मास्कर की परिपाटी से भिन्न दीख पड़तो है। ये दोनों गणितज्ञ प्रश्नों के उत्तर 
दिया करते थे, साथारणतया पूरा हल अथवा उपपत्ति नही देते थे । 


रांकेतलिपि (्ि०्प्रए॑ंका) 


हस्तलिपि में साघारणतया ब्रह्मगुप्त और भास्कर की सवेतक्िपि का ही प्रयोग 
जिया यया है, विन्तु एक अपवाद बडा महत्त्वपूर्ण है । उवत हस्तलिपि में ऋण चिह्न के 
लिए + चिह्न का प्रयोग किया गया है जो आजबर धन चिह्न वा काम देता है और 
यह चिह्न जिस अंक पर छगाया गया है उसके पीछे लिखा गया है। जैसे--- 
दे कुड जे २5 
#) [कह «है 
का अर्थ है १८--११ अर्थात्‌ ७ + हु 


श्३्८ गणित का इतिहास 


यह चिह्न ऋष चिह्ल के लिए ज्रिस समय प्रयुक्त होता था इस का पता अत 
तक नहीं चछ पाया है, क्शेक्ि यह चिह्न इस अय॑ में प्रयुक्त होते और रिसी प्रतीत 
पुस्तक में देखा नहीं दया है। पिछली कई शंताब्दियों में तो ऋण चिह्न के रघान पए 
अंक के ऊपर विन्‍्दी लगायी जातो णो। इससे पता चलता है हि मशाठी हावजिीि 
बुत प्राचीन है । 
उक्त चिद्द गी उत्पत्ति वहाँ से हुई इस प्रश्न का कोई सन्‍्तोपजत+ उत्तर हॉ३ 
होल नहीं दे मरे है। उनको बनारस के डा० पोवों (उ|ग/02०४) नें बादाबा 
कि यूतात का सदितश डायफण्टस ूण विद्न के लिए यूनानी वर्ण ९ के उस्दे (मर्पा 
#) बा प्रयोग विया करता था। उक्त दोनों चिह्दठों में बुछ रामातवा तो अप है 
और इसी बात को लिह र डा * बे ले अपने इस सिद्धान्त की पुष्टि कर ही हि दिख गगितओं 
पर यूताती गशित वा बदूत प्रमोद पदा है। हार के ने तो जहाँ बरी मी हो गाए है 
दान और यूरोप का पारा किया है और भारतीयों को सोचा दिपाने गो इगल 
[रुप है। उसके बचत तो व्यामोट और झलो से मरे पड़े है और शिवातों मे चुकी 
बाता को महरद देता छोड़ दिया है । 
दहदी बात सो यह है हि डयपण्टस झिस चिह्न वा प्रयोग करता था वह [दाल 
हि ए। और इस बिल | और * में ढदुत थोरी समातता है। इसे ऑर्तिकि 
अब यह विददिशद शप से सिद्ध हो चुरा है हि मारतीप गणितजों पर युतात को रेशी 
ही दा, दरत्‌ रुशित के क्षेत्र में दुताती ही मरतीयों के कणी रहे है। हब अल पे 
जाता है है + दिरोग डे अर्च पे ढे में प्ररृक्‍्त हुआ। आरतीय गशितजी वी यह बरियारी 
कही है हि विद्द हे रात पर श सरदल्पी इस्द है ब्रदम अक्षर डा प्रयोग दिए इसे ब 
झएहले हे लिए हारी प्राचीन पुस्तक में युत का द्रयोग होता था और डर्मत हैं 
होए जोइने दे जिद के टिए अश्वे अन्त में यू लिखा बइरते थे। इस प्रधान” 
न ्‌ 
है ह्ट्थू 
दा अप हटा रा ४-९ इसों द्रशार सब है दि ये हाव ऋण ड 
बड़े हो और ऋ हो विहट हते "वे दस शप : में वटुँच हुग हों । व 
दर्ल हि आऋ और - में बटूद ऑदिक शप्रालर जा है 
झुक बान औह को ब्याज देते योस्र है। वि 5 नाते हिस है हिलो जल 
करता हैं होगे रू मे। विपोद शर प्राचद अोई दिस में को इ शार गो ब्रा 
पर का शडा है रैंटा अटल बा - बिक । बद ढर्त दाह है हि दा विम रह हा 
इुदद झट है बचा हैं। इम झूस्टशच में बा» कीलेस के कई #चजाह डटारे है। है 





डिए बे हाइरट 
कवर आती 


बोजगणित है ११९ 


ने हैं कि प्रत्यय के रूप में क छोटे का ययोतक है जैमे पुस्तक, वालक, पत्रक में । इस 


णे का छोटे! से बसे सम्दस्ध हुआ यह इन शब्दों पर घ्यान देने से निम्नलिखित 
कट हो जायगा-+ 


बन अथवा वण ८ छोटा टुकड़ा 


बनीयस्‌ ह* छोटा 

बनिष्द #*> सबसे छोटा 

बन अंगुली. 55 सदसे छोटी अंगुली 
कन्या ह्* जवाँरी (छोटी) छड़की 


इन झब्दों का मूल संस्द्ृत घातु 'ब्न' है जिसका अर्थ है 'छोटा करना' अथवा 
“कम करना । इस धातु से भूत कृदत वनेया 'कनित” झिसका अर्थ होगा 'कम किया हुआ” । 
अतएव संभव है हि प्राचोन समय में गणितह्लों ने क को 'कनिन' वा सक्षिप्त रूप मान 
'छिया हो और उसका प्रयोग ५ण चिह्न के लिए किया हो। और जब अशोक लिपि के 
यर्ण वा रुपान्तर शारदा लिपि के वर्णों में हुआ हो तब अन्य वर्ण के रूपों में तो मौलिक 
अन्तर हो गया हो, किन्तु क का रूप प्रायः ज्यो-का-त्यो रह गया हो । 

डा० होर्नल ने एक अनुमान यह दिया है कि + न्‍्यून के संक्षिप्त रूप नू (प्राइत 
न्यू) का विकार है। न्‍्यून का अर्थ है घटाया हुआ और अश्योक लिपि के अक्षर नू का 
रूप बहुत कुछ +- चिह्न से मिलता जुलता है। हमें उपरिलिखित अनुमान उनके इस 
अनुमान से अधिक युक्तिसंगत प्रतीत होता है। 

डा० दत्त का विचार है कि +- क्ष का रूपान्तर है जो संस्कृत शब्द 'क्षय' का संक्षिप्त 
रूप है। क्षय का अ्य॑ है 'घटना'। अतः अर्थ तो ठीक ठीक बैठ जाता है। ब्राह्मी 
बर्णमाल्ा और मक्षाछी वर्णमाला दोनों के क्ष का रूप + से बहुत बुछ मिलता जुलता 
है। केवल इतना अन्तर है कि उक्त वर्ण में खड़ी रेखा के निम्त भाग में एक चुण्डी सी 
बनी रहती है। यह समव है कि उक्त वर्ण के अधिक प्रयोग के कारण घुण्डी उड़ गयी 
दो और +- रह गया हो। हम यह नही कह सकते कि डा० दत्त का यह अनुमात कहाँ 


तक सत्य है, किन्तु यह मानता पड़े गा कि यह सुझाव देने में उन्होंने दूर की कौड़ी 
मारी है। 





अश्षाली हस्तलिपि में पूर्णोक लिखने की यह पद्धति है कि अंक के नीचे १ लिख 
दिया जाता है, किस्तु दोनो के वीच में माग रेखा ($०१605) नही दी गयी है। 
यहे परिषाटी भारत के बुछ भायों में अमी तक प्रचलित है) 


(४० गणित का इतिहास 


हस्तलिपि की सकेतना इस उदाहरण से स्पप्ट हो जायगी-- 
54 १ रृ १ है: भा पई फर्च. ८१५ 
है. ८8: 58: ७8 ३ १5 





इसका अर्थ है-- 


यन्‍न “पिन अचल नव रप दम टी 
(०-३) (१-8) (१०३) (१०8) | 
अज्ञात रा्ति के लिए हस्तलिपि में विन्ददी ० का प्रयोग किया गया है। आज 
उसे य से विरूपित किया जाता है। अतः पहले स्तम्म का अर्थ हुआ ्य अर्थात्‌ या 
अगछे चार स्तम्मों में से प्रत्येक का अर्ये है( १-३) - मिश्र संख्याएँ ऊपर नीचे लिखी 
गयी हे। इस प्रकार 
4५ 


रू 

इ 
का अर्थे होगा १+३। डिल्नु यदि ३ के पदचात्‌ + चिह्न हो तो उक्त ब्यंजर का गाय 
(१-३) होगा। गुष्रा के लिए हस्तलिपि में किसी विश्येप विह्न का प्रयोग नहीं 
किया यया है। केवछ जिन संल्याओं को गुया करना हो उन्हें पास पास डिखि शिया 
जाता है। अतएव दुसरे, तीसरे, चोये, पाचर्वे स्तम्मों का मिलाकर अर्य हुआ . 


|, हू १4 १ 
(4-३३) 

मा इोलमाग शेप । 

ठातये यद है झि उपरिलिखित गुणनफल से १६ को भाग दो। तो फड 3 
मिलेगा । 

यहाँ तक तो टीऊ है। विल्तु एक प्रश्द यह रह जाता है 
बा व्यां प्रयोजन हैं। डा० के ने इसका एक निर्दंबत (कृष्णा 
हमें हस्तगत है 


डि इस प्रसंग में पर 
) दिया है। 


8 पैंद  नकट व नी 
हाझ्ञत्ाज एाजकाज 


० पक एफ्राज ध्षमाफषटमोए: प- 4, क, ता आगे इसे इस गरार 
भद्षालों , [, ![ लिखा क्ापदा--देशिए, ती २०७ । 


>स्द 


बीजगणित श्र 


बर्षात्‌ <९ (१-३) (१-३) (१८०३) (१-३)८ 


अब एक एवं पग पर विचार वीजिए। <ह को (१-३) से गुणा करने से 
८१-- स् अर्थात्‌ ८१--२७ मिलता है। इस झेप' का मात ५४ हुआ। अब 

पड (१-३) ₹५४-४ई,.. झेष८३६, 

३६ (१-३) -7३६- $.. शेपतरड 

अन्त में, २४ (१-३)२४-१ई८ १६. 

उपरिलिखित प्रइन को क्षब्दों मे इस प्रकार छिखा जायगा-- 

वह कौन सी रुख्या है जो १६ को (१-३) (१८३) (१-३) (१८३) से 
भाग देने पर प्राप्त होती है ? उत्तर ८१ 


हंस्तलिपि में दशमिक पद्धति वी सबेतलिपि वा प्रयोग किया गया है। उसके 
अक इस प्रकार है-- ध5 


नया ध्य 3 कृपा ७ है 


१ 4 ३ 8 
५,०५१ फ 6९ « 
६ ६ ७८ | 


, चित्र ३२--भक्षाली हस्तलिपि के अंक । 


स्पष्ट है कि उक्त हस्तलिपि में ब्रिन्दी का प्रयोग अज्ञात राशि के अतिरिक्त शून्य 
के लिए भी क्रिया गया है। आधुनिक पद्धति में इसका प्रयोग केवक शून्य के अर्थ में 
ही रह गया है और अब इसका आकार बिन्‍्दी से बइ कर पूरा वृत्त 0 हो यया है। डा० 
के ने यह सिद्ध करने की प्राणपण से चेप्टा की है कि दशमिक अंकों और शूस्य का आवि+ 
प्वार विदेश में हुआ और विदेश से यह प्रणाली मारत में आयी । किन्तु अब यह बात 
निविवाद रूप से सिद्ध हो चुकी है कि दशमिक पद्धति और घून्य दोनों को जननी भारत 
मूमि ही है। इतता अवश्य है कि ० का आरम्म आदि संख्या' ([पंप्ज प्णाफल) 
के रूप में नहीं हुआ, वरन्‌ “रिक्ति! अथवा अमाव'के रूप में हुआ | 'शून्य' का अर्थ 
ही है 'रिक्ति' और आजकल भी बहुत सो वैज्ञानिक पुस्तकों में », * म्के 
अये में प्रयुक्त हो रहा है। 


बोजगणित रथ 


प्रयोग भक्षाली हस्तलिपि में कोई निराला नही है। श्रीधर और भास्कर ने मी इस अर्थ 
में ० का प्रयोग किया है। श्रीघर की त्रिशतिका में पृष्ठो १९५ और २९ पर इसके 
उदाहरण मिलते है । लीलावती के पृष्ठ २१५ पर यह उदाहरण आता है -- 

कोई दाता पहले दिन तीन द्रम्म देकर, प्रति दिन दो द्रम्म दी वृद्धि से देता रहा । 
इस प्रकार उस दाता ने तोन सौ साठ द्वम्म दिये। तो क्तिते दिन में ३६० द्म्म 
दे चुका, यह बताओ। 

न्यास : आदि ३, चय २, गच्छ ०, सर्वधन ३६० « 

बह प्रश्न समान्तर थेढ़ी (#रामरलाप्ण 00287750809) जा है और 
इसमे गच्छ (पदों की सस्या) निकालनी है जिसके लिए ० का प्रयोग विया गया है। 
श्रेढ़ी का प्रथम पद (775६ (८0) ३, सार्वान्तर (00णागणा ालिला८८) २ 
और पदों वा योव (5007 0 ८घग्5) ३६० दिये हुए है। 

थों सास्कर के समय तक बीजगणित वी सकेतलिपि काफी विरसित हों चुको 
थी, फिर आचार्य महोदय ने अज्ञात राशि के संकेत थ का प्रयोग न करके ० का प्रयोग 
भ्पों किया ? कारण यह है हरि उक्त प्रवार के प्रश्न लीलछावती में अंकगणित कौ 
विधि से किये गये हू और अवगणित में वीजयणित के सकेतों का प्रयोग वजित है। 

डा० होनेल लिखते है' हि “समय की गति से धून्य का दूसरा प्रयोग (अज्ञात 
राशि बाला) मारत के बाहर के देशो में लुप्त हो गया और उसका प्रयोग स्थिति मान 
फी दशमिक पद्धति की आदि संखरुषा के रूप में ही रह भया। उक्त्र चिह्न का दोहरा 
उपयोग भारत में कही कही पर अब मो दृष्टियोचर होता है। यह तथ्य इस वात की 
पुष्टि करता है कि उबत पद्धति की जननी भारत देश ही है।” 

शब्दावली 

मक्षाली हरतलिपि के अधिकाश परारिमापिक शब्द बी है जो अन्य हिल्दू प्रत्यो में 

प्रयुवत हुए है । रिन्‍्तु बुछ धब्शें में अन्तर मो है। हम यहाँ ऐसे शब्दों की सूची देते हे । 


हस्तलिपि का शग्| अख्य प्रन्‍्थों का शब्द अंग्रेजों समातक 
बर्गे श्री पिज्डप्ट्डांणा 0 $वा० 
सदृधीरुरण ३९ सब्षन पटपपल्प्रणा 0. 3 
हर साम्पपरच पैलाण्रांग्रग0ः 


१. 4॥0 छ0॥5थिय शाफलाएप्ग॥व वकेश श्प्रवुष्ण ७ झूणा 
(7888) 9. 35- 

२-७. 8. [00७ : ८ कोण 3ाशल्ताउंंछ-छेिणी,. लगे; 
कै, 5०९, जय (3929) 3-6० |. 37- 


श्र गणित का इतिहास 


इस प्रकार (४६) का अर्थ होता या 'छिपालीस! किन्तु (४ ६) वा बर्ष होठ 
था 'चार सौ छ:'। यदि दोनों अंकों के बीच में जितना स्थान छूटना चाहिए उमसें वर 
छोड जाता था तो पाठक को भ्रम हो जाता था कि छेखक का ताले ४६ से है र 
४०६ से। इस भ्रम के निवारण के लिए उसे इस प्रकार (४ ६ )छिला जाने लगा! 
इसी प्रणादो का आवुनिक रूप (४०६) हो गया है। अव प्रश्न यह रह जाता हैहि 
विह्न धून्य के लिए निर्धारित किया गया उसीसे अज्ञात राशि का निरूपणवर्या छवि 
गया। किसी प्रश्न के कयन में अज्ञात राशि ही ऐसी राशि है जो आम में मे की 
जा मऱती। अतः वह एक ऐसी राशि है जिसका मात निकालकर खिल स्थात प९ 
अरना है। इसीटिए जो बिन्‍्दी रिक्ति के लिए निर्धारित की गयी उसी से के 
राधि का काम भी लिया गया। विन्‍्तु यह कहना गछत होगा कि ० को अजात शागिडे 
विद्ठ के रुप में निश्चित कर दिया गया था जैसाकि डा० होते और शर के मात ्ः 
है। घून्य मुख्यतः रिक्त स्थान” के लिए ही निर्धारित था। अज्ञात राशि के हि 
मोई निश्चित चिद्ध था ही नही। ऐसा समझने के लिए हमारे पांस दो दारण हटा 
(१) यदि ० वास्तव में अज्ञात राशि का विह्ञ होता तो प्रस्‍तों के हठ क्री डे 
कियाओ में अनेझ स्थानों पर इसका प्रयोग होता। रिन्‍तु समस्त हततविती में हा 
पर भी प्रस्त के डयन के परचात्‌ ० का प्रयोग नही होता । 
(३) वही वही उक्त चिह्न के बदछे मूल्य स्पात हिखा गया है। देती 
अज्ञादी | पृष्ठ १९५. न 
हुए प्रादीन पुस्तरं इस प्रकार ठिखी जाती थी हि दिमी भी पृष्यपूण हे 
और बायें पन्ने पर एक ही संस्या पहती थी। इस पृष्ठयुस्म को मंद में हट 
(॥०8०) बही है। दाहिता दृष्ट रेग्टो (0८८४०) और डा पृष्ठ वर (४४४) 
जहदाठा है। हप इत दब्दों के दिए विस्नलिखित समावतों (ध्वर्षशर/ह 
का प्रयोग करेंगे-- 
०00४० जोही 
९८८६०. दाराँ 
जल बारां ६72] 
दटू शब्दाबदी हमते शबदे के कहा की दाष्दावदी मेंठीदै। डर 
हादमे जोएँ २५ बारे और २६ दायें बर बाठे है। पहदे रवात पर हा हम क 
ही सिखा हुआ है । दुसरे स्दात दर बेवद 'डुल्य दिखा है. रिल्‍्यु उसहिबाद दे 


दवद नाड हो चुते है। अतुमाल है जि बराँ पर मी झूल्य वात हैं होगा 





े 


बोजगणित क्र 


प्रयोग मक्षाली हस्तलिपि में कोई निराला नटी है। क्रीयर और मास्कर ने मी इस अर्थ 
में ० का प्रयोग किया है। श्रीघर की त्रिश्ञतिका मे पृष्ठो १९ और २९ पर इसके 
उदाहरण मिलते हे । लीलावती के पृष्ठ २१५ पर यह उदाहरण आता है -८ 

कोई दाता पहले दिन दीन द्वम्म देकर, प्रति दित दो द्वम्म की वृद्धि से देता रहा । 
इस प्रकार उस दाता ने तीन सौ साठ द्वम्म दिये। तो कितने दिन में ३६० द्रम्म 
दे चुका, यह वताओ। 

न्यास : आदि ३, चय २, गच्छ ०, सर्वंघन ३६० . 

यह्‌ प्रश्व समान्तर श्रेढ़ी (#एप्षाए्रत्पव्गें छ०87८5आ०४) वा है और 
इसमे गच॒छ (पदों की सख्या) निकालनी है जिसके लिए ० का भ्रयोग किया गया है। 
श्रेद्ी का प्रथम पद (5६ एशगा) ३, सार्वान्‍वर (0०7० अंधिया८०) २ 
और पदों का योग ($प्ण्म ०६ ८४705) ३६० दिये हुए है । 

यो माल्‍्कर के समय तक वीजगणित की सकेतल्लिपि काफ्री विकसित हो चुकी 
थी, फिर आचार्य महोदय ने अज्ञात राशि के संकेत य का प्रयोग न करके ० का प्रयोग 
बयो विया? कारण यह है कि उक्त प्रकार के प्रश्न लीलावती में अकगणित की 
विधि से दिये गये हैं और अंकवणित मे बीजगणित के संकेतों का प्रयोग वर्जित है। 

डा० होने लिखते है! कि “समय की गति से शून्य का दूसरा प्रयोग (अज्ञात 
राशि वाला) भारत के बाहर के देशों में लुप्त हो गया और उसका प्रयोग स्थिति मान 
की दशमिक पद्धति की आदि संख्या के रूप में ही रह गया। उक्त चिह्न का दोहरा 
उपयोग मारत मे कहीं कही पर अब भी दृष्टियोचर होता है। यह तथ्य इस बात की 
पुष्टि करता है कि उवत पद्धति को जननी मारत देश ही है।” 

शब्दावली 

भक्षाली हस्तलिपि के अधिकाश पारिभाषिक शब्द वही है जो अन्य हिन्दू ग्रन्यो मे 

प्रयुक्त हुए है विन्तु बुछ शब्दो में अन्तर मो है । हम यहाँ ऐसे शब्दों की सूची देते है । 


हस्तलिपि का दब्द अख्य प्रन्धों का शब्द अंग्रेजो समानक 
वर्ग श्रेढ़ी ए०्ह्ाब़्आंणा 0 इ5चा९5 
सदृशीकरण संवर्धन वरटएंचरल्प्रणा ४0. 
हर साम्यकरण प्ैला०्रच्चा.ण 


१. ॥॥० छाभजाओं क्ञाऊव्मफ 7० पर्केध्य कैपपरपायार अणा 
(7888) 9. 35- 

२.७. 8. छषप : प्रल्‍८ 8 क्‍सग्पीथानपं5-ऊणी,.. व्यो, 
कै, ४0०. अंडा (929) 7--60 9. 37. 


शडडट ग्जित का इतिहास 


स्थापना न्यास एग2, ण एट बगलाणा 
न्यास स्थापना ०4 एाीचिय- 


इस सूची में स्थापना/ का शब्द महत्त्वपूर्ण है? मध्यवाल्ीन समय में प्रायः सदा 
इसके स्थान पर न्यास का प्रयोग हुआ है। हस्तलिपि में वही पर स्थापना वा और 
कही पर 'न्यान स्थापना/ प्रयुवत हुआ है। इस ठष्य से यह निष्कर्ष निवलता है हि 
स्थापना प्राचीन है। घीरे-घीरे इसके स्थान पर “यास वा प्रयोग होते रूया । दीच 
के दिनों में एक समय ऐसा आया ऊद स्थापना वा प्रयोग कम होने लूगा और न्यास डा 
प्रयोग बढ़ने छगा। ऐसे ही परिवर्तन युग में कदाचित्‌ मक्षाद्ी गणित का ब्रादुमांद 
हुआ + 

'सवर्णेन! पर भी विचार वीजिए । आरयेमट्र के समय (३९९ ई०) से पिछली 
बई इताव्दियों तक बरावर “सवर्शन! का प्रयोग होता रहा है। हिन्तु भश्ञादी हस्तलियि 
में यह धब्द बे व एक स्थान पर साया है। इससे यह प्रमाणित होता है हि मशातों 
हस्तल्िपि क्र्यमट्ट के समय से पहले की है। इसका अर्थ यह टुआ हि हस्तदिति 
सम्मदतः तीसरी या चौथी झताब्दी ई० की है। 


अश्षाठी पाह्दुलिपि में बई ऐमे शब्द भी प्रयुक्त हुए है जो और विसी भी प्रात 
हिस्दू एन्थ में कही पाये जाते। 


झंस्द यय॑ अंप्रेजो €मातह 
दर्ष श्रेघों इतांल 
चास्त कषेप, विस्त उकथौँधादाए 
प्वुति सल धन 0/8ूशर्य शरण: 
ज्र्म अनुकुन इल्रष्लावद 


हिल्तु एश दांव में झश्यतटी प्राटुदिति और बन्य इस्यों में समातता हैं शवों 
हे की झतिरिविवाओों (30६₹८४फपंटा७) है ॒र 





अधमाहपरों का प्रोग शब्दों 





बे र्श्ि 
में हिंदा गया है। इसबा एुश सुखर पदाशरथ मो बारें में छिहवी है 
है थक 3 बा इब्त द्-क हर | 
७. हि. हु७ | डक. जुट आ 50६. कर 


बोजगणित श्ड्प 


इस प्रश्न में पाँच अज्ञात राशिया है। प्र, हरि, तू, च, पं क्रमश प्रथम, डिवीय, 
तृतीय, चतुर्थ, पंचम की सक्षित्तिवाएँ है। प्रश्न में निम्नलिखित पाँच समीकरण दिये 
हुए हैं-> 

य,कय+१६,.. यह्तयतू१७,.. य,+ंय,5१८, 

ब,+य, १९, ये कयचत२० 


हस्तलिपि वी विषयवस्तु (0०ाध्थाछ) 


हस्वलिपि की विपश्वस्तु के विषय में डा० होनेल ने अपने उपग्लिसित छेख के 
थृ० ३३ पर लिखा है-- 
पुस्तक बा विषय अंवगणित है। पुस्तक में दैनिक जीवन सम्बन्धी बहुत से प्रष्न 
दिये हुए है। यहाँ दुछ उद्याहएण दिये जाते हैं-- 
(१) एक गाड़ी में १० मेः बदछे ५ पोष्ट छोते पये है। १० घोड़े मिलकर १०० 
(योजन) चले जाते थे। ५ घोड़े रितनी दूर जा फरेंगे ? 
(१) दूसरा उदाहरण जटिल है-- 
हर व्यक्ति पहछे दिन ५ योजन चलता है और फिर प्रत्येत दिन (पिछले दिन से ) 
३ योजन अधिक चलता है। एव दूगरा ब्यवित्र उससे ५ दिन परले चडता है और प्रति 
दिल ७ योजन चलता है। रितने राम परचात्‌ दोनों मिलेंगे ?ै 
(३) यह भम्त और भी जटिल है-- 
तीन ब्याशरियों में गे एफ के पास ७ घोड़े है, दूसरे वे पाया ९ शस्चर और तीसरे 
2 पास १० ऊँट। उमभे से प्रदेश इस छत पर ३ दर्शु दे देवा है वि इन पशु बे सर नो 
में रस प्रशार दरादर बरारर शॉट जाय वि अन्त में तोनो बी सम्प्सि समान हो जाप 
प्र्येर स्दापारी वो मौटिद सम्पत्ति वितती थी और प्रश्देर दश्ु का बदा सत्य था २ 
हल प्रप्तों को ह5 दरने दे जो निदय रहिये सदे है उसकी शिपि दिछवुल यार्विक 
है भोए उसयें गिदर ररते बो रट॥१ बस आशयहता हरी है॥ अल्तिस प्रध्त जा 
हज इस इगार है-- 
दाग थे एशुओं को संध्या (३) वो हारे ह ध्यागरी दे एशएत करे 6.2] 


१७०) में में चशरो। हो: (४, ६, 3) को रुझा शरो। दुद्तप १६८ आदाव 
इस दुणनपातर को बमय सोजों सपो 


क ध्ट श्ष्ट 
है 











न्ञ्च्स 





१५ 


बोजगणित शर्ट 


ब्यापारिक प्रश्न वहुत थोडे हैं। हानि-छाम के प्रइन एक छोटे से अंश में है और ब्याज 
पर केवल एंक प्रश्न है। विविव प्रश्त प्राचोन हिन्दू संस्कृति से सम्बद्ध है। कुछ प्रश्न 
सीता, राम और रामायण के अस्य पात्रों पर हे, कुछ शिव, पार्ददो पर, कुछ सूर्य देव 


के रथ इत्यादि पर। 


पाठकों और गवेपकी की सुविधा के लिए हस्तलिपि को विपयवस्तु को कई विभागों 

में बाँटा गया है जिन्हें रोमन बर्णों से निरूपित किया गया है-- 

(१) वर्ग मूल ($4०४८ रे.००७) 

(२) एकघात समोकरण ([.छा८४ए सितुण्आ0०5) 

(३) विशेष प्रश्न 

(४ ) वर्ग समोकरण ((२४३ए८०४८ एेपुप४0०05) 

(५) समान्तर श्रेढियाँ (68 प्रक्रा0०घ८७ ?27087०5#णा५$) छे और 

(६) दिघात अनिर्णोत समीकरण ([7026छाआ306 (२७३१० 
एव4०४४ण७) # और [7 


006407>0 


(७) मिश्र श्रेणियाँ (20%ए०फावे 5८घं८$) कम 
(८) मुबर्ण गणित ((०४९०४४०४५7०३४ए8 १० 800) 2 | 
(९) आयजनव्यय, हाति-लाम 4,, 0, और 8 
(१०) विविध प्रइन 4 


इनके अतिरिक्त वुछ प्रदव मापिकी पर मो दिये गये हे । हम यहाँ हस्तलिपि की 
विध्ययवस्तु के कुछ नमूने देते हैं । 
पाठ फे नमूने 
(क) दर्ग सूल आदि 


(१) हृस्तकिपि में कुछ प्रइत्त ऐसे दिये गये हे जिनमें समान्तर श्रेढ़ी, वर्ग-मूलल 
ओर वर्ग-समीकरण में से दो या दोनों प्रकरणो का समावेश हो जाता है। 
(१) जोडी ७ वाया 


2 मा] उ बडे पुण० नित्यदत्त ७ | 
हू, 4 १ है 


* भन्नाक्वो व] पृ० १७४ + 





से... आदि [4। लिमत ! ०] उन्‍्ध्ाध्य [ *। 
गजियं। उस्तर | ४ | अनेन महजित ४. आत्म ३ 
5 5६ ५६ 

एव स्पायिक | दे ! एवं जा: 

उ ४ पे ३ रुपोश कप्णेन फल रू सर 
हा 

[उक्त नियम बा सत्यापन और एक उदाहरण दिया गया है। 

| एक समान्नर श्रेंद्री दी गयी है जिसमे 

३, सावन्विर>४, सरब्बयनर 32 (गच्छ). 

दो की सख्या) तिवालनी है । 

पर प्रकार की प्रतीत होती है : 


ग़्तो 

वि ६8 

रे ण्र्य >३]% 

(ग-१)- २०३ > गरू३- 
तर! 


+ यह सूत्र निद्धित दिखाई पड़ता है-- 
न्छ [(च्ड-! )इमशारि] 
>स, गच्छ>ग, चयन्‍ूच, आदिर-अ रखें तो सूत्र का यह रूप हो 
लो चर भ] + 
स्तर श्रेढ़ी के योग के आधुनिक सूत्र से पूरा पूरा मेल खाता है। इसे 
रण (# के 
अ-च) स- २ सर ० 
ग्रं को हल करते से 
“च)+४/ (३ अ-च) +८चस अ-च) +८चस 
श्च 
वलिपि में यह सूत्र रुपप्ट रूप से नहींदिया गया है, जिन्तु इसका 


पर हुआ है, जैंसे इस भइन म-- 





बोजगणित श्डर 
(२) जोड़ी ५७ बाय ओर दायाँ 


अप्दोत्तरध्ने गुणिते | ४० | दिघ्तम आदि च. ...... 
निक्षिप्य | ४१ | मूल! ६ | शेयच्छेरो द्विमगुण .....- 
५ 





| 
शुद्ध तस्मात्‌ 
अक्ृति श्किप्ट कृत्यूता शोयच्छेशे दिसगुण 


तद्‌ बर्ग दल संडिलिप्ट: हृति शुद्धि ंति क्षय: 











अब्ति श्लिप्ट. ... . - तद्‌ द्वितंगुग कृत 

६।| तद बर्गंते ह] बढ के 2५ 

५ । कै... कल, 

६$4 १२ १२ १४४ 

२५ |. ११८३३ | १८४८ | कृतिक्षय कृतिम्‌ 
[३८८ | | १८४८ | है 
एप मूलम्‌ ॥ तन्मूलम्‌. . .. . मूर्ल एक १ एप सदृशे पतित 
जाता | ९९८५ | ..... ० सममकक्‍ते उत्तरस्‌ दिगुण २ अनेत 
१८४८ | 


भकक्‍त्वा | 20] एंप पंच वस्य पदम्‌ ॥ अस्पप्र, ... . 
| १८४4 
मृत्रम ॥! एको राशि दिच्या स्थायश् चय से 


. था के आरण्म का भाग नष्ट हो चुका है। डा० के ने उसकी पूर्ति इस प्रकार 
बी है--- 





अतः सन्‍्ह 
बज अजगाए _(२-- _..४४१-१ 
रभूः एे-शमदह<-(२ 0 न्त्ति . 


करणी ६/४४ का प्रयम सन्निक्टन (#एएप०उंश३प०॥) निवालने के लिए 
इस सूत्र 
अऑकपृसे> कर रू 
है 86 2 ३ 
बा प्रयोग किया गया है। 


उपरिलिखित रेलिखित उदाहरण में निहित है। “*अक्ृति | 
[ मूल का ॥ 808 पल प्रकार किया है 
“झव् हे 8 को न 
धटाओ। क्षेत्र को ।; 


भान, वर्ग की भाय दो इस मि्न के वर के अ 
4 लब्ब 
/ ग संस्यासे 


गे से होन, निकछ आयेगा 
इस सुत्र के अनुभार, 


|) पे 
कप >कज ते 


>ही मान दिया मो है। 

”्स! हक 5 है ११८३३ _ 

“ह/्नि-आ- ड़, शनि !) 
०. ९९८५ 
शा ८ 


डोजरपणित प्पर 
(ग) जोड़ो ४५ बायाँ और ४६ दावाँ-- 
३/३३६००९ ८ ४पछर-उद्ट 
४ छु$ई) 
हू ५७९ + ऐरडई -+ छड़र। ० 
५७६॥ हर 7 २ (५७९ डर 
डा के ने बर्गे मूल के सूत्र का दुछ दूसरा ही अर्थ दिया है। कदाचित्‌ बह उसका 
दीक दोक आशय नहीं समझ पाये । हमे डा० दल बाला निर्वेचन ही उपयुक्त जान 
पड़ता है । 
(ख) मिश्र श्रेणियाँ 
हम जान चुके है कि मक्षाली गणितत्ञ समाल्तर श्रेढ़ी के नियमों से भल्ी माति 
परिचित थे। वे छोग ज्यामित्रीय श्रेणी से मी अनभिज्ञ नहीं थे। इतना ही नहीं, 
समान्तर-ज्यामितीय श्रेणियों वा योग निवालनां मी जानते थे। इनमें से बुछ के 
अभिदेश (२टा८॥८८७) इस प्रकार हे-- 
(3) जोड़ो २२ बापा--शसमे इस प्रकार शी श्रेणी का प्रयोग है-- 
प+रेप+३१+४प+ >््पप 
(४) भान छीजिए कि हम विश श्रेणी के विभिन्न पदों गो प,, ए९, प,.. . . . . पे 
निहूपित दरते हैं। तो २३ दायें में इस प्रवार की श्रेणी आतो है-- 
प,+रेप.+३प,.७४प+%. .... गप ._। 
(४) २३ बाये में इस प्रशार शी श्रेणी वा प्रयोग आता है-- 
पक ३१९ +३ (प.+५,) +४ (प.० ६ -प,) :  ««- 
इस प्रतार को ध्रेणी वो युति वर्ण कम' बहा यया है। 
हम उपत प्रइत को विस्तार पूर्व देते है'-- 
कक कल, प्रश्तचपुषे ८७०० “२० 
8%&&७« ४० कु 3४» »« प्रयमस्प सु कि मदेव्‌ 
बल 2 5 | श्र | 44 | डे ३००। 
(११ १६१ ११६७ ४१६ 
बामिके घूस्य पिल्‍्यरत बामिद १॥ एड न्यस्त. .. . 
ता घर बगेद गुणितं । १६ २॥ ९ ॥ ४्ट 4 एव 








१: तारों ]॥7 १९४ 





४० ५९. . 


शत: पहले व्यक्ति को ५ दीवार मिले । तो शेष तीतों व्यक्तियों हो करण; १०, 
५ भौर २४० दीनार मिले । 

(7४) २५ बायां और २६ शव... 
प+(२५, ऊफ़) [३ 4, (फ एब))- (४ इ्<(फ+२१)) >....... 
(४) २४ दावा... 
१,+(२५, :#फ)+ (३५५ (छ+ब)) + (है + (क+२ २) 2: 

(थं) २४ काया... 


(प,-१) ऊ (फ- ब)) 
*+ १,)> (फ २0037 
से प्रफार को श्षी काम वुलयुजित बृबकन है 


बीजगणितत श्ष्स 


(शत) ५१ दार्या और वार्या--इन पुष्ठो में दो उदाहरण दिये गये हैं. जिनमें 
अमान्तर ज्यामितीय श्रेढ़ियों दा प्रयोग किया गया है। हम वायें पृष्ठ को सामग्री 
बड्ाँ देते हैं- 




















| दू ३२९ 
। न 
| ११३६ | २७ | ४ | 
करणम । उत्तर. ... . .तत्रोत्तर राशिता योग ८७ एवं पता दृश्या शोपनीया 
जाता २४२. न पुरुथ । १३॥ ३।९१॥ २७ + ८११ 
योग १२१ अनेन. . जाता [२| एप द्वौ प्रयमस्य धनम्‌ 


२। ६+ १८ । ५४ (१६२ उत्तर राशि संदुर्व जात 
।00 8 हि ह४७ | अ४४ | एपा 
है २ | २ | 





* आधुनिक सरेतलिपि में हम इस उदाहरण को इस प्रवार निख सकते है-- 
प,+३ प,+ ३ ' प.+ ३" प,+३प. 

कहे [प.+ (प,+प,) + (१.५ प.+फ,) 

+(प.+प.+प,+१,) ]७३२९. 
भक्षारों गणित बो विधि दे अनुमार पर रखते से पहली श्रेगो 
न्ण२+६+ १८4-५७५४१-१६२० २४२ 

«« दूसरी श्रेणी बा योगज+३२९-२४२०२८७, 

अपार ५,+(१.+प,)+(प, +प.+प,) + (प.+प.+१.+१,)११६ 

बाम पक्ष *२+ (२+१६)+(२+६+ १८) +(२-६+१८+५४) 

२०८+२६+८०*०११६॥ 

«« हमारा अनुमान पर टीव हो निरछा ६ यदि बतम पक्ष गा योग ११६ के 
सपान पर और हुए हो च को उसने टेरिश वियस के अनुयार ११६ शो झाय दे देते 
जता पिएने दो एव उदररो में हम पर मो चुरे है 

प्रज्त से रपट है हि 

प, 5 रेइ,. प.*३प,, पे य,. 

अदइ यार हुए हिये हुए इश्ल वो इस ब्रकार डिखे-- 


डे 





“है (५-प,) 5 १८०३ ८८ २४८ ६, 
डे (पर०प.८प३) +५४- है २६7० प४+ दे *ः 5 

“ए (प.+प.>प,०प,) ** १६२-द॥ै <० *+ १६२+६९ 

मन श्स्रे व अर , 

$ प्रशार उद्ाहरघ के अन्त में दिये हुए मित्रों का अर्थ रपष्ट हो ता (4| 
हि उपरिलिखित उदाहरण में इस प्रव्वार की समान्‍्तर-स्शलिकोर थी 
वा है-- 

पंप न) + (व (प+पन)>पन') 
(पनपन-पन)-पन)०- ----००--०० 

(ग) ट्विघात अनिर्शोत समोश्रण 

६ दारपॉ-- है 
ते सी सस्दा है. डिसमें ५ जोहने से अथदा डिससें से ७ घटाते से पूर्व 
ग़्हैस् 

ये है-+ 

/>धुल्न्ट' और य--३>%* | 

पिटी और चटारी हुई सथ्याओं को जोड़ो । 

घन्ज्ल्टैरे: 

आंबए ढरों, सो ६ ब्राप्त टुआा । 

डे ४ हस्तागठ हुअ१॥ 

१5 ज्दुजा । 

ग॑ ४हूआ) 

रीपर 3 को शो य 
रे १३१ बाल हृथ। दी उन्‍्रर हुआ! 


न बुत उश्धूव 


बोजगणित श्ष्५ 


ज्ञांच करने से यह उत्तर ठोक दिखाई पड़ता है क्योकि 

११+५७१६, पूण्णे वर्ग 

और (१--७हह४, पूर्ण वर्ग । 

अब हम उक्त उदाहरण का पाठ देते है झिसे पढ़ने से उपरिल्िखित प्रत्येक पस 
स्पष्ट हो जायगा। 

॥ को राशि पच युता मूलाद, सा राशिस सप्त हीौन मूलद को सो राशिर इति प्रश्त ! 

| ० ५ यु मूं ० | सा ० ७+ मू ० 

६ अल, । 4 है... है !्‌ 
करणम। युत हीन॑ चमेकत्वं १२ तद दलूम्‌ ६ द्वि हणम्‌ ४ दल २ वर्ग ४ हीने युतिम्‌ 
छू कर्तव्या। हीन॑ ७+अनेन पुनि ११ एप सा राशि ॥ अस्य प्रत्यानय कुयते 
(007 9 2 हट 58 १ यू ५ मूं ४ै| (५ ७+ मू २| 
4 4 4 .' | १ 

पचाएं सूत्र प्‌ 
सूष्रमू । गवा विशेष कर्तंब्यं धन॑ चैव धुन. , .. « .. « « 

'उपरिलिखित उदाहरण में इस प्रकार के समीकरणों का अध्ययत क्या गया है-- 

य+कल्ल्ट य-खत्त्ठ' | 

यदि ग कोई पूर्णाक हो तो इन समोकरणों का हल 

रे 
ब-(ब ह 7) कह 

होगा। ग का यह मात छेते से (प+क) और (य--ख) दोनो पूर्ण वर्ग हो जाते है । 
उपरिलिखित उदाहरण में ग-२ लिया गया है। मक्षाली हस्तलिपि में केवल उपरि- 


लिखित विश्िप्ट समीकरण हल किये गये हे ।' साथिक समौकरणों को हल करने वी 
विधि नदी दो गयी है। 








(४) २७ दायाँ-- 
करण । पृथक रूर विनिक्षिप्य । पृथक रूप क्षिप्तं जातम्‌. . .. . « « “म्यासों तत 
गुण | हे | ४ ] अम्यासं [१२ | रूपहीन १...... अम्यासा चतु पचका | 


अब क्षिप्तं जात॑ | १५ | १६ | एप विगुण, 
| | ४ | एप 





ता मूल. . .. . नि चतु पंचा 


१. देखिए, भक्षाल्री | पु० ४२३ २. भज्ञाली वी १६७१ 


4५६ ग्रणित का इतिहास 


आधुनिक सक्तेतक्तिपि में यह प्रस्त इस प्रकार लिखा जायगा-- 
ये र-- ३ य--४ र+ १८६०. 
हल, ये (र२--३) ४ र> १. 
अतः यदि र३- म रखें जिसमें म कोई मो राधि है, नो 
क्ष्न 
और बज * वि“म)कर _ फइक३ 
मर मर 
मई रखने से, रर४, य+ (११ अथवा १३)+४. 
अतः घन चिह्न वाडे समीकरण का हल हुआ १५, ४ 
और ऋण चिह्न वाले समीकरण का हल हुआ १७, ४. 
मे को अन्य यान देते से अतेक अन्य टढ निकल सकते है 
एक दूसरे रूप में हु इस प्रकार मी निकल सवता है-- 
(य-४) रच्श्यक १, 
अते',. यन्‍ून४+स रखने से, 
2 238८ //0:4 / 20 # कल १ 
मे मर 
मं? लेते गे, प<+५, र-० (११ बबवा १३)+३रे- 
अतः धन बिद्ध वाे समीकरण वा हल यह हुआ . ५, १४,और ऋष चि् ६8 
समीकरण का हल यह हुआ: ५ १६ 
उपते समीकरण सादिक समीकरण 


न 


ये र--श <--ख ए---ए२+० 
बे विशिप्ट रुप है डिनबे हल ये है-- 
यू रे के, सरच-क्‍ात्सम, 
मम 
कं 
अप. यबच्यथा-म, ध्ज ट न्क्र्ा 


ऋसादी दस्वलिदि एड टीरा हूँ 
शा० होनेंट डिलते हैं हि “मक्षाली हसददिति का रइना काद और अजती 
शेरिल का धादुदि कःछ दो लिन्र-मिश्य दर्टुएँ है) हमारा डिच्यार है हि आशा! 


बोजगणित शव 


गणित उक्त हस्तलिपि से बहुत प्राचीन है। हमे विश्वास है कि अक्षाल्ली गणित वा 
आरम्म सन्‌ ईस्दी दी प्रारम्लिक दताब्दियो में हुआ था । सम्मव है कि तीसरी अथवा 
चौपी शताब्दी में हुआ हो ।/ 
किन्तु डा० के वा मत इससे विलबुरू भिन्न है। उन्होने लिखा है कि “हमारे 
पास इस बात का कोई समुचित प्रमाण नही है कि सक्षाली गणित उक्त हस्तलिपि से 
बुराता है।”' रे 
“उबत कथन से सम्बद्ध पाद टिप्पणों में डा० के लिखते हैं कि “हस्तलिपि विसी 
अन्य मौलिक कृति की नइछ नही है । किन्तु वह कई लेखको द्वारा लिखी गयी है। 
उसमें अन्तनिदेश (८०४७-८टिएला८८$) हैँ। एवं स्थाते पर एक सूत्र को सहया 
गत डाली गयी थी और उस गरूती बा सशोपन एक विभिन्न लिसावट मे विया गया 
है” डा० के इस बात को मूल गये कि उपरिलिखित वस्तव्य का पदलाो अश अल्तिम 
अश से भेल नही खाता 
डा० दत्त का विचार है कि हसतन्थिपि एक ग्राचोत प्रन्प की प्रतिलिपि है और 
यह समझने के लिए उनके पाम पर्याप्त प्रमाण है | गणित के प्राघोन हिन्दू प्रस्थ प्रायः 
अध्यवरिधत धप से लिखे जाते थे। हमने पिछले अध्यायों में कई उदाहरण दिये हे 
जिनमें एव ही प्रस्य में अंवगणित, दोजगणित और रेखागणित के प्रपरण दिये हुए हैं 
और बट भी दस प्रवार हि ग्रन्थ वो उबत भागो में याँटना री बटिन हो जाता है। बही 
बद्दी पपतों एक ही साथित प्रश्न से गेधित रो अनेक एाराओ का सम्मिथण मिलता 
है। एतता ही गटी, प्राचीत समय में ऐसे प्रष मो लिखे गये है शिन में बेदल गणित 
$ शगुत से पूत्रों दो एश शाय दिता दिसी कम के भर दिया गया है । 
अड भात छीजिए कि कोई स्यक्ति तिसी पुराने एस्द पर टीह ररिए रफा है। 
यह देतवा है हि ११में एर ऐसे भूत वा प्रयोग किया दया है जो $ २७ में आता है। 
तो या तो बहू टोरा बरते समर प्रररणो बा क्रम बदस् देदा था दोनो रदानों पर अत्व- 
विदेश दे रेगा। प्रायः टीशाकफार मौडित एस्द में आायदित परिदर्गत बरना 
घाटों । अत. ये अलनिदेश देवर ही गत्तोप बर लेडे हैं। अदइ तनिर झोष्ठी ३ दाये 
के (रस पद दर रिचार कोडिए-- ५ 
सप्त धरे मिटिसिंद रिदेप कट 
अपे--'मापरे पृष्ठ पर रिया हुआ है।” 









१. होईछ़: बहो चु० ३६१ २- अत्तारो $ ११२१ 
३. भष्टाओं | १७१३१ 


बोजगरणित श्प९ 


अनुसार भी हस्तलिपि में चार पांच प्रकार की लिखावट दिखाई पड़ती है। अब तनिक 
जोडी ४ बाये के चित्र पर विचार कीजिए जो मक्षाली ॥ के प्लेट [9 में दिया हुआ है । 
उस्नी में यह वाक्य आता है--सूत्रे श्रान्तिम अस्ति, जिसका हमे ऊपर उल्लेख कर 
चुके है। पहली बात तो यह है कि यह वावय मो उसी लिखावट में लिखा हुआ है 
जिसमे उक्त पूरा पृष्ठ, जिससे सिद्ध होता है कि उक्त टिप्पणी का लेखक वदी है जो 
सारे पृष्ठ का। दूसरी बात यह है कि यदि कोई व्यक्ति किसी अन्य छेखक की क्षति में 
पंकितयों के बीच में कोई टिप्पणी लिखेया तो स्पष्ट पता चल जायगा कि उक्त टिप्पणी 
भोलिक लेखक की नही है क्योकि टिप्पणी दो सामान्य पक्तियो के वीच में आ पड़ेगी । 
मौलिक झेखक जान बूझ कर तो उक्त स्थल पर अधिक स्थान छोड़ेगा नही क्योकि 
किसी टीकाकार को उन पंक्तियों के बीच मे कोई दिप्पणी लिखनी है। किन्तु जहाँ 
उपरिल्िखित टिप्पणी दी हुई है उस स्थान पर ऊपर और मीचे की पक्तियों के दीच में 
अधिक स्थान छूटा हुआ है! अतः यह निविवाद रूप से सिद्ध हो जाता है कि टिप्पणी 
और मूत्र एक ही लेखक के लिखे हुए है । अर्थात्‌ उक्त पृष्ठ का लेखक मौलिक छेखक 
नहीं है, बरन्‌ एक प्रतिलिपिक है। 

एक बात और मो है । जब हम दो पंक्तियों के बीच में कुछ लिखते हैँ तो स्वमावत- 
हमारे अक्षर स्थान को कमी के कारण छोटे पड़ जाते है । इसी कारण डा० के ने उक्त 
याबय 'मूथ्रे भ्रान्तिम अस्ति' छोटे अद्वरों में लिया है।' इस प्रकार वह थहे सिद करना 
चाहते है कि यह बावय दाद को पंक्तियों के दीच में लिखा गया है। किन्तु उक्त वाक्य 
के अक्षर भी उतने ही बड़े है जितने सूत्र के शेष अंश के। अतः उनका उक्त वाबय को 
छोदे अक्षरों में देना भ्रमोत्पादक है। 

अब तेनिक निम्नलिखित उद्धरण पर स्यान दीजिए जो जोड़ी ५० दायें से लिया 
गया है; 

«६००००००००००००० ४ द्चिप्ठ पुत्र 
सिक्स्पायें पुत्र पौत्र उपयास्पे भवनु 
लिखित बछाजपपुत्र गणकराज़े | 
“इस अंशवे विषय में . / है कि इस 

पृष्द ५६ ५.७ तो नहीं है, 
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बोजगणित श्र 


किन्तु इतना पता चलता है कि ग्रंथ किसी ब्राह्मण द्वारा लिखा गया था जिसके पिता का 
नाम छाजक था। 

“छाजक कदाचित्‌ सझ्जक नाम का पात्र ही है जिसका उल्लेख राजतरणिणी मे 
कई वार हुआ है। सश्जक कल्हण के समय में (वारहदी शताद्दी में) सेद कार्यालय 
में अधीक्षक था, किन्तु इस व्यक्तित का हमारी हस्तलिपि के लेखक से सवंध जोडने का 
हमारे पास कोई कारण नही है?” 

बलिहारी है इस तर्क की । डाबटर के किसी न किसी प्रकार यह दिखाने का प्रयतल 
कर रहे हैं कि मक्षाल्ली हस्तलिपि वारहवो शताब्दी को रचना है और अत में स्वयं ही 
अपनी उक्तियों को काट देते हे । जब बे यह मानते हे कि छूजक और सज़जणक को एक 
सिद्ध करने का उनके पास कोई प्रमाण मही है तो सरजक के नाम का उल्लेख ही क्यों 
करते हे । क्या केवल नामों की समानता के कारण ? किन्तु समानता भो तो कोई 
विशेष नहीं है। 

एक बात और मी ध्यान देने योग्य है। उपरिलिखित उद्धरण में 'लिखितम्‌' 
का प्रयोग हुआ है। इसका अर्थ यह है कि छाजक-पुत्र केवल एक प्रतिलिपिक ((०- 

9) 50) ही था। यदि बह ग्रत्थ का मूल लेर्दक रहा होता तो 'इतम्‌' अथवा 'विरचित' 
जा प्रयोग किया गया होता | हिन्दी में वो ३७फे०४ शापला, $८70० सबके लिए 
छेखक' का ही प्रपोग होता है, हिन्‍्तु संस्डत में अधिकतर उपरिलिखित दोनो शब्द 
प्रयुक्त होते हैं । 

हस्तलिपि का रचना काल 


डाक्टर होल का विचार है कि मश्नादी हस्तलिपि ऐसे समय में लिखी गयी हो गी 
जब देश पें हिन्दू सम्पता और ब्राह्मग विद्वत्ता वा आधिपत्य था। इसका पता तो प्रथ 
शो दिपय वस्तु से ही चलता है। एक समय था जब काबुल में हिन्दुओं रा राज्य था। 
भक्षाली घाँव उसी राज्य वा एक अग था। जय महमूद ग़जनदी ने मारत पर आक्रमण 
हिये तब बादुल भा राज्य हिन्दुओं के हाथ से जाता रहा। ये घटनाएँ दसवो शताब्दी 
के अंतर और स्यारहदी शताब्दी के आरघ्म बी हैं। उन दिनों यह सामान्य प्रया दी दि 
सबट के समय हिल्दू अपनो सूल्यवान्‌ वस्तुएँ मूमि में गाड़ दिया बरते थे। सम्मवतः 
मधाली हस्वलिपि मो श्गो प्रशार-बमोन में गाइ दी गरी होगो। यदि शारटर होवेंल 
बा यह अनुमान सत्य हो सो यह सिद्ध हो जाता है कि हस्वलिति दखबी झताबदी के 
परचात्‌ वो नही है। 


शबटर होनैंल दे अनुघान के [िएय से डाइटर के टिसते है रि इस बाद बा को ई को 
श्र 


शखलित वा इतिहास 


नहीं है रि हतलिति जान दे को 
दात वा भी हो प्रसान सह! 
नई निश्लयात्मर विप्द नही 





बोजगणित शहर 


कॉप्टर (22॥007) ने अपने ग्रन्य में उसी उक्ति को दुहराया है और उसपर जौर 
दिया है ।”” 

डाक्टर होनेल ने कोई पूर्व घारणा वनायी हो या न बनायी हो, किन्तु डाक्टर 
के ने अवश्य यह घारणा वना छी थी कि मक्षाली हस्तलिपि का रचना काल बारहवीं 
शताब्दी से पहले का हो ही नही सकता । हमने डाक्टर होर्नल का जो मत ऊपर व्यक्त 
किया है उसमे उन्होंने यह कव कहा है कि छठवी शताब्दी से इलोक छन्‍्द का प्रयोग 
बिलकुछ बन्द हो गया । उन्होने तो केवल यह कहा है कि छठवी शताब्दी से आर्या छन्द 
का प्रयोग होने लगा और गणितज्ञ उसी छन्‍्द में अपनी पुस्तकें लिखने लगे। केवल 
इतना ही नही, इलोक छन्‍्द में लिखी हुई कुछ प्राचीन पुस्तको की पुनरावृत्ति भी आर्या 
छन्द में हुईं। इसलिए यह अनुमान होता है कि क्दाचित्‌ भक्षाल्ली हस्तलिपि की 
रचना छठवी शताब्दी से पहले हुई हो । डाक्टर के ने जो तस्य दिये है उनसे केवल 
इतना निष्कर्ष निकलता है कि छठवी शताब्दी के पश्चात्‌ भी इलोक छन्द का प्रयोग 

* होता रहा। केवल इसो विना पर यह नही कहा जा सकता कि डाक्टर होल का 

अनुमान सर्वथा गलत था। अधिक से अधिक यह कह सकते है कि डाक्टर होल का 
मत निश्चयात्मक भही है । किन्तु डाबटर के को तो येन केन प्रकारेण डावटर होनेंल की 
बात को ग्रछ॒त सिद्ध करना था। 

डाक्टर हारने लिखते है कि भक्षाली हस्तलिंपि उस विचित्र भाषा में लिखी गयी 
है जो पहले गाथा उपभाषा (930८८८) कहछाती थी और जो प्राचीन उत्तर पशचमी 
प्राकृत अथवा पाली का साहित्यिक रूप थी । उसमे संस्कृत और प्राकृत रुपो का विछक्षण 
प्रमिश्रण दिखाई पड़ता है। मथुरा के मारतोय सीधियन राजाओ के शिलालेखों से 
पता चलता है कि उक्त भाषा उत्तर पश्चिमी मारत में तृतीय झताब्दी तक साहित्यिक 
क्षेत्र में साधारणतया प्रयुक्त होती थी। तठत्पश्चात्‌ सस्कृत का प्रयोग, जो उस समय 
तक ब्राह्मण संप्रदाय की ही मापा थो, लोकिक कार्यों में होने लगा । बौद्धों और जे निया 
में प्राचीन साहित्यिक मापा झुछ दिन और चली होगो, किल्तु उसका प्रयोग शेवल 
धामिक इत्यो में ही हुआ होगा । अत. मक्षाली हम्तलिपि में उसका प्रयोग यह इगित 
करता है कि उक्त रचना तीसरी अथवा चौथी शताब्दी के पश्चात्‌ की नहीं है । 

इस संवध में डाइटर के ने हह्तलिपि में से बहुत से उदाहरण मापा-चैज्ञानिक विशेष- 
जाओं के दिये हे और ग्यारहवी और वारहवी शताब्दी के शिलालेखो की मापा से 


3. एजौ्णाइला एल 5550गरंत प तेल #शबतोलागणो: (३3०4), 
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बीजगणित श्ष्ष्‌ 


हम बहुत विश्वास नहीं कर सकते /' दूसरी बाठ यह है कि सक्षाली हस्तलिपि में 
दिये गये १६ या ३ दीनार वाले पारिश्रमिक को हम अत्यधिक नहीं कह सकते वयोकि 
भारत उन दिनों सम्मवत. संसार का सबसे सम्पन्न देश था । यदि हम यह दूरारी 
जवित न मी स्वीकार करें तो मी यह क्यो न मानें कि इतने ऊँचे पारिश्रमिक (विद्या- 
दियों को) परिकलन के अम्यास के लिए दिये गये थे २” क्‍या भैराशिक और भिश्नो 
के अम्यास के लिए पुस्तको में काल्पनिक आँवडे नही दिये जाते ? 
हम पुर्जर से सहमत नही है । साथारणतया गणित की पुस्तकों में भी व्यावहारिक 
प्रश्न ही दिये जाते है । कही कही ऐसा अवश्य करना पडता है कि काल्पनिक, अव्याव- 
द्वारिक आँकडों का प्रयोग किया जाय । मान छीजिए क्ि हमें कमरो के द्षेत्रफल पर 
प्रश्न देना है। तो अभ्यास के लिए हम ऐसा प्रश्न देते हे-- 
एक कमरा ४०० गश्ञ रूम्बा, २५० गड्र चोडा है . ..” 
किस्तु ऐसे प्रश्न बहुत कम होते है । ऐसे स्थछो पर हमारे पास और कोई उपाय 
गही होता। हम विद्यार्थी को ऊँचे अको बेः परिकलन का अम्याग कराना चारते हूँ 
और विपय कपरो के क्षेत्रफल वा चलछ रहा है। तो विवश होकर हमे इस प्रतार 
के अध्यावहारिक प्रश्व बताने पड़ेंगे । परन्तु जब हम ऐसा भ्रइन देते हूँ कि 'एक बुली 
का पारिध्रमिक १८ दीतार प्रति दिन है' तो प्रश्न को व्यावहारिक बनाने के लिए हम 
कुली के स्थान पर विसी बोतदाल अथवा राजमन्त्री वा वेतन १८ दीतार प्रतिदिन 
दे सकते हूं । 
अतः हम यद मानते हूँ कि महावीर के उबत प्रश्न में यदि हिसी बुली का वेतन 
१८ दोनार प्रति दिन है तो वह दोनार ताँवे बा ही रहा होगा। वि्तु इस स्वोशारोबित 
से भी हमारे मत वी ही पुष्टि होती है। वस्तुओं के दाम घटते बढ़ने रहते है। यदि 
भद्दावोर के समय (९वो दतास्दी) में एक बुली दा पारिभ्रमित् १८ दीनार प्रति दिन 
था तो उससे कई शताब्दी पटले ही पारिथ्रप्तिर की दर १६ या २ दीवार रहो होगो। 
हम यह मानने को तेयार हे हि मक्षाल्ली हस्तलिपि बाला दीतार ताँदेगा गा 
होगा। तब इस तप्य से अवश्य ही यह निष्कर्ष निरलता है कि मशारी गा समय 
महादीर के समय से बई शताब्दी पहले रहा होगा बरोडि सहावीर बे समय में बुलियों 
का पारिथमित्र १३ या २ दोनार नही, १८ दीनार या। २ दीनार से १८ दीनार 
हक पहुँचने में स्वमावतः बई घतास्दियां छय गयी होगी । इस प्रगार डा० ने स्व्य 
अपने राबों वे जाल में पस गये है । 


३६ शा० के मे रदयं पहो बात अपने रुचत शो पाटटिप्पणो में बहो है । 





बीजगणित १६७ 


हन | अर । 
४ स्लफड पा इपइर 


अपः ढा० के के तक विलवुल निराधार ठहरते हैं । 

उपसंहार 

(१) डा० के ले जिस अध्यवसाय और छगन से भक्षाली हस्तक्षिपि का सम्पाइन 
किया है, वह प्रशंसनीय है। उन्होंने गवेषको के लिए इस दिश्ञा में पर्याप्त सामग्री 
उपस्थित कर दी है ॥ किल्तु उसके रचना काल के सम्बन्ध में जितने निष्कर्ष निकाले 
है, प्राय, सब गलत है । 

(२) हृह्तक्िपि के रचता काल के सम्बन्ध मे यणित के प्रमुख इतिहासज बुहलर', 
कॉण्टर' और कजो दी (03]०४) ' सब डा० होतेंल से इस बात में सहमत है कि हम्त- 
'छिपि का रचना बाल ई० की प्रारम्मिक शताब्दियाँ हूं । डा० दत्त वा भी यही मत है। 
हम डा० दत्त के निष्दर्ष वा रामयंन करने है । 

(३) डा» के ने मह मो छिद्ध करने का प्रयत्त किया है कि भझाली हस्तलिपि 
विदेशी गणित से प्रभावित थी । विस्तार बे आधा से हम उवत प्रइन पर गहरे सें 
नही जाना चाहते । डिन पाठकों को इस दिपय में रुचि हो, डा० दन का उपरिलिखिन 
छेख पढ़ सवते है । वहाँ उन्होने अवाद्य प्रमाणों द्वारा यह सिद्ध जिया है कि मक्षालों 
गधित की उपय सोलह आते इसी देश मे हुई थी । डा० के को रक्‍्य मी अपने तकों एर 
पूर्ण विश्वास नही है बयोदि बह मशाली ! के $ १२१ में छिखते हे हि-- 

“किन्तु निग्सन्देह पश्चिमी प्रमाव के प्रमाणों का यह अर्थ नहीं है कि द ति मारतीय 
मही है। बह उतनी ही मारतीय है जितनी उस काल की कोई अन्‍य घणशितीय कृति । 
उससे हिन्दू पुराणों और हिल्दू देवताओं हे अभिदेश हैं और मापा मी एक प्रतार 
से भारतीय हो है॥ लिपि भी उत्तरो भाग्त की प्राचीत लिपि को एक शाखा ही है। 


था, एणा6 वंआ5$ 4 जात अध्ललेणााला। २. ००यवृषट:० ते! 
2ीक्स्णवेःट, खोज, 5०० 3फफा, २. वत्मत्व शा (879) एए- 9-०३: 
+595 [6 शारगण्वेंक वीजुछाण्चंगाउप्तणा तीत्ट ॥5 मातंलछ, फऐउ 
0५ १५59-67. 

३० वीजा 'गेल्ण्ट्टाभुगीए़ [६ 82. 

* फिलक्कति।ल ३०८ कज्धी, व छ. 3985 

3 विछागए रण कउफे, समवे वठे. ( 85% ) 7925 (६ 85- 
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उपस्थापन का रूप मी मारतीय है। और अधिकाश उदाहरणों की विषय वस्तु री 
भारतीय है। कि 

इस प्रकार ढा० के ने स्वयं ही अपने तकों पर पानी फेर दिया है। जाई वह हरे 
[सर पर चढ़कर बोले । 


(५) ५०० से १००० इं० तक 


जहाँ तक बीजगणित का सम्बन्ध है, चीन में ५०० और १००९० ई० के बीच मे 
दो तीन ही गणितज्ञ हुए हैं. जिनका नाम लिया जा सके । पाँचवीं शताब्दी तो घर: 
कोरी ही रही। छठी शताब्दी में पहला नाम चाँग क्यू वात डा आता है। ईर 
जोवन बाल ५३५६ ई० के आस पास था। इसने तीन आयों में अंकपर्णित डिंता है 
अमी तक उपलब्ध है। पुस्तक में अंक्गणितीय दिपयों के अतिरित समा धो 
(#मंग्रीणालांव्गों एड प्कमणग) और अनिर्णीत एवघात समीवरणों वा हों 
विवेचन गिया गया है। 

सातवी शह्ाब्दी में एव गणितज्ञ बाग स्याओ तुंग हुआ है शिसरा जोकत बरस 
६२५ ई० वे लूगमंग माता जाता है। उसकी द्िय विषय दिविपत । 
था जिसमें उसने दद्षता प्राप्त कर ली थी। उसकी प्रमिद पुराक वि झूखाति 
है। पुम्तेक में मापिकी पर बोस प्रश्त दिये गये है. जिनमें से हु में घन मर 
प्राप्त होते हैं ॥ इस प्रतार बह सरते है रिवाग स्याओ तु पहला 
जिसने घन समीकरणो पर झेखती उठायो। 

आंडबी इंताइदी में चीन बा गणितीय जाये नगष्व रहा 
एसग अदा्य हुआ जिसने ७२३ हू में एक तथा तिथियाोत बनाया, 





) एक गर्दन बाई 
मम लाई 





बेन ठिविपतव है। सत्‌ *+५ के आस पास ज्रौविष पर छत अन्य 48 
है, जिसका नाम वाइ-यून्आान चात-विंग था। हित डात दोतों पुस्तरों में र्नि 
बज के अतिरिक्त और कोई सबितीय दिपय नहीं दिये गये है >ल्‍ 

[इस समर क्षा हम उल्देख कर कहे है, उस सम चीद हा गंखित शत की ब्रा 
हित बर ने लूटा था। ६३० ई* ने छगमग अंदगदित है एक रत ही रपः हू 
और खाप हो साथ जापान में जीत बी मार पदतिं की अपना दिया एशा। दस मत 


(रक्त श्‌र बेधकाला स्थापित हुई और उन्श ई० 
दइति घाड हो गरो। विड्ञादियों के दिए विस्टदिसित 


फिदे ले 


बोजगणित श्ष 


» चौ-पई स्वान-किंग 
* सून-ज्री स्वाननकिंग 
» ल्यू-चाँग 
. सात-कई चुग-चा 
» वू-त्माओं स्वानन्यू 
» हैई-तो स्वान-घू 
बयू-स्लू 
* बपू-चंग 
" वैयू-शू 

अब इनमें से तौसरे, चौथे और सातवे ग्रन्य अप्राष्य हैं । इन प्रन्यों ने झताब्दियों 
शक जापानी गणित पर अपनी छाप डाली है। 

तत्कालीन जापानी गणितज्ञों में एक ही और नाम उल्लेखनीय है--तेनशिन । 
इसका जीवस काल ८९० ई० के आस पास था । इसका मौलिक नाम मिचीजेत था। 
यह एंक अध्यापक और सामन्त धा। विज्ञान और साहित्य के क्षेत्रों में इसकी स्याति 
इतनी फंछी कि इसके देहान्त बेः पश्चात्‌ जनता ने इसका नाम तेनडशित रख दिया। 
जापानी माषा सें इस शब्द गा अर्थ होता है 'देवी पुरुष । 


२5 हक ढ लए हाई हुए दुए दक 


भारत 
आयंभट्ट 
हम ऊपर लिए आपे हे कि ५००-१००० ई० तक भारत में अनेक गणितञ 
हुए है । उनमे प्रमुख नाम आयंमद्ट बा है। आयंमट्ट के अक्गणितीय वा्य बा उल्लेख 
हर पिएले अध्याय में कर घुके है । उतके दीजगशितीय शाय॑ के शुछ नमूने हम यहाँ 
देजे हे । 
(१) आउंमटोप बा २४ वाँ इलोक इस प्रवारं है -- 
दिड्तिगुणात्‌ स्वर्याई दघन्तरवर्गेण संयुतान्मूलम्‌ । 
अन्तरपुरत॑ हीने तदुयुणवारदय  दलितिम्‌ ॥र४ी। 
अग्र--दो राषियों के पुधनफुल के घौगुने मे उनके अन्तर का वर्य जोडदर वर्ये मूछ 


झेने पर राशियों बा अल्तर जोष्द अयदा घटारर दो से माग देते से उफद राशियाँ 
भ्रात हो जाती हे। 


१७० 
में हम उक्त सूत्र बोई 


अक गरेतल्किर 
))% ना) +* अथवा से । 


आर्पु। 
बुला रा 


(हे आ ये म्ीय 
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अत. हमारो समान्तर श्रेढ्"ों यह हो गयी 
४, ७, १०. १३,.. -««- ५५, ५८५ 
इलोक के मध्य भाग का अर्थ---अन्त्यधन' में 'आदि' जोड़कर आघा करने से 
मब्यबन प्राप्त होगा । 
ऊपर दिये हुए उदाहरण में 
मध्यघन ८ “३१३ 
हे 
स्पष्ट है कि यह सस्या श्रेढ़ी का मध्य पद अर्थात्‌ दसवाँ पद है। किन्तु 'मध्यघत' 
का अस्तित्व मध्य पद पर आश्रित नहीं है । यदि श्रेढी के पदों की संख्या विपम हो तो 
मब्य पद और मध्यघन एक ही होगे । परन्तु यदि पदो को सख्या सम हो तो श्रेढ़ो में कोई 
म्रष्यपद होगा हो नहीं । श्रेद्दी 
२, ५, ८, १६, ...----*२२ पदों तक 
में कोई मध्य पद नही है। किल्तु ऊपर दिये हुए सूत्र से 
अन्त्यचन रू २१. ३+र२ हर ६५ 
और सध्ययन+ लीड ३३३ । 


श्रेढ़ी का दसववाँ पद ३२ है और ग्यारहवाँ ३५ और मण्यधन इन दोनों का मध्यक 
(॥/८०ा) है। 


इलोक के अन्तिम माग का अर्थ--मध्यधन को 'गच्छ' से गुणा करते से सर्वेबन 
प्राप्त होगा । 
इस प्रकार उपरिलिखित श्रेढ़ी का सर्वधन अर्थात्‌ पदो को योग 
व ३३३२८२२ 5९ ७३७ ॥ 
मान लीजिए कि किसी श्रढ़ी में 


आदि 5-5 आ, चय “5 च, 
मब्यबन रू मं, सर्बबन 5 स, 
अंत्यथन _+ अं, गच्छ >॑ग । 


तो उपरिलिखित सूत्र इस प्रकार लिखे जायेंगे -- 
अं 55 (ग-१) च+आ, 
मे व आ _ (ग-१)चकरआ 
इ्‌ डरे हे 


व ग्रणित का इतिहास 


अं+या 
मे आय पा के पर्नति-नचरुर का): (5) 
यह मृत्र श्रेढ्ढे गधित के आधुनिक मूत्रों से अमिन्न है। 
(४) ओरपेगटीयं वा २० वो इलोक -- 
गच्छोषप्टोत्तरगुणितादुदिगुणादुत्तरविशेषतर्गृतातु 
मूल द्वियुणायून स्वोत्तरमाजितं स्यायंस्‌ ॥रणा 
इस इलोक में गज्छ निकालने को विधि दी गयी है। बर्थ इस प्रचार है 
सर्वधन को ८ से गुणा करके गुणनफछ को चय से गुघा करो। आहि को गिगुंगित 
करके उसमें से चय घटा दो और शेप का वर्ग करो । इस वर्ग को उपर गृशनर्ट मे 
जोहरर वर्ग मूठ विश्यकी । वर्ग मूल में से ट्िगुणित बारि घटा कर ऐप को बय मे 
भाग दो | मजनफल में ३ जोड़ कर योग को आपा करने से दष्छ प्प्प होगा ! 
सा्वेविश माषा में हम यह यूत्र इस प्रकार लिखेंगे / 
५८ सब: [२ अ-ब) ->२ आ_ ! कल 
छः कक 
यह मृत्र भी आधुनिक शेड़्ी गशित के सूत्रों से पूरा पूरा मेल खाता है। 
(५) आपेमट्ट ने थेद्री स्यवहार के अल्तगेत हुए अन्य सूत्र मी दिये है औो जाई 
लिह रुधित में मो इसी प्रररण के साप दिये जाते हैं । 
मत लीजिए हि हिसी समास्तर थेड़ी में 
आओ चल «5 है 
सो या थेड्ठी शारत होगी-- 
१६२ ०३०४० . . थ परदे वर (४) 
आदुलिश वारिशा[रिर हद में एक थेदरी हे मोटे वी ग प्रडविद रंगों हा 
योट बहने है । 
ऊपर (१३) में दिर हरे दूत मे इस थेही का सई कत 
। 
ने, | 6-१) गे 
औरेकटीए मे बफ शुज स्पाट का से नहीं दिशा दपग है। हिस्तु बह अताजर । 
हरि आई मटू सो बट शुरु शक के रह हक इसहा 7 ड हररच सी वर है दि बव हुए 
कई गुदा हरी कै. (३) बे दिरे हर सूद (कट) का ही स॒लिट हर है। दूढरा पर 


बोजगरणित १७३ 


यह है कि आयेमट्ट ने इसी सूत्र के पदों में अन्य सूत्र दिये हे जैसा कि निम्नलिखित से 
स्पस्ट हो जायगा। 
संस्याओं (क्ष) को 'संकलित' अथवा 'चिति' कहते है । अतएवं हम सूत्र (व) 
को इस प्रकार लिख सकते हैं --- 
चिति गे अथवा सकलित ग दर नर (ग+१). 
आधुनिक संकेतलिपि में इसी सूत्र को इस प्रकार लिखेंगे-- 
5) गरक लि 
अब मान छो कि हम १ से छेकर ग तक इन चितिथों का संकलत करें। तो यह 
श्रेणी ($०४03) प्राप्त होगी-- 
१+ (१+२)+(१+२+३)+ (+ २+३+४)+. .. . » « 
+(१+२+३- - «०» -+ग)- 
आयंमट्ट ने इस श्रेणी के योग का नाम 'चितिधन' रखा है। 
आर्यमरटीयं के २१ वें इलोक में इस श्रेणी के योग का सूत्र दिया हुआ है--- 
एकोत्तरादुपचितेगे च्छायेको तरज्िसंबर्गं: ॥ 
घड्मक्तस्स चितिधनस्सेक पदघनो जिमूलों बा॥२१॥ 
भावा्थ--गच्छ को प्रथम राशि मानो । 
भच्छ में १ जोड़ो । यह दूसरी राशि हुई । 
दूसरी राशि में १ जोड़ो । यह तीसरी राशि हुई। 
तीनो राशियों के गुघनफल को ६ से भाग देने से श्रेणी का योग प्राप्त होगा । 
अथवा, दूसरी राशि के घनफ़ल में से दूसरी राशि घटाकर ६ से मार देने से 
वितिघत प्राप्त होगा १ 
अत. हमें हस्तगत है-- 
वितिधन--- न) (7६२) __(ग+१)-(ग१) 
६ हः 
(६) आर्यमद्ट ने ग भाइृतिक संख्याओ के वर्गों के योग को वर्ग चितिघन' और 
उनके घनों के योग को 'घन चितिघन' कहा है। इनका मान निकालने के लिए आयंमटू 
ने २२ वौ इलोक दिया है-- 





सैक्सगच्छदाना करपानृविमंवर्यितस्थ पष्ठोंड्यः । 
वर्गवितिधतस्थ भवेच्चितिवर्यों घचितिपतसद रद 
के प्रयम भाग का अर्थ--यच्छ को प्रयम रासि मानों । गच्छ में १ जोड़ो। 
राशि हुई। दुगुने गच्छ में ! जोड़ो। यह तीसरी राशि हुई। तौनों राशियों 
फ़ठ को ६ से भाग देने से वर्ग चितिघत प्राप्त होगा ॥ अतः 





+२-३+५..... . . .+ग>- (ग-१) (२१६१) 

६ 
के के अन्तिम माग का अर्थ--विति का वर्ग घचिति घत होता है। अतएव 
“श+३९+...... « जन (ग-१) है ॥ 


ब्रह्मगुप्त 
'यो पर ब्रह्मगुप्त का कारय्ये भी उल्लेखनीय है । इतता ही नहीं, वह्मवुत मै 
क स्पष्ट माया में दिये है । हम यहाँ ब्राह्मस्फुट सिद्धान्त के दत्सम्बन्थी इलोक 


इलोक १७-- 
पदमेकद्दीनमुत्त रगुणित. संयुक्तमादिताइन्त्यधवेम्‌ । 
आइियुतान्त्यघताथे मध्यवर्त पदयुथ ग्रणिवम्‌ ॥(आ 
इलोक से समान्तर श्रेंद्ी के सर्वेघन का वही सूत्र निकलता है जो आरेग्ट 
(ऋ) है। 
॥ शोक १८-- 
उत्त रहीनद्विगुथादिश्ेयतर्ग घत्रोत्त राप्टवर्ये । 
प्रक्षिप्प पद शोयोन द्विगुणोत्त रहते गच्छः:॥१4<॥ 
लोक से गच्छ निकालने के लिए यह सूत्र प्राप्त होता है-- 
_/((१आ--च) “+८सच_ -(३आन-ड) 
रच 
यूत्र आरयंमह के २० वें इतर के सूत्र से असिन्न है ) 
)दछोेक १९-- 
एकोनरसेकार्थ यदीष्टयच्टप्य मबत्रि सद्चुलितमू । 
सइदियुतगच्छगुणितं व्िहते सद्भुलितिसदुछितिम ॥ह९॥ 


बीजपणित श्ज्प 


इस इलोक के पहले माग से तो संकलित ग का ही सूत्र निकलता है-- 
गे (ग+१) 
हा र्‌ 2 
किन्नु दूसरे माग से यह मूत्र प्राप्त होता है-- 
७.4 ग-- 
डर आप 
यह सूत्र वही है जो आयंगट्ट शीर्षक के अन्तर्गत (५) में दिया गया है। 
(#ए) इ्लोक २०-- 
द्विगुणपद्स कगुणितं तत्‌ त्रिह्त मवति वर्गसड्धूलितम्‌ । 
घनस दूलितं॑ तत्कृतिरेपा समगोलकैश्चितय ॥२०॥ 
इस इलोक से वही मूत्र प्राप्त होदा है जो आर्यमट्ट (६) में दिया गया है। 


महावीर 


महावीर के गणित सार संग्रह के ५ वे अध्याय का श्षोपक 'मिश्रक व्यवहार' है। 
उक्त अध्याय का अन्तिम भाग “श्रेढ़ोबद्ध संकलित' ($घशाशआपेणा ० 5९८९७) 
है। उक्त भाग में महावीर ने समान्तर श्रेढ़ी, प्राकृतिक सख्याओं, उनके वर्गों और 
नो के थोग तो दिये ही हैं । इनके अतिरिक्त गुणोत्तर रंडी (56णाव्प्रात्ये 
97०१ए८७४०४) का प्रकरण भी दिया है। इसो विपय के कुछ सूत्र परिकर्म 
व्यवहार नामक अध्याय के 'संकलितम्‌' शीर्षक के अन्तर्गत मी दिये गये हे । साथ 
ही कुछ बहुत ही रोचक प्रश्न दिये हैं । अन्त में दो एक नियम छग्द-शसस्त्र (2:05009 ) 
की सात्राओं की संख्या पर मी दिये है ! हम यहाँ महाबीर की कृतियो के कुछ नमूने 
देते है । 
(१) श्रेणियों के संशलन से पूर्व महावीर ने एक प्रकरण दिचित्र कुट्टीकार' 
दिया है जिसका इछोक २८९ इस प्रकार है-- 
परिविशरा अप्टादश तूणीरस्था: घराः के स्यु. । 
गणितज्ञ यदि विचित्रे कुट्टीकारे श्रमोःस्वि ते क्यय ॥२८९॥ 
इलोक का दब्दायें न देकर हम उसका अप्यय आवुनिऋ परिमाया मे देते हू 
यदि एक वृत्त दिया हो तो उसके चारों ओर हम ६ समान वृत्त ऐसे खीच सकते 
हैं जिनमें से प्रत्येक अपने प्रतिवेशो दोनो दूत्तों को छुए और केन्द्रीय वृत्त को मी छूए। 


१७६ 


गणित का इतिहास 


इसी प्रकार इन ६ बुत्तो के चारो ओर ऐसे ही १२ बृत्त सीचे जा सकते हैं! 
युत्तों के चारो ओर इसी प्रकार के: १८ बृत्त खीचना सम्मद है। 


इसी प्रसार, प वे चेक्र में ६प बुल्े सम्मद होगे। रपप्ट है दि प घरों 





अत पहले चक मे ६ दत्त, दूसरे में १२ दूस, तीसरे में १८ बुल हुए. 


पूर्ण संख्या 
“>१०१५७५६-२७६-४५६३) . »-.. प<६ 
परष- 
ज्-ही-श्३- ५ . )चा-६ 3) 
जच्है >३े प(प+१) 


मद प्रस्त यह हैं हि यदि हिसी चत्र के माह दृत्तो को संस्या दी होगों तक 


बल भी सरया बरा होगी 


झदि दी हुई सर्द स कैसी स०घ प 
दे ४; प्/म 
पूर्ण कि ३०१०० » है|. 
शरद बतोंडी पूर्ण सशरदा 5१ रि !) 


इपगिडियित रशेह में यह सूत्र इस रूप में दिया गेशा है 
(स-३)'-१३ 
हर 
(२) इरिदर्य स्थ्रहार इतोह ९९-- 
ऋुषस छू डिवान्यघर विद हपइश्य गुकषपत मं शत 
अश्रूतबगूत॒ बुखोत डये शोड रशा विव सम ॥%॥7 
दस इदोद में दशोखर खे ही का बोष विदडने का सूत्र टिशे गया हैः 
च्ष + हाई धरपए ((55एस00 मश») 
अनरइत «० अव्िय बड़ 
टेक डूब से र 4३! बट योग 
डर मजा 
पा हू 
झार अतिका (दिल बुचोेलर अप में 
ब्र >>, अर. अप, 
_. हा रा नया आओ [अ-!१) हु 
८27 


ञ्, 








देह मुह रुणोआर छूट दे दवईे अशुलडदशम अ्रक है + 


डोजगणित १७७ 


उदाहरण--एक व्यक्ति एक नगर से दो मोहरे प्राप्त करता है। वह नगर 
नगर घूमता है और प्रत्येक नगर में उसे पिछले नगर से तिगुनी मोहरे मिलती है । 
बताओ कि आठवें नगर में उसे कितनी मोहरो की प्राप्ति होगी । हि 
(३) परिकर्म ब्यवहार इलोक १०१-- 
असहृछक मुखह्गतवित्त येनोद्धुत मवेत्स चय । 
अ्येकगुणगुणितगणित निरेक्पदमात्रगुणवघाप्त प्रमव, ॥१०१॥ 
इस इलोक के पहले माग में गुण निकालने की विधि दी गयी है, यदि श्रेदी का 'योग', 
'भादि' और 'गच्छ' दिये हों । 
आवार्थ--योग को आदि से माग देकर मजनफ़ल में से १ घटाओ । किसी जाँच 
मजक से दोप को भाग दो । मजनफल में से एक घटाकर फिर उसी जाँच माजक से 
भाग दो। इसी प्रसार बार बार करते जाओ। यदि अन्त में मजनफल १ आ जाय तो 
जाँच भाजक ही गुण का मान होगा। अन्यथा किसी और जाँच माजक से आरम करो । 
उदाहरण--किसो गुणोत्तर श्रेढ़ी का आदि ३, गछ्छ ६ और योग ४०९५ है। 
गुण उपलब्ध करो ॥ 
४०९५ को ३ से माग देने से मजनफल १३६५ आता है। 
भजनफल में से १ घटाने पर १३६४ प्राप्त होते हे । 
पतः ४ से १३६४ भाग्य है, अतः हम ४ को जाँच माजक मानकर आगे घलते 
है। ऐप विधा इस प्रगार होगी-- 
डे 
्च्श्श 
औै४१०-१२३४०; 
नी <५; 
8 
<५-!* ८४; 
द्वार 
२१--१७२०; 
ह्ञप 


रे 


श्छ८ट 





शोशपणित १७ 


यह विधि इस सिद्धाल पर आपूत है-- 








ही (त हर (ज-!१) आन“ ९) 
आ (न"--१) हट 
ञ्रा ४ 





(न-१) १- नौ 

पशररण--रिी थेईठी में प्रथम पइ "९, दृण +, योग १३२७०, पद को 
मंहयों निवालों । 

किया इस प्रवार कोयो-- 

११३५५ (१-१) १९५५६ 


१६७५ ० 

५. ६ 

हचुभ 5 है १ घ ७ 

घ्घ श्स्ट कर 
+ »» है?८ ५ + न्रै४ड, +5* ३०, 
३ १२ 255 रा 
३३ 





नल 


स्पष्ट है वि ६६६ थे गुथ ८ हार जाता ै। अप रष्प ४। 
(६) एर रोबप शा विधव स्पषार बे १३२६ ३ १४४ब ५ हवा रू -- 
शाटाइपदरार अपु्तरा बल्ट्शशबटिरा * 
आर (टबार ब़्व रयू धेह्शड सगाकधब 2११३३ 
आशा --0३ १'स गाद रत (१शतीजबग) & आप बा है छा १४ ब बई 
पर के इटादा रद ४८६०४ च"र दर० _! ९ कह उरी दश० ४ ९० 
पर कहते दर दि हंगे ३ *.+ 





दष्१घश्ण बो हे ६ दबार छे बशएजेदे [१६३०३ ६३६ द१ 4४ दइ# 77 - 
आरएो, ऋरोडल्जि हि हिहककशबलओ आज्रलर 4 
कह कुइय कक 0ृाचिइ्टबाइभ (चर अस्क 0॥३०६ 


क्ारी है । ग्ि सगे अत के परान में ईंट 
7 डवरगिलिंशि। इजोद बा मार धॉरिविंक मीर्गी मे इन परम दिया 
जापाानण 


दूंशी री ऐहग हे ही १,शन मा +.0०४. 


बीजगणित श्ट१ 
प्ठा ८25 00 7 
#7252 “22222 220507 25 एड2 
2० सन्सल 22 4272... 2८ 
तर हट 402 हक हट 


ग्रीझ, पर वसंत बसे बस ञल 


2042 24722: 28 
० कर 2200 व न 2222 मम 
_ग (43५2 ६:22 पक्का पट 65 न्रज, 





बा श्र 
कि लक >> /न्‍त्क न्र्य5ः -&+/-: 4 जनधन, 
चित्र रेड--अलछरवा रिस्मो को पुस्तक रा प्रयम पृष्ठ 
[डिल एल्ट कम्पनी वी अनुष्ठा से, देगिह यूवील स्मिथ हृत 'हिस्टी शक में थें मेंशिवसा 
से प्रध्युत्नादित॥] 


हस एक पिछके अध्याय में बहाउद्दीन के खुलामतुल ट्माब का उल्देख बर 


बोजपरणित श्ध्३ 


चारों कोनों के छाद्वित वर्ग जोडवें होगे, जिनमें से अत्येक का क्षेत्रफक छुद्ट प है। 
अतः चारों का क्षेत्रफक मिलाकर है प हुआ। इसके जोडने से हमे प्राप्प हुआ-- 





(य+॥ १)* 5 फकड्ड पं । 

समीकरण के दक्षिण पक्ष का मूल निकाल 
कर वह य+ | प का मान निकाछ लेता था। 
और इस प्रकार यथ का मान निकल आता था। 
किस्तु दक्षिण पक्ष का वर्ग मूल निकालते में बह 
यहुथा घनात्मक चिह्न ही लिया करता था। 
अतएव इस प्रजार वह अधिकाश समीकरणों वा क 
एक ही मूल निकाला करता था। उसने उपरि- चित्र ३९-अलरुशा रिश्मी के 
लिखित विधि भब्दो मे इस प्रवार ब्यकत वी है-- समोकरण का एक वर्ग । 

“/ 'मूलों की सहया' को आधा करो। छब्ध सख्या को उसी से गुणा करो । वर्गफड 
को दक्षिण पक्ष में जोड़कर योग का वर्ग मूल निकाल लो | इस वर्ण मूल मे से मूलो की 
स्पा का आधा घटा दो । दोष फल ही मूल का मान होगा ।/ 

हम यह क्रिया समीकरण 





य+ १० यः5३९ 

घर लगाते है, जिसको उसने इसी प्रत्रार हल किया था। इस समोकरण में 'मूलो को 
सख्या' १० है। इसे आधा करने से ५ प्राप्त हुए । ५ को ५ से गुशा करने पर हमे 
२५ हस्तगत हुए। २५ को ३९ में जोडने से योगफल ६४ हुआ । ६४ का वर्ग मूल ८ 
आया। ८ में से ५ घटाने से ३ प्राप्त हुए। यही 'य' का मान है । 

इस प्रसर में एक बात बड़ी अद्भुत दिखाई कु 
पड़ती है । अलख्वा रिज्मी ने 'मूछो की संख्या | 

पद का प्रयोग किया है। उपरिलिखित व्याख्या ५ 

से स्पप्ट है कि समीकरण 

यफिप थ 5 फ 
में 'मूछो की सेख्या' से अल्ख्या रिक्मो का तात्पये 
“पे से था। आधुनिक गणित हमे बताता है कि 
उक्त समीत्रण के मूलों का जोड (--प) होता. चित्र ३६-अलड॒वा रिक्त्मो के 
है। इगसे यह निष्कर्ष निकलता है हि कदा- स्मोररण रा एक अन्य वर्ग। 
बित्र अलक्षता रिक्मो को समोदररण सिद्धान्त का मो आमास मिल चुका था 





बोजयणित श्टप्‌ 
अन्य लेखक 


यो तो उस काल में अरब और ईरान में अनेक गणितज्ञ हुए हे । किम्तु उनकी 
विशेष रुचि ज्यामिति और ज्यौतिप में रही है। उनमें से प्रमुख व्यक्तियों का उल्लेस 
यथा स्थान किया जायगा। केवल दो चार गणितज्न हुए है, जिन्होने बीजगणित में 
मी रुचि दिखायी है। 

अबू हनीफ अलू दीनावरी ने बुछ पुस्तके वीजगणित, हिन्दू आगणन विधियों 
और ज्यौतिप पर लिसी थी | उसको मृत्यु ८९५ ई० में हुईं। उसका अधिकाश 
जीवन दीनावर में दीता, जो उसका जन्म स्थान या । उसका पूरा नाम अहमद इब्त 
दाऊद अबू हवीफा अलदोनावरी था। 

अबू ज्ञाफर अलाजित का नाम विशेष रूप से उल्लेखनीय है। उसने धूबलीडोय 
ज्यामिति और ज्यौतिष पर अपनी छेखनो उठायी और श्ञाकवों ((०गरां७) की 
सहायता से धन समीकरण के हल करने का प्रयत्न किया। उसके जोवन के विषय 
में केवल इतना पता है कि उसकी मृत्यु ९६५ ई० के आस पास हुई । 

अबू बामिछ का उल्लेख भी अनुपयुक्त न होगा। यह मिस्र का निवासी था 
और इसेका जीवन काल ९०० के आस पास था | इसका पूरा नाम अबू बामिल 
शोजा इब्त असलूम इब्न मुहम्मद इब्द शोजा था। यह प्रतिभाशाली व्यक्ति था । 
इसका भुरुष कार्य सपीकरणों पर हुआ है यद्यपि इसने पुस्तकें अंक्रमणित और 
पण्चभुद और दश्मुज पर मी लिखी हैं । 

उसी समय के आस पास ही एक छेखकू अवी याकूब अल्नदीम हुआ है। इसका 
मुख्य प्रत्थ किताव अलफ़हरिस्त (सूक्तियों की पुस्तक) था जो इसने लगभग ९५८७ 
ई० में छिसा था। उक्त पुस्तक में इसने बहुत से यूनानी और मुसलमान गणितज्ञो 
को जीवनियाँ दी थी । 


(६) १००० से १५०० ईसवो तक 


यूरोप 
जित ५०० ये रा हम उल्लेख कर रहे है, उनमें बोजगणितत्ञ बटुत गस हुए हैं 
फ़ास का एक गणितज्ञ हुआ है जोन दः स्पूरिस (]८७४9 ०८ ?एा७) । इसका 
जन्म नॉमेण्डो (र०शागजातेए) मे १२९० के आस पास हुआ था और मस्यु १३६० 
है लगभग | इसके प्रिय विषय थे अंबगणित, ज्यौतिप और सगोद । इसने खूुगमग 


गरणत का इतहास 
अंकगणित पर कई पुस्तक लिखी थी । इसकी सबसे प्रसिद्ध पुस्तत रशह़ी- 
((ए्खठमं्ममोएश) थी जो पद में छिखी गयी थी। उक्त पुल 
' का भी समावेश था। इसकी कृतियों की सूची इस ग्रन्य में दी गरी है-< 
प8 : #िशापीपाहणा- एै, 735: 9" 739- 


बोजगरणितीय समोकरणो का भी अध्ययन दिया है। उक्त ममोरर्थो 


३-१. य १०० 
के 

इम्वा रिएमी और फिवोनाकी ने भी हल जिया था। इसके दो अन्य समीकरा 
; है +-+ 

इ्य-रैट८- या 

यो -श्सत्थय। 
* की सगीत सम्वस्धी पुस्तक स्यूडिका रखपेंहुलेटिया (अंत धृध्ा 
पी प्रसिद हो गयी है जो उसने १३२३ में ठिखी थी। उा पुर ४; 
ते बाजों के विवरण दिया है जो उस समय प्रवद्ित थे । 
दी झतारई में ही एक अस्प फ्रेंच छेस £ हुआ है तिशेलठ और (८७८ 
) । इसबा जन्म सम्मवत- १३२३ में बेन (०८४) में दुआ या शा 
जे कालिज में कुछ दित प्राष्यापड रहा । यह पवम घार्स (छाम हः 
ए्बारी था और इसका प्र द्वाम्त्र में मी या। इसी गे बताये है 
इर घार्स्म ने अपते राजकय सिक्े बनवाये थे। इसरी मद 
) में १३८३ में हुई। मोवत के अन्तिम बई वा बढ ईतीं मा ही 











की 

के ने बंटडयदित और स्यातिलि पर कई पुस्तक डिखो और आए २300 
अतबाद नी हिंद 4 इसको हइ़ पुस्टह़ ऐे स्योरियनस व्ेपोर्दतस ( मैप 
लुजधज्ापण ) प्रतिद हो जग है। उक्त परत्व में पे रा 
जे क्र दर को व बगा €£ 





थक हो बह प्ररोत दिया गंदा है। 3 
| बरणा दो 


च्द 


बडः ओर का 


हा 


बीजगरणित श्ट७ 


दे को लिखने के इसके ये दो ढंग पे-- 


5 
्ण 


| 


ल्‍् 
नल 


रे । 
॥ 
| 


छग्म्मय १३६० में ओरेंउमे ने एक अन्य ग्रस्य लिसा-- 
प्कबलगफ हल 88006. एग्दापंधणान ८ फ्ट्फप्रभणा ता 
कंध्राण, 

. उक्त प्रन्थ में ओरेंस्मे ने 'क्रमचय और संचय” (एऐलाएगपध्रपंणा5 आ0ते 
(०००१5) के बुछ यूत्र दिये हे । कदालित्‌ उसे सचयो का साविक नियम 
ज्ञात था यथ्पि उसने उसे स्पष्ट शब्दों में नहीं दिया है। विन्तु उसने इस प्रकार 

किलर. सहरूर 


के कई विशिष्ट उदाहरण दिये है । 


चीन 


छाइ भहू वा जीवन कार ११७८-१२६५ था। जीवन के प्रारम्मिक वर्षों में 
यह जन सेवी था और १२३२ में यह चून चौ का राज्यपाल हो गया। इसकी प्रमिद 
पुस्तक त्मों युअन है क्गि' है जो इसने सम्मवतः १२४८ में लिखो थी। उक्त शीर्षक 
वा अर्थ 'बृत्त माप का समुद्र दर्पण” है। यह ग्रन्थ और इसका एक अस्य ग्रन्थ 'आई 
कपू येद तुआन' प्राप्प है । इसते मी चिन व्यू शाव की भाँति, जिसरा उल्लेख हम 
एक पिछले अध्याय में कर चुके हें, संख्यात्मझ समोकरणों वा अध्ययन किया था । 
इसरेः उपरिलिखित दोनो ग्रन्थ आज तक चीन में आदर की दृष्टि से देखे जाते है । 

भाँप द्वी का नाम री उल्लेखनीय है। यह काइन को याँग भी वहदाना था । 
इसने १२६१ में एक पग्रन्प लिखा 'स्ाग किये बयू चाँग सुजन-फ़ा/ जिसका अर्थ होता 
है “नौ विभागों के गणिवोय नियमों का विष्टेषण ३” उक्त पुस्तक में इसने समान्दर 
थरेद्रो के सरछन के नियम दिये है। इसने अंब्यदित पर और मभोगई पुस्तकें लिसी 
हैं। इसता एक अन्य यन्‍्य है स्वान-फा सुय-पियेन देन-मो' जिसमें इस थ्रेणों 





ऋ्वान-हिंयों कि» (गणितीय अध्यय्त की झुमित्रा) 
यह चीत का पुर ची ऋषात्मक 
गया था और क्ते स्पष्ट रूप मे ब्यवत 


इन्ध भी खिता थीं ब्यायशारन ने भ्रत्य 
अनदती या । उसे रबसितो की ही ४ 
दाता बा नाम अजय! मः दिविदी 
्ही है हि कयतीयियों के र्ब्राः अन्य 
बप्ने थे । आप स्वाप इस 


दीजगणित श्ट९ 


हिवेदी यह उक्त देते हूं कवि स्थायकन्दलो के रचयिता ओवर और बिशतिका के 
छेखक श्रीघर दोनों एक ही व्यक्ति थे । 

श्रीधर की सबसे प्रसिद्ध कृति उसकी वर्ग समीकरण के हछ की विधि है। उसके 
डीजगणित सम्बन्धी ग्रन्थ का तो लोप हो चुका है। किन्तु उसके वर्ग समीकरण के हल 
की विधि कई लेखको ने उद्धृत की है। हम यहाँ मास्कर का उद्धरण देते है। देखिए-- 

दुर्गा प्रसाद द्विवेदी-- (मास्कर का) दीजगणित (लखनऊ) द्वितीयावृत्ति १९१७- 

इस ग्रन्य के पृ० ३०९ पर मास्कर ने श्रीघर का सूत्र इस प्रकार दिया है । 

चतुराहत वर्ग समे रूप पक्षद्यय गुणयेत्‌ । 
पूर्वाब्यवतस्थ कृते. समरूपाणि क्षियेत्तयोरेव ॥ 

भावार्थ- (समीकरण के ) दोनो पक्षों को अज्ञात राशि के वर्ग के गुणाक के चौगुने 
सै गुणा करो। दोनो में अज्ञात राशि के मौलिक गुणाक का वर्य जोड़ दो । 

श्रीघर के सूत्र का यह पाठ दृष्ण (लगमग १५८०) और रामकृष्ण (लगमग 
१६४८) ने दिया है। और इसी पाठ को कोह्ब्मुक ने प्रामाणिक माना है। विन्तु 
जशानराज ने अपने दीजगंणित में, जो उन्होने १५०३ में छिखा था, उपसिलिखित यूत्र 
की दूसरी पंकित इन शब्दों में दी है -- 

अध्यक्त वर्य रूपर्दृक्ती पक्षी ततो मूलम्‌। 

भावार्थ--( समीकरण के ) दोतों पक्षो में अज्ञात राशि के (मौलिक ) गुशार वा 
बर्ग जोड़ दो । तत्पशचात्‌ मूल (निवालो) । 

सूरदास ने १५४१ में मास्कर के दीजयणित बी एक टीका लिखी है। उसमे 
भी सूद को दूसरी परत का यही पाठ दिया है, और सुधाकर द्विवेदी ने भो इसी पाठ 
को प्रामाणिक माना है। 

दोनों पाठों का आशय एक ही निवलता है। क्रिया इस प्रतार होगी-- 

मान लीजिए कि हमारा समीकरण 

कय+खयवन्‍न्य 
है। तो समीकरण के दोनों पलों को ४ क से गुणा करने पर हमें प्राप्त होवा-- 
शक पडवसय--्डेक्य । 
अतः, दोनो ओर ख' जोड़ने से, 
डक यफडकसय+ख'स्ज्ड क य :ख, 


डोजदर्चिद हर 


(३) सर समोरत्य 
(४) वर्ग सपीररष 
(५) हुट्ृर। 





भाररर ऋण राशियों के निरःय बे दिए उसे उधर बिन्द्री छगापा बरते थ। 
कमरे बाव्यनिर राधिदों शा अस्तिग्व सरीशार नहीं घा। उस्हान एप रस्पान पर बडा 
है दिस ऋणारमब राशि डा गर्ग सूद हो हो नही सत्ता कराहि ऐसी राधि (पूर्ण ) 
ये हो हू। नही सरवा।” अत राधि वे छिए ये यावशावतर (जिला हो उतना )' 
का प्रवोग बरतें थे । विश्यु जद कई अहाह़ राशियों का प्रयोग वरना होता था 
सो थे रगो गे शास। बा उररोंग बरहे थे-- 

भला, मझब, पीते, रूएर । 

यह इन धब्दी बे प्रवमाशर रे छिपा बरतने थे, जे ने-- 

बा०, नी०, पो०, हू०। 

अविर्धोत सप्रीर रणों बा अध्ययन आय मट्ू से आरश्म का गया था और उतते 
पश्नात्‌ के समी भारतीय पमितजों से दंत विषय वा दिवेघत हिया था, दिलु मारार 
में हम प्रश्स्ण को पराशाप्टा पर पहुँचा दिया । म।रहर वो विधियाँ और उपस्थापन 
बुत ही रपप्ट हैं । इसने एुए प्रश्तों के हछ सो बिखुदुल सौलिक है । इस्होंने अपनी 

गो में , पुगपद एक्घात समीवरणों और दिपात 





जृतियों में एक्पात अनिर्णीठ समीकरण! 
सर्म(_रभो--तीनों बा सापन दिया है। यह बात नि्विवाद रूय से बही जा सकती 
है हि अनिर्णीव गमीव रण का हल समस्त संसार में खबगे पहले निक/छने वाड़े हिन्दू 
ही थे। बुछ इतिहासशों वी मारार शी विधियों में डायफण्टस के वार्य जी छाप दिपाई 
पहन है। दिस्तु मसस्वर वा बाय डायफेम्टस वी द तियो से दो बातों में बहुत वा 
बढ़ा च-- 








(१) डाप्फट्स ने वही साविक समीड रण नद्वी लि हूँ । उसने सदैव विश्विष्ट 
सर्मवरणों वा ही अध्ययन हिया है। इसके विपरीत भास्वर ने साविक समीकरण 
डेकर उनसे: साघन की व्यापर विषियाँ दी है। 

(२) डायफम्स साधारणत, किसी समीदरण का एक ही हछ निकाल बर 
मल्तोप कर छेता था, तिल्तु मास्राचार्य समीकरण के समस्त सम्भव हल निकाल दर 
ही दम मारते थे। 


इसी बिया पर हैकेल (29/८2८) ने कहा है कि अनिर्णीत समोकरणों के साघन 


के हल वी जो विरिं दी है, वह बढूत अतिमापूर्ण और मोटिक है। शो उम्दा 
जाम 'चत्रवाल विधि (0०० [/०४०्पै) रखा है। रहने उक्त विवि 


को १२ थी शताब्दी में के | बी विवि १६ इलादी में 
लिकाली । इसमें सन्देद तदी हि 5 पीय गणित के आस्कधनी वि 
छूगी, अत उत्हें उरी द्वीकरण वी देखे नये मिरे मे पट्टा। घलु वा 
विधि के आवदिप्कार वी ब्रायमिक के ही मिलता ३ बाल 
बश्लिमी गणित गेंलॉयल (ठगण्ो। ऑकलर ६), टेंशन ( ) 
मे जी चत्रीय विधि लिकाली हैं, वें ही विधि उल्द्य है। मे हम 
शुजर के ईे कथन से सर्हेर्नत उपर्िति को पैंल दी समीकरण 
एल5 84०७५४००) ने बहुकर मस्त बहता चाहिए! 
ह्वम पहाँ ट्िधियों के ई2 नमूने देंते है ह्र्मश्त दद्दाबरी की 
अथौग करेंगे । (ओ में 
(#णपंशपगे बहेंगे, 
१ अथवा जो कय' में जोड़ी जी (#ण४०पे को 
साविक समीकर्र्ण 
कू मोल 5 के (आ) 


हूँ ख लेपक है 
कऋरनिप्ड (लगे बहँगे। 
रु को ज्येप्ठ (ठ्प्व्म्प्णे बह़ेंगे । 
बीजगशित के ४ और ४२ वें ठोक इस प्रा द7/ 


हासवेप्कीसान तेश 
सानस्वास्वाट्यी जिवेशय करण 
साध्यासविस्तों हूनि 
मुलास्वेपों आवता प्रोच्रोर्टी 3 
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वग्याम्यायी._ ज्येप्ठलष्वोस्तदैवय 
हस्त छरष्वोराटतिश्च प्रदृत्या 
क्षुण्णा स्येप्टाम्यासयुग्‌ ज्येप्ठमूल 
तत्राम्यास, जेषयों शषेपक स्थात्‌ ॥४२॥ 
प्रषम विधि-- 


विसी भी संख्या को कनिष्ठ सायकर उसका वर्ग कर दो । वर्ग को खुणर से पुणा 
करके, पूर्ण वर्ग बनाने के लिए, क्षेपक को जोड़ दो अथवा पटा दो । फल वा वर्ग मूल 
निवरालो और छब्पि को ज्येप्ठ कहो । 

शनिप्ठ और ज्येप्ठ मूलों और क्षेपक को एक रेखा मे छिप्र दो। फिर इस्हीं तोनो 
के नीचे तोनो वो दुवारा छिख दो तत्यचात्‌ तियेंग्गुणत करो अर्थात्‌ कनिष्ठ को 
ज्येण्ठ से और श्येप्ठ को कनिप्ठ से गुणा करो। दोनो गुणनफ़छों शो जोड़ दो । अब 
इस पोग को शनिष्ठ मूल कहो । 

दोनो बनिष्द मूलों के गुणनफल का गुणक से गुणन करो और फल में दोनों 
जपेष्ठ मूलों के गुणनफल को जोड़ दो । फल एक ज्येप्द मूल होगा । 

अशात राशियों के अन्‍य मातों ( /2०८5 ) के बुलक ( ६८४) निवरालने के 
लिए भये बनिप्ठ और ज्येप्ठ मूल छेवर आये चचो। नेया क्षेपक पिछड़े क्षेपकों दा 
गुघनफ्छ होगा। 

इस विधि से हम निम्नलिखित समीश्रण के हल निरालते है-- 

श्योकशच्र व | 

ये हा सबसे सरल भान १ है। अत' हम इसो को र निप्ठ मूल मानते है । 

३ बा वर्ग करने ३ से गुणा करने पर ३ प्राप्त होता है। 

३ में १ जोहूने से पूरे बर्ग मिलता है। 

अत. रब्ल्४ 

«५ जपेष्द मूद्ज २ 


अब इतिप्ठ मूल, रपेप्य मूल और क्षेपर को इस प्ररार लियो-- ही 
बनिष्य मूल. ज्येप्मूद् शेप है 
१ रे १ 
१ ५ १ 
अब बनिप्ड और म्वेप्ड 





विद ग्युघन बा जोहनन२ ३ २७४ । 
११ 


गाणत का इांतहास 


ते. अगला कनिष्ठ मूल ४ हुआ । 

व कनिप्छ मूछों का गुणनफ्ल १ और उष्छ मूझों वा गुणनपल ४ है। 

को गृणक ३ से गुघा करके ज्येष्ठ मूलों का गुणनफल ४ जोड़ने का 

हे ४चघ छत 

प प्रकार अज्ञात राशियों का दूसरा कुक ४ और ७ प्राप्त हुआ। 

नो का अगला कुक तिवालन के लिए पहले और दूगरे मूठों और करों को 
वर लिखों-- 


कतिप्ठ मूख ज्पेष्द मूल क्षेपदर 
१ २ १ 
ः 3 4 


ते के किएंग्युशत का जोह 3-८ >१५ । यद्वी कनिष्ठ हुआ। 

/ बतिप्ट मृदो का गृुशनपल्त ४ । 

को गुझर से सुधा बरसे बा फल -- ४.८ ३०१२! 

( उपोद मूंठो बा गृदनाखर२०८३ ७१४ 

दोतों गृेशनरशों का योग-- १२ - १४०२६ / 

अबार अगछा रपट २६ हो गश और अजात राशियों के मातों की 
१५, २६) प्रात हो गधा । 

7 मात विशाहले के डिए सिर उसी द्रहगर अबचो-- 
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इविप्ट मु म्पेष्ट मूठ क्षेपड 
हर २ !्‌ 
है 5६ है 


हो कषलिसंंट मु --मुठों के 7 मुजत का जो 
१०२६०२८१५९५०५९६ 
ण्र उर्ेल्ट घड - १० १००३ -२/ २९ 
ता 
रबर झाजों व! अदजा बुचह (०६, ९9) शत हीरा) 
» “या कृजक और जिशाड के-- 
दाद बट करेंट झूल औटवाइ 
हा हु ड़ 
हर म्६ डर 


बीमगणित श्ष्पु 


अगला कनिष्ठ बराबर है: ४>२६+१५०५८७०२०९ | 
और अगला ज्येप्ड बरावर है : ४०८१५)८३+न७२८२६--३६२ । 
इस प्रकार इस विबि से हमें निम्दलिखित मात कुलक ध्ाप्त हो गये-- 
(१, २), (४, ७), (१५, २६), (५६, ६७), (२०९, ३६२) 
इसी ढंग से अतग्िवत सान कुलक निकाले जा सकते हे । 
ब्ीजगणित के इछोक ४३ और ४४ इस प्रकार हे-- 
हस्व॑  वय्याम्यासयोस्तर वां 
छ्वोर्बातो यः प्रहृत्या विनिष्य: । 
चघातो यश्च ज्मेप्य्योस्तद्धियोगो 
ज्यप्ठ क्षेपोस्लापि चर क्षेपघात ॥४३॥ 
इष्टवर्गद्ूतः क्षेप. क्षेप स्यादिप्टमाजिते । 
मूले ते स्वोज्यवा क्षेप क्षुणः क्षुण्णे ता पदे ॥४४॥ 
दूसरो विधि-- 
उपरिलिखित किया में तियंग्गुणन के पश्चात्‌ दोनों राशियों के जोड़ के वदके 
इनका अस्तर छे लो और उसी को कनिष्ठ मूल मान छो। 
पहले की माँति दोनों कनिप्ठ मूलों के गुणतफल को गुणक से गुणा करो । फिर 
दोनो ज्यंप्द मूलो का शुणनफल निकाछो। इन दोनों गुणनफलों का अन्तर ही ज्पेष्ठ 
पूल होगा। 
यदि क्रिया के परचात्‌ क्षेपक्र वही आये, जो मौलिक क्षेपक था, तब तो ठीक ही 
है। किन्तु यदि रूब्घ क्षेपक उससे भिन्न हो तो उसके वर्ग मूल़ से अज्ञात राशियों के 
लब्य मानो को माग दे दो । मजनफल ही अज्ञात राशियों के इच्छित मान होंगे । 
यह अन्तिम प्रावधान (2709क्‍50०४) दोनों त्रिधियों पर छागू है। 


उदाहरण-- ौ६यॉ+शचर' ३ (३) 
कनिप्ठ-९१ और क्षेपक--३ लेने से ज्येप्डनन्३ है 
कनिष्ठ मूछ ज्येप्ठ मूल क्षेपक 
१ न्डे 


१ ड्डै 
दूधरी विधि से तो अवरर कनिय्य घून्य हो जायगा। अत हम पहुंची विधि से 
ही आगे चलते हे । 
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कनिष्ठ. १२८३+१३८३ ब्ल्द 

ज्येप्दट. +१२१०८६+३२८३ ऋन्‍हृप्‌ 

मान लीजिए कि य, ८८६, र, 5-१५ 

किम्तु ये राक्षियाँ समीकरण (इ) को सन्लुप्ट नहीं करतीं, वरन्‌ इस समीकरण 
को सस्तुप्ट करती हे--- 

६ य+९७२' क्योकि ६-६ +९5१५* 

अत. ९ से माग देन से, ६.२ 7१७५९ 

इस प्रकार ९ के वर्ग मूल ३ से य, और र4 के मानों को भाग देने से हमे 
य, र के मान २, ५ प्राप्त हो गये। 

अब हम इसी विधि से एक और मान्र बुलक प्राप्त करते हैं । 

यदि हम कनिष्ठ ३ और क्षेपक (:-५) छें तो ज्येप्ठ-७ | 

आगे की क्रिया इस प्रकार होगी-- 


कनिप्ठ मूल ज्येप्ठ मूल क्षेपक 
डे ७ बल 
३ छ ४५ 


अंगछा कनिष्ठ मूल 55३०८७३-३२८७न-४२ । 
और अगला ज्येप्ठ मूल 5३०८ ३३८६+७)०८७--१०३ 
ये भूल तिम्नलिश्ित समीकरण को सन्तुप्ट करते हें । 





६यफर५चत्रा । 
अतः $/२५ से इन राशियों को माग देने से हमें प्राप्त होगा-- 
डरे रे 
संजन--॥ आम 
कर षु 
अब हम अगला मान कुलक दूसरी विधि से प्राप्त करते है । 
कनिष्ठ मूल ज्पेष्ट मूल झेपक 
ष्ढे ् 4 
हक हुल्रे शृ 
४ ५ 


रु है 
अगडा बनिष्ट मूल वर * हद स््न्ू5 


कु 
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और अगला ज्येप्ड मूल ८ र०३- है « हक ॥54 
इस प्रवार हमें निम्नलिखित मान बुछक प्राप्त हो गये-- 
४२ १०३ हे हैंईं 
२, ९), १ 7 रैए" ८! 
(९५) ह हर ) (र «) 
शून्य गणित 


बीजगणित के 'सपदिविधम' नामझ अध्याय के आरम में यह इोक आता है- 
खयोगे वियोगे धनर्ण तथंद 
ब्यूत.. शूस्यतस्तद्विपर्यासमेति ॥ 

भावाधं--धूम्य को विसो राशि में जोहने अथवा घूल्य में शिसी राशि को जोइने 
अंपवा छूस्य वो जिसी राशि में से घटाने से राशि केः बिछ्ू में कोई परिवर्तन नहीं होता । 
अर्थात्‌ धनाएमक राशि धनात्मक रहती है और ऋणात्मक राशि ऋणार्मक रहती है। 
फिल्ु धून्य में से हिसो राशि को घटाने से राशि में बिह्दू परिवर्तत हो जाता है। 

आधुनिक बोजगणितोय संदे तलियि में हम इन सूतों को एस प्रगार लिसेगे-+ 

(<भ)+ऊ ० + “अब; ०१ (अर) + +ब, 

अरुण च्ूण ०-(४अ) - स्थ॥ 

भाररराबाएं ने इन सूत्रों गो उपपत्ति इस प्रकार दी है-- 

"यदि दो संस्याएँ जोइनी हो सो पहली सस्या को योम्य और दवृगरी शो याएक 
कहो हैं। योग्य और ऐोरर के सध्यरय शितदा क्लास योरर गा होंथा उतता ही 
बोगफल दा होगा । इस प्ररार योर्द में योगजर का समादेश हो डाले से धोगप् 
में भो योशक दे समान हो वृद्धि होगो॥ अब योम्प के गमात बोदरख हो जादगा + 
ओर जब योस्यन्योगक में योग्य शे समात कलाम कोटा तो योदरल में मो उचना 
ही ह्लाम होरा। अतः शोशर बे दुस्द घोगराज हो जारगा। 

इप प्रदार शूस्य बे विसो गति में शोश्ने से इदश शप्र से विश राशि को 
ओह देगे से राशि ज्यों वो ररे रह जागो है। 

डाई एश भस्टदा में से दूसरों एशनों हो हो बरे खस्या वो दियोग्र और थोरी 
िशेश्व बएये है ॥ विदोेश्द बी दिरोश्श वे संपाद फ़्ाण कोन से उनडे छ्वर से 
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भी उतना ही ह्ास होगा। अर्थात्‌ वियोज्य में से जितना धटायेंगे उठता ही बचर 
आयेगा । इसलिए घून्य को किसो राशि में से घटाने से राशि ज्यों की तो रह जाती है। 

वियोज्य का जितना हस्त होता जायेगा उतना ही हास अन्दर का भी होता 
जायेगा । यदि वियोज्य ७ और वियोजक ४ है तो अन्दर ३ हुआ। यदि वियोजय 
७ के बदले ६ हो तो अन्तर २ होगा ॥ यदि वियोज्य ५ हो तो अन्तर १ होगा। यदि 
वियोज्य भी ४ हो तो अन्तर चून्य होगा। अब स्पष्ट है कि यदि वियोज्य और घरे 
तो अन्तर ऋणात्मक हो जायेदा। यद्दि वियोज्य ३ हो तो अन्तर (--१) हो जायेंगा। 
यदि वियोज्य २ हो जाय तो अन्तर (-२) हो जायेगा। 








इन्ही फ्लों को हम सारणी रुप में इस प्रक्रार लिख सकते हे-- 


७ -०डहें 5 दे+, ६-४ 5२, 
५-४ तू रे, ४-४ के ० 
हे>ड४डे ८ै+-१, २-४ ऋा-र 
हैं. २ 0 वकी तह। « ०- डे ननन४ड 


इस प्रकार हम देखते है कि जो राशि घटायी जाती है यदि वह घतात्म हो तो 
ऋणात्मक हो जाती है। इसी प्रकार हम यह मी सिद्ध वर सकते है कि यदि शून्य मे 
ऋणात्मक राशि घटायी जाय तो वह धनात्मक बन जायगी। 


वीजगणित का अगल्य इलोक यह है-- 
वेघादी वियत्पस्थ ख॑ खेत घाले 
खह्यरों भवेत्खेन भवतस्च राशिः॥ ५ता 
जैसे शून्य वा योग और अन्वर दो प्रकार का होता है, वैसे ही गुघन और भजन 
भी दो प्रकार का होता है। वर्ण, वर्ग मल, घन और धन मूल ये एक ही प्रवार 
होते हैं, बपोहि इनके करने में किसी दूसरी सम्या की जपेक्षा नही रहती । 
शून्य को किसी राधि से गुधा करने अथदा विसी राम को शूल्य से 
पर गुणनफल शून्य हो होता है। 
झून्य को झिसो राशि से माय देते में फद मूल्य ही होता है। शिल॒रि 
को शूस्य से माग देने का फछ खिहर अथवा खेद होता है! 
अखटर! अथवा खेद का अर्थे है बह राधि जिया हुए (लए: 
घून्य हो । 


मुधा इसे 


विसी राति 


कघाण) 


बोजगणित १९९ 


आधुनिक संकेतलिएि में ये सूत्र इस प्रहार छिखे जायेंग्रे-- 


०» भू जन्‍ू ०, अजू० 5 ० 

० ञ 

् * 5 न्‍+ खहर 
् है. - द्त ह्‌ः 
उपपत्ति-- 


अंक के अमाव में शून्य चिह्न ० लिसा जाता है। यदि एक राशि को दूसरी से 
गुणा करना हो तो पहली को गुष्य (]/०]४७।८४४0) और दूसरी को गुणक (१(ए४- 
9760) कहते हें। गुण्य को जितनी बार आवृत्ति की ज़ाय, उसी हिसाव से गुशनफलछ 
प्राप्त होता है । इस कारण गुष्य के अमाव से गुणनफल का भी अमाव हो जाता है। 
इसी प्रकार माज्य के हास से रब्धि का भी हास होता जाता है। यदि भाज्य 
धू्य हो तो छब्धि भी अवश्य हो शून्य होगी। जेसे जैसे भाजक वा ह्वास होता 
जायगा वैसे दैसे लब्धि को वृद्धि होती जायगी | जब माजक का परम ह्ास हो 
जायगा तब रूब्धि की परम वृद्धि हो जायगी । इसीलिए उक्त लब्धि को अनन्त 
(#पमां77) बहा जाता है। हि 
भास्कर के वर्ग और धन संबस्ची सूत्र इस प्रकार लिखे जायेंगे-- 
08 ०७०; १/० ७०, #/०5७०; 
बीजगणित का छठा इलोक इस प्रकार है-- 
अस्मिन्विकार: खहरे न राशा- 
बपि प्रविष्टेष्शपि निुतेषु । 
बहुप्वपि.. स्वाल्लयसूप्टिकाले 
अन्तेश्च्युते मूलगंणेपु यद्वत्‌ ॥ ६ ॥ 
भावार्थ--इस खहर राशि में कोई राशि जोड़ दो जाय अथवा उसमें से कोई 
राशि घटा दी जाय तो उसमें कोई विकार नही होता । जैसे प्रछूय काल में परमेश्दर 
के धरोर पें अनेक जीव प्रविष्ट हो जाते हे, किन्तु इसमे उनके शरीर में कोई मुठापा 
नही भा जाता ओर सृष्टि के समय परमेश्वर के शरोर में से अनेझः जीव निवल आते 
है, किन्तु शरीर दुबछा नही पड़ जाता । यद्यप्रि इस 'खहर राधि में कोई अंक 
जोड़ने आई से उसके स्वरुप में वित्र पड़ जाता है तो मो उसर| अनन्तत्व सप्ट नहीं 
होता । जैसे अवतारो के भेद से ईश्वर के स्वरूप में तो अल्तर पड़ जाता है, दिखु उमरे 
ईशवर॒इ में बोई विकार नही आाठा । ऐसे हो खहर' राशि को मानना चाहिए। 
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मान लीजिए 4 में ६ जोड़ने हे। तो यदि इन राभियों पर अंकेग्रणित ड्झे 
नियम लगाये जायें तो क्रिया टस प्रकार की होगी-- 


ण््हे 
इस प्रकार 'खहर' राशि ४ ज्यों की त्यों रह गयी और उसके स्वरुप में कोई 
विकार नही पड़ा । किन्तु अब मान लीजिए कि हमें $ में डे जोड़ता है। तो अरंगणित 
के नियमों के अनुसार क्रिया इस प्रकार होगी-- 
रे 9०४२ 
०७ ग्ख्र्छ 


०2 


यह मी 'खहर' राषि ही है। इस दशा में उक्त राषि के स्वरुप में तो विकार हो 
गधा । किन्तु उसकी प्रकृति मे कोई अन्तर नही पड़ा। जँसी 'खहर राशि # है बेमी 
ही 2५ है। हम यह नहीं कह सकते कि ५ को » से माग देने से जो मजनझछ आता 
है, वह ३५ को » से भाग देने से जो रब्धि आती है, उससे मिन्न है। सिहर राम 
के स्वरूप में तो विकार हो जाता है, विस्तु उसकी अनस्तता वा हास नहीं होत। 


एशिया के अन्य देश 
अंकगणित के अध्याय में हम वगदाद के अछ-करथी का उल्लेख कर चुके हूं ।इसरी 
पुस्तक काफ़ी-फिल-हिसाव सुरयतः अंकेयणित पर छिखी गयी है। विल्यु उसमें ई४ 
सूत्र वीजगणित के भी दिये गये हे, जैसे-- 
(१० क+क) (१० खन्‍्ख)- [(१० करंक) खड क ख) | हटके 
(१० क+ख) (१० कर्ण) ल्‍८(१० कर खग) क- फ०देस गा 


इसके अतिरिक्त कुछ सूत्र इस प्रकार के भी दिये गये हैं-< 


'क+स, “क बे 
(न) 3242 (5) व्व्व्ख । 
५ ् 


यह सूत्र उसने संमवतः हिन्दुओं से प्राप्त किया घा। 


.. और 





बोजगणित र्ग्र 


अल-करख्ी ने अपनी कृतियों में करणियों का भी विवेचन किया है। उसमे इस 
प्रकार के सूत्र दिये गये है--- 





कटक अरिद ते ७एग०, अपण - रे ते रब । 
अल-करधी के वर्ग मूलों के निकट मानो के मूत्रो मे ये उल्लेखनीय हेँ--- 
अफपओ ड़ 
के कटे तक रक्यर! 
औरयदि टब्ूकतो. ऑकॉफ्ट॑क ज्र्क । 

किन्‍्तु अल-करखो को सवसे प्रसिद्ध पुस्तक फधरी है जो उसने वीजगणित पर 
लिंखी थी । इस पुस्तक के नाम के सवन्ध में स्मिय के इतिहास भाग २ के पृष्ठ ३८८ 
का यह पैरा पठनीय है-- 

“ब्ीजगणित का नाम कदाचित्‌ फ़श्नरी पड़ जाता, क्योकि अल-करखी ने, जो 
अरब के सबसे बड़े गणितज्ञों में से था, अपनी पुस्तक को यही भाम दिया था। जैसे 
अलम्वारिज्मी की कृति का छॉटिन मे अनुवाद हुआ था, यदि देसे ही अल-करूी के ग्रन्थ 
का भी हुआ होता तो कदाचित्‌ यूरोपीय जगत्‌ उसी के नाम की ओर आकृष्ट हो जाता । 
अरू-करखी लिखता है कि उस समय वी जनता पर जितना अत्याचार और हिसा 
हुई, उसके कारण उसके कार्य में बड़ी बाघाएँ पड़ो । आगे वह कहता है कि एक दिल 
“भगवान्‌ ने जनता को सहायता के लिए एक रक्षक अबू गालिवे मेजा जो शासनिक 
कार्य में एकाकी था, दीनानाथ था और मत्रियो का मत्री था ।' अबू गालिव का लोक- 
प्रिय नाम फश्च-उल-मुल्क यथा। अतः उसी के नाम पर अल-करखी ने अपनी कृति का 
नाग अल-फसरी रखा।” 

“फचरी' में निम्नलिखित विपयो का समावेश है-- 

१. बीजगणितीय राशियाँ 
२. भूल 
३. एक्घात और द्विघात समीकरण 

४. अनिर्णोतर समोक्रण 

५. मापायुक्‍त प्रश्नों का सावन । 
अलख्वा रिज्त्मी अज्ञात राशि को जिड्र! और उसके वर्य को 'मछ' कहता था। 
अल-करखी ने उतत शब्दावली को और आगे बढ़ाया। उसके कुछ शब्द इस प्रकार के चे-- 


ड०्२ गणित का इतिहास 





यलच्मछ मल कब | 
यह संमव है कि अल-करखी का कव' और अंग्रेजी का एए७०८ एक ह्दी मूठ से 
निकले हो । 
अछ-करखी ने वर्ग समीकरणों में से इस समीकरण 
क्या+खय चत गे 
बा यह मूल दिया है 


्जि डी 
3.५ 
अछ-करखी ने इस प्रकार के उच्च घात समीकरणो के हड भी 
यथौ+रो नञ रू 
य-र रू लो, 
ग्रे ++ छ, 
य-रौ बू ल, 
य+र' बत्ल' । 
अलब्करसी ने एकघात और द्विघात अनि' 
था और उनके पूर्णोक्रीय और भिन्नात्मक हल निदाले थे। इसके 
ओणियों का भी विवेचन किया था। प्राइविक संस्थाओं सर्वेधी 
दिये जाते है । 


निकादे हैं” 


रीति समीव रणों वा भी सावंत दिया 
है अठिरित उ््त 


उसके दो य्रत्र पहाँ 






३८५, 





उमर खय्याम जे 
उमर खब्याम एक बढि, ज्यौतिषो, सशितज और दार्शनिक या । पे तो 
मीशापुर के आस पास हुआ था और मूत्यु नौमापुद में ही सन्‌ ११ र३ में हुए * 


॥ 
डोजगणित रेण्३ 


स्थात पर उसकी एक सुन्दर कब्र बती हुई है। उसका प्रूरा नाम 'पियातुद्दीव 
अब्दुल्पतेह उमर बिन इब्राहीम अलन्यब्यामी' था। सम्याम वा अर्थ है 'डेश 
बनाने वाला । उसके पिता का यही ध्यदसाय था, कदाचित्‌ इसीलिए वह इस नाम 








चित्र ३७--नौशापुर में उमर छब्यास को कब्र । 


[ दोवर पब्लिकेश परिटेंट, न्यूयॉर्- टी "ए झॉन्साइ 
ही नी बटन न पर्षूरिटेंट, न्यूयॉ-१०,बी अनुठा से, डी ० स्टूइफ इत 'ए कॉन्साइज 


मेंअ्प्रद्धिसां (१९.७५ डालर ) से प्रत्युवादित। ] 


बोजगणित र्ण्५ 


म+गयघ, यौधर-गय, गय+ंघत्न्यों ; 
य+खय “घ, य+घरूखय', खय+घन्त्या। 
चतुप्पद समीकरणों को उमर ख़य्याम पाँच वर्गों में विमाजित करता है -- 
य+खय+गयरघ, बौ+खय+घरूगय, 
गो+-खय+गय+घ, यौ+गय-खय +घ, 
योौ+घरन्खय '+ गय । 
अरब के गणितज्ञों की यह परिपाटी थी कि समीकरणों को मापा के रूप में व्यक्त 
किया करते थे। उपरिलिलित समीकरण 
सयोौ+खय >न्गय 
को उमर झृस्याम इस प्रकार लिखता था-- 
“एक घन और एक वर्ग, मूलों के वरावर है।” 
इसो प्रकार समीकरण 
पो+घरूखय' + गय 
के लिखने का उसका ढंग यह था-- 
“एक घन और एक अन्य संध्या वर्गों और मूलों के बरावर है।" 
वर्ग समीकरण 
योज्पय+फ 
को उमर खम्याम ने इस प्रकार हल किया था-- 
फ "+ य+-पय * य([य-प) 
+(य- कप) “-(इप) 
४» (बम) सत(इप) कफ । 
बर्ग॑ मूल लेकर दोनों ओर ४ प जोड़ देने से य का मान प्राप्त हो जाता है। 
उमर खय्यास का वर्ग समीकरण 
य+फ +5 पय 
का हल इस सर्वसमिकरा ([0ं0859) पर आधृत है-- 
स(प--य) + (य-देप) "८ (द) 
वर्ग समीकरण 
४! के योफपय ऋूफ 
के भूछ के लिए उमर ख़ब्याम यह वियम देदा है-- 


श१ड ॥वद्व के ३छाहैत 


“मूछ के आधे को अपने आप से गुणा करो। गुणनफ़ल को संस्‍्या में बोह 
दो । योग का वर्ग मूछ लेकर मूछ का आधा घटा दो । शेप ही वर्ग का मूल होगा कै 

उपरिलिखित उद्धरण में मूल” का अर्थ * मूल के गुणाक', संख्या का भर 
'अचर पद! और वर्ग! का अर्थ वर्ग समीकरण' है। अतः इस सूत्र से 

यर$ उप “फ-ई प। 
इस विधि से उमर खम्याम ने मो इसी समीकरण 
य+१० य 5 २९ 

बे सापन जिया था जिसका अल-स्वारिस्मी में तिया घा। 

स्पष्ट है कि उपरिलिसित विधि इस सर्वससित्रा पर आधूत हैज+ 

य(प+म)७(य-२०)- (२१) ५ 

दस प्रहार, 

३९ सू य(प5१०)5(य ५) ०-५ 

“/ (य-५)'-३९ . २५०६४. 

अब प।५०७८ 

है पैल्‍ूर३ 

$ ६२ हा ऋषचान्‍मर मान छेते में दूसरा मूठ प्राप्त होगा। 

मत ८६० में अचमप्टातों से निम्तलिलित्र पर समीररण 

पौ+क शा» गय 
हुई अध्यत टिया । अडमाहाती के का से गणितीय जग को इंवता भाईाट का 
>> १ 'अशम? रँ 

[है अरदी धौर ईरानों लेखों में प्वरिदिश्शितर स्मरण हो सोम अचम7 
मई बरच एश थपा । हट 

कप ८३० हे रूएमण अदमाहाती डे ८ समधादत लेसह दावि! इत ते हर 
से इन सर्मोरस्ध को दुछ वदिशिट दशाओं का मापत दिये! डहरी शत 
मराएका बंरशिमार थी । है 

सार १००० डे अत दास अर है निवासी अलफजिन ने नो वव सर 5 हर 
बाई किएए है। उसने उपरिटिलिस्त रुमीदरण बा हल गह़ बरबखव (2० 
करे हुर अभिव्शदलर (।0:८7 (3) डे बटात टिएू विधणरशर दिए. हित 
हशोह्रत् हण प्रबार है +- 


बोजगणित २०७ 


या ++ कर, (परवलय ) 
और. र(ग-थ) 55 कख (अतिपरवछय ) 

* तत्पक्चात्‌ उमर ख़ब्याम ने अपदी लेखनी धन समीकरणों पर उठायी 
कहा जाता है कि एकवार उसने यह वक्तव्य दिया था कि घत समीकरण 
यो+रोन्न्लो 
का धन पूर्णाकों में हल नहीं निकाछा जा सकता | पता नहीं कि इस कथन में तथ्य 
कितना है क्योकि उमर ख़म्याम कौ कृतियों में ऐसा ववतव्य कही नहीं मिलता। 
किन्तु उमर ख़्याम ने अन्य कई प्रकार के घन समीकरणो का साधन तो क्या है। 

उसने निम्नछिखित समीकरण 
यो+खय +खग 
का हूल निम्नलिखित शाकवों ((200०$) के कटान विल्दु निकालकर क्रिया 


या खर 
ओर रु जय (ग-्य) । 
इस प्रकार के समीकरणों 
यौ--कय बला 
वा हछ उसने निम्नलिखित शाकवों के कटान बिन्दु निकाझकर क्रिया-- 
यर चच्ग 
भोर रा जन्ग (य+क)। 
इसके अतिरिक्त इन शांजवो 
र5(य+क) (ग--य) 
और ये (ख+र)5- खग 


के कटान विल्‍दु निकालकर उसने तिम्नलिखित समीकरणों का साधन विया-- 
य+वय +खय - सग। 
अन्य लेखक 
अरदी छेखको में इब्न अछ-यास्मीन का नाम उल्लेखनीय है। इसका पूरा नाम 
'बछुल्ला इब्स मुहम्मद इब्त हज्जाज, जवू मुहम्मद! था। यह मोरक्शो का निवासी 
भा और इसरी मृत्यु १२०३ ओर १२०५ के बीच हुई थी। इसरो प्रमिद्धि इसको एक 
कविता 'अरूजा' से हुई जो इसने वीजगणित पर लिखी थी। उक्त रचना की बई 
हसतहिप्ियँ प्राप्य है और उसने दीजगणित को जनता में बहुत लोकप्रिए बना दिया। 


ण्व़ा कप अछ पूरी का जी नामक है वास्तविक 
ताप बल मुडपफर इसी महस्मद इस्त अलवर शरफ़ उद्दीन मेले हूवी पा। 
यह दूस का ल्लबासी था और इसकी मृत्यु छगमग रैररे जे हुई पी । डा 
कृतियाँ ज्यामितिं और बीजगणित पर है। इसने एक न्यस्त्र (30४7४) 
का भी आ कया था जो 'तूमी-दग्ड के नाम से प्रसिद्ध हुआ) 
(७) झोलहवों और सत्नहवीं शताब्दियाँ 
यूरोप 
मोलहवी झताद्दी के गणितज्ों में ४ डी के छिऐलिमों 
छ#गैश7० (30वेशा) वा जीवन वीर्ल ५०१-१५४६ भा 
यह फेसियों बार्िनों (80० (टमवेभाणेवीं दैध पुत्र मिलते गा ए बालूत 
का विंदातू था। वी बा जन्म (एश्संगे में हुआ पा। झट 
और पहुआ मे शिक्षा दायी और सह विज्ञान वा सता गया। हि 
इसके अवैध जन्म के कारण मिलन के बैक झइसवा हो एण। 
१५३४ में यह उदया्मिति वा अध्यापक हैं ॥ सन्‌ १५४४३ मेँ यह द्लिः 
विद्यालय में घि का प्राध्यापक हो गया। हे 
काईन ने बीजगरणित भौर कलित ब्यौतिय (कट पता 
(सी उतसे उसकी रुयाति यूरोप भर में पल ॥ जब वह वे वि 
पर पहुँचा तव उसके छके ने पर सै से विवाह कर जो पति ही 
(बी । उसके पति ने ये है दिया विस बाण कसी पर वी थक 
गया । इसे झ्ल कान दूद गयी उमदी सवारति री की बढ़ा मा 
वबा लगा । उसे (बसी बह्ञात अभियोग पे अल से दिवस दिया गया। से 
१६६२ में वह बोलोता (8०ेग्ट्ण) पफेसर निरदु्त दो गया। सर १ 
में वह पदच्युत कर दिया गया रोम सेज दिया उसके जी 
के अश्िम वर्ष रोम में ही कटे | आग डे पीप से ये रे नी रह 
बाईत के चर्टित तर हूँ म्मिय दत उल्दिशतीय हैं? तर 
शणित के इविटाग थे क््पु & पर दिया हैं 
»इाईल में परस्पर दी गुणा वा देश था । पाई जौ 
दा और रत वा पीर विदा जी वर पर | दषा, क्ध्भी एर 
इंद्र में उतरा ललदात वध मध्य पी? 


_ कह बीजगणितत थी || ः में 
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उसके कथन बड़े अविश्वमनीय होते थे । बैद्य होते हुए मी बह एक हत्यारे 
का प्रतिरक्षक था। एक समय वह वोलोना विश्वविद्यालय का प्राध्यापा था । 
किन्तु एक अन्य अवसर पर वह अनायाश्रम का निवासी भी वन गया था। वह अस्थ- 
विखासी था, फिर भी मिलन के वैद्यम वालिज का बुलाचार्य ( रि०्टपण ) 
बन गया। वहू एक उद्र्मी (स्रला८7०) था, जिसने ईसा की जन्मपत्री प्रकाशित 
करने का दुस्ताहम किया । तथापि उसे पोष से दैज्ञव मिली । वह अतिवादी होने 
हुए भी प्रतिमाशाली घा। तिव पर भी था वह बिलकुल सिद्धान्तहीन ।” 

जिकोलो टाई ग्लिया (२०८०० पर»॑०2॥9) भी इटली का ही एक गणितज्ञ 
था। इसका जन्म लगमग १५०६ में ब्रौस्कया (7८5८४) में हुआ था और 
मृत्यु सन्‌ १५५९ में । इसका बालूपन दारण दारिदय में बीता । १५१२ में द्ैस्क्या 
के दिध्वस के समय फ्रासीसी सिपाटियों के द्वारा इसके कई आघात लगे। ब्रण 
तो धोरे घोरे ठोक हो गया, परन्तु इसकी जिह्ना पर कुछ प्रमाव रह गया जिसके 
कारण यह हकछाने छगा। इसीलिए इसका उपनाम “डार्टे' ग्लिया' पड़ गया, इटें 
'लियन भाषा में जिसका अर्थ 'हकलाने वाला' है। इसने स्वाध्याय द्वारा ही शिक्षा 
पायी । डिल्तु फिर भी यह १५२१ में बैरोना (एलणा०) में गणित का एक प्रतिष्ठित 
अध्यायक हो गया । 

डे प्लिया की पहली मुद्रित पुस्तक 'शातब्तिकी! (00भा०एु) पर थी 
जो वैनिस (७४००) से १५३७ में प्रकाशित हुई | इसकी दूसरी पुस्तक एवं 
प्रश्नोत्तरी के रूप में है जिसमें शातध्निकी और संवद्ध विपयो के अतिरित घन 
समीकरणों पर भी छुछ प्रश्न दिये गये है । इसने गणित पर भी एक ग्रन्थ लिखा है 
जिसमे व्यापार गणित के नियम दिये गये है । इसके अतिरिक्त उक्त प्रसव में जन- 
जीवन और व्यापारियों के रोति-रिवाज का भी विवेचन किया गया है। इसको 
दो अन्य कृतियाँ उल्लेखतीय हे--- 

१. आति्मेंडीज़ के ग्रस्थों वी टीका (१५४३) 

२. यूक्लिड का अनुवाद, जो इटेंलियन मापा में, उक्त छेखक के प्रम्थ वा, सबसे 
पहला अनुवाद था। (१५४३) 

काईन और टार्देर्लिवा की जीवनियाँ एक दूसरे से रुँबी हुई हू। टार्देग्लिया 
ने लिया है कि १५३० में जॉन डा सोइ (]0४०09 ८०) ने, जो ब्लेसकिया में एक 
अध्यापत्र था, उसको चुनौती के रूप में तिम्नलिलित दो समौकरण हल करने के 
लिए मेजे-- 

श्र 


२१० गणित का इतिहास 
बोकरेय ना 
और हि बलरै००१ 


शर्ट गियया उस मन तो इन ममीररणों गो है नही बस सर) छत ९४ 
मे दमसने एव ऐमी लियि विशाल हीे (हमे बह ति आप प्ररार हे पे 


यो जब तर ॥]॒ 
हे टा्ट गिविया ही दडोरिए जे में इस निणि। हुश। 
ने बे 


डार्ट गियर ६३ आर्शिने ४ 
७ जार 
कल मु 
डे क[ टिपाड विश पा भा चगने अपर दलित पिया दधमे 77 
समर पट थी क्षदरता वा गण ते में धर) ब्रा बरी 
की टिफ्दि है लत परर्दि रा (6 बह (पी मम 
बात दशा ६ हरा (हु दंगे बाग ऐम परत दरमात पे मो दो रिपो तह 
बर शत दा) 
2 (| 
कमाई ते हट गिर बात टिया माई दोर्शि दर दी 
हर में आर । 2 डा शिया ने दवा एम ० 
घे बाग हाट लिया में भीषुछ और लि 5 कप 
क्र मे टिएचर व बर हे। द। शिव जे इस आग (हद 
अब डे ले हर. डवे अप शर्म 
हु शनि 
हर १५०९ मे बाने आरती दल्व बरि् कै परा2: ) + ' 
दिए भी! _>दे इब शत पाण द हाट विश 48 ४४६, न्‍ 
हटाने शक थी डुज बच दवा बा डा सिर दी फिए ब्र्धा 
दि बच 
ह डाज हि ६ बख और धोना + ३ ब् ) 
हा है बे जो 
_ (६१ छह च्य बो श्र द्ज्जा 
दे दे के होटल ड्ड द्ाििििर ऋण हपीशिाई कक हर रहे, हर 
६ हो हरि कट श 5 हे हर विश हु 


बीजगणित , रर१ 


और उसने उसका रहस्य अपने शिप्य पछोरिडो को बता दिया था। टार्टे स्लिया मी 
इस बात को मानता है। 


काईन ने अपनो अमँमेंना में निम्नलिखित समीकरणों का साधन मी 
जिया था- 
यो न्‍त्कवपफग 
ओर यो+कर्या >ञ ग। 
पहले समीकरण में उसने य ++ र +ह के रखकर य' के पद को अन्तहित कर 
दिया। दूसरे समीकरण में उसने य 5+ र--३ क प्रतिस्थापित किया। 


काईन ने यू ग रखकर इस समीकरण 
ह 


य+ग 5 कय'' 
को भी हल किया। उसने य* के पद को छुप्त करने की यहीं विधि साविक धत 
समीकरण 
य+कय+खय चत्ग 
पर भी खूगायी । समीकरण 
य+खय वूग 
का हल उसने इस रूप में निक्रछा-- 


बज र्ध स्व है 
र्ड 
इस प्रकार काईन ने ऐसी राशियों 
अंक क एके 
हा उपानयन किया जो यूरिलड की राधि 
श्क्क रस 
में मिन्त थो। 
में सम्देह नही हि दाईन में अद्भुत प्रतिमा थी । उसने घन समीकरण की 
अलघुरुरणीय दशा (गल्उएलणे८ ८४६८०) पर भी विचार रिया । इसके 
अविखित उसे इसरा भी ज्ञान था झि जिसी समीररण के रितने मूल होते है और 


उसने एप प्रक्तर से सब्मित फलनों (5७॥रण/८घां८ सिएए८पजाई) बे सिद्धान्त बी 
मी नोद डालो। उसने दोजगणित के अतिरिक्त अर्णित, ज्योदिए, मोतिरी 


२१२ गणित दाग इतिहाई 
और अस्य कई दिययो पर भी बुस्‍्तरें लिसी है! हिल्तु वह डिंवती अधिनाधती पी 
उतना हो बेइसात भी पा) एक शिव करी (एलाओी पर 0 
(0पशफं० छवृ००४०४) 
] 


खलुर्धाति समोक्तरण 
ये धो पर द्च्ण्य 





-बोनगरणित र१३ 


अब इस समीकरण से हमें प्राप्त होगा 
य+रपय+प न्‍ू प्वौ-फ-बर +प' 

अथवा (य+प)' जत्पय--फ्प+प व । 
अता. (यफप+र)"+(प+रशर)ब--फय + (प-ब रेप २) । 

अब र का मान इस प्रवार तिर्षारित करो कि दक्षिण पक्ष एक पूर्ण वर्ग हो जाय, 
जिसके लिए आवश्यक अनुवन्य 

फज४(प+२२) (प--व +रपय : २) 
है। 

यह एक घन समोकरण है | इसवा साधन करते हो मौटिश समीकरण वा 
हल निकल आता है। 

राफेल वॉम्बेंडी (९०7० 800702॥) बोलोना गा निवासी था. जिसत्रा 
जन्म छगमग १५३० में हुआ था। बॉम्बेंली के जीवन के दिपय में दुए भी पता नही 
है। उसकी बीजगणित की पुस्तव बी भूमित्रा रो यह अनुमान होता है हि बट एक 
इजीनियर था। उफत पुस्तक १५७२ में प्रशाशित हुई, जो इटछी की स्व प्रथम 
बुलक्ष थी, जिस पर अलजेब्ा का नाम पड़ा था। सन्‌ १५५० में उसने स्यामिति 
पर एक पुस्तव लिखी। दोनों पुस्तकों में उसने दाल्पनिक सम्मिथ राशियों ([774- 
छणा[ (०णगएल ६ पृप्शाएंधंट) गा उपरान्त किया है। उदय राशियों बी 
सहायता में बॉम्वेली ने घत समीकरण की अलघुतरणीय दशा बा हल विशला । 
उप हल में उसने यह सिद्ध विया है शि>-- 





इस प्रतार ग्रणितीय जगत्‌ शो बल्पनित्र राशियों बा सं प्रथम परिणय पने- 
श्मोपरणों द्वारा मि्ठा, और वह भी उस दशा में जब्हि उ्र समीररण व मल 
वास्तदिद होते थे। विन्‍तु आजहल बात्पतिक राशियों से डिडार्धी को पाठ मुद- 
भेष गर्ग समीररणों में होती है। 

शाग्देंटी बी पुस्ततर बहुत छोदप्रिय सिद्ध टूर, और दिन 
राशियों बा जो इर बेटा हुआ था, दद जाता रहा। 

फशोंप दोटा (विमात्०के रैपल>) परांस का ए गदिश भा. डिसका 
रिदति शाद १५४०-१६०३ था। यट कानुत का अध्ययत इरबे एर शबपल बने 
रस, ॥ इसशो प्रसिद्ध बदतों दयी और १५४८९ में इट खसर बी परिपद गा शशद 
हो दर । 





तप जगत में स्मिथ 


श्श्४ 

बीटा के जीव' 
देशों वो अपने स 
जमे मसतेतों की अं 


न की एड घटना वही रो कली 
दूसरे देश एड मारे कम तह 
दे कोई अत डपयदित ने 


था र्कि 





दोजगणित रश५ 


बीटा के हाथ में एक ऐसा सदेश पड़ गया, जिसमें ५०० से अधरिझ वर्ण थे। वोटा ने 
उसका अर्थ निराछ लिया। तत्पश्वात्‌ इस प्रकार के जितने भी सदेश एासीसिया के 
हाथ में पड़ते थे, दौटा के पास मेज दिये जाते थे और वह सर्देव उनरा ठोक दीक अर्थ 
निताल दिया करता था । जब फिलिप द्वितीय को इस बात का पता चढा हि फ़रास 
में उसको सावेतिक सापा का अर्थ निद्ाछ छिया जाता है तो उसने पोष वेः पास 
शिवायत भेजी कि फ्रास वाले उसके विरुद्ध जादू वा प्रयोग कर रहे हे । 

बीटा वो विज्ञान और अध्यपन से इतना प्रेम था कि वह जितने अभिषतर 
(0८७) हिसा करता था, सबको अपने ही व्यय पर छपवा बर यरोप के समर 
देशो में भेज दिया करता था। 

बीटा बो आधुनिक बीजगणित वा जन्म दाता बहते है। वह उन छेराका में 
मे था जिन्‍्होने सर्वे प्रथम बीजगणित में सरयाओं को निरूपित बरने बे! लिए वर्णा का 
प्रपोध शिया--ज्ञात रा्षियों के लिए ब्यंजनों बा और अज्ञात राशियों के लिए रवरा 
बा। समीररण चिह्त को छोड़कर उसकी प्रायः समस्त सेतक्िपि बैसो ही है. 
अगी आपुनिक बीजगणितीय पुस्तकों में प्रयुवत होती है। वह अज्ञात शाि जे वर्ग के 
लिए 'अक़' लिखा करता था, घन के लिए अक और चतुर्थथात वे लिए 'अवक!। 

बीटा से पहले समीकरणों के हल के लिए ज्यामितीय विधि बा प्रयोग हुआ 
बस्ता था। वीटा ने वैस्लेषिक विधि को अपनाया । वह वर्ग समोवरण 

य+रय - सा 5.० 
वो इस प्ररार हल बरता था-- 
यब्ूच्छ+व 

गजने से समोररण बा यट रूप हो जायगा-- 

ल+(सव+क)ल+ (बन बव रा) सू| ०. 

अब ये गो इस प्रत्रार चुनो झि रब २०, अर्पात व >-६%। 





हो ल-.ह (कप-४ेस) ८०० 
अवएब छ *+ ४६ को -प्स । 
४ पूछ) ब०-पर ३ ५क-रस । 
बोडा भी धन समीवरण शो हक बरने को विधि यह बो-- 
सयीर्रण यो३ दा | फय< ० 
रे ल्‍ 


यन्‍्र-३प 





बोजगणित र१७ 


वर्ण है। सम्मव है कि यह अनुमान सत्य हो वयोकि १४ वी शताब्दी मे और 
उसके पश्चात्‌ भी वहुत दित तक मल चिह्न इन रूपों में प्रयुशत होता रहा-- 


४, ४ , /, /, / , ६ 


चित्र ३९--शैजगणित के मूल चिह्न के विभिग्न रूप । 
रूडोल्फ मे घन समीकरणों मे भी कुछ रुचि दिखायी थी। हम उसका दिया 
हुआ एक घन समीकरण का हल यहां देते हे-- 
य' «| १०य+२०य--४८, 
हमें प्राप्त है-- 
यौ५-८ 5 १०य+-२०य+५६ 


अब; है रपये ज| १०य-- ३६ 
पं रश्य्पकर 
यहाँ तक तो ठीक है। किन्तु इसके पश्चात्‌ रूडोल्फ लिखवा है कि 
य-र्य न्‍ू श्ण्य 
और ४०० 
बड़ 


और इन समीकरणों से रूडोल्फ यल्ू४ निकाल लेता है। 

आधुतिक गणित में हसको बिलकुल मत माना ढंग कहेंगे। 

जर्मनी का एक, अन्य प्रतिष्ठित गणितज्ञ माइकेल स्टाइफेल ( जीणीगले 
5) (१४८७-१५६७) था। इसकी शिक्षा एँस्लिग्टन ( ऐछोफाह॒पण। ) 
में हुई थी। सच पूछिए तो यह घामिक व्यवसाय के लिए प्रशिक्षित किया गया था 
और उस क्षेत्र में इसने प्रगति भी दिलायी, किन्दु बचपन से ही इसे गणित वा झौक 
हो इसने भविष्यवाणी को कि अमुक दिन समार का छोप हो जायगा । जब बह 
छिद आया, इसने बुछ खेतिहरों को इकट्ठा क्या और स्वर्ग की ओर चल दिया। 
*बई़ तो यह नही पहुँचा, जेछ के अन्दर अवश्य पहुँच गया । कुछ दिन जेल में रहने के 
पदात्‌ यह छोड़ दिया गया। 

स्टाइफेंल ने गणित पर पाँच पुस्तकें लिखी हें जिनके विषय सस्याओं के सुणघर्म, 
अक्गणित और बीजगणित हूँ । इसकी मुख्य पुस्तक रूडोल्फ के कॉस का एक सरव- 





नही सदर्ती 


_ हतनोक टल दी ही 


न्‍ बोजएणित २१९ 


प्रमेय फर्मा प्रमेथ के नाम से प्रसिद्ध है। फर्मा ने इस प्रमेय की कोई सतोपजनता 
उपपत्ति नही दी है। जो बुछ मी उलटे सीधे प्रमाण मिले हे हाइगेन्स (0५ हल ) 
वी एक हस्तल्िपि द्वारा प्राप्त हुए हे जो १८७९ में लीडेन में मिली थी। फर्मा ने 
डायफेंण्टम वी कृति की नकछ पर पाई में एक स्थान पर लिखा है कि “मेने इस 
प्रमेय वी एक मुन्दर उपपत्ति निदाछी है। दिन्तु उसे यहाँ देने के छिए स्थान बहुत 
थोडा है।” 

यह भ्रमेय आज विश्वविस्यात हो गया है और बहुधा छेखक इसे फर्मा वा असम 
प्रमेय कहने है। फर्मा के समय से आज तक दसियो गणितज्ञों ने इस पर माया पच्ची 
भी है और बुछ विशिष्ट दशाओं में इसकी उपपत्तियाँ मी निराली हूं। दिन्‍्तु साविक 
भमेय की सम्तोपजनक उपपत्ति आज तक कोई मी नहीं दे पाया है। उक्त गणितज्ञा 
में निम्नेदिखित के माम विशेष रूप से उल्लेसनीय है-- 

ऑवलर (६०१९४), लामे ([.0०), काशी (02ए८०,), हुमर (५- 
गाल), छेजाण्ड्र ([.०ह७॥07८), छेवेग ([०७८७००), डिक्सन (7005070) + 

संस्था स्रिद्ास्त पर अनेक छेखकों ने लेखती उठायी है। इस सदस्ध में बेंशेंट 
(0:0:०) का नाम उल्लेखनीय है। यह बुछ दिनो तक इटली में रहा और 
जैसा विचार धामिक क्षेत्र में पदापंण करने का था। रिस्तु बुछ समय पदचात्‌ यह 
पैएस घढा गया और फ्रांस की विज्ञान परिषर्‌ (8€बवेलाचल 45 $तालातल) 
हो सदस्य बन गया। इसने डायफेप्टस बय अनुवाद विया, जो १६२१ में प्रकाशित 
हैआ। इसकी सर्वोत्तष्ट डृति गणितीय सनोरजन पर थी, जो आहत आदर को 
दृष्टि से देखो जाती है। 

टामम हेरियद (प॥00७ ह[557050) का जीवन बा १५६०-१६- १ था । 
हे एंग्कंण्ड था निवासी था और १५७९ में यह ऑक्सफोरई गा रनावर हो गया । 
+र्‌ मर वॉन्टर रेठे (50 (एअप्ल ए२अंशहुत) का सहायक नियुत हुआ, डिसने 
१६८९ में इसे वर्जोनिया (धधहता3) भा सवेक्षण बरने डे लिए अमेरिबा 
*ा। इंलदेंगड छोटने पर इसने अपनी यात्रा का वृत्तान्त (१५८८) प्रशाशित दिया । 
जैसे दीजबथित पर एक पादुय पुस्तक लिखी जो इसको मृत्यु के दस दई पश्चात्‌ 
हगे। इसने अज्ञात राशियों के लिए छोडे स्वरों और शात रामियों बे डिए छोटे 
रनों का प्रयोग रिया था। से बड़ा है! और से छोटा है! बे दिए हृससे दे बिद् 
» < प्रयुक्त हिये थे। इसके दन्ध में निम्नलिखित इवरणों वा समारेश है-- 


उि हुए मूझो के समोररण बताना, मूलों गौ संस्या शा निरम, घूटों और 








बोजगणित श्र१ 


स्ताव किया कि लघुगणकों का आधार संख्या १० को बना दिया जाय | नेपियर 
इम॒ प्रस्ताव से सहमत हो गया और तब दोनों ने मिलकर १६२४ में लघुगणक सारणी 
ठापी, जिसका उल्लेख हम ऊपर कर चुके हूं । ब्रिग्स ने सब मिलाकर दस पुस्तके 


का +ल- पु 








| चित्र ४७--नेपियर (१५५०-१६१७) 
दर पब्ठिकेनृंस, इन्कॉेरेटेंट, न्यूयॉक-६०, की बनुएय से, डी० रण इक इत 'ए बॉन्साइस 
ईिय शा में बमेटिक्स' (१७५ डॉलर ) से अल्युत्पादित | ] टः 
री शिव की और छः अन्य पुस्तकें छिली, जो छत नहीं पायी। प्रशशित पुस्तशों 
लिपए यूकिलइ, झुपुयणक, जिशोणमिति और नौबहन (ए2रांटव्मंणा) है? 





बोजगणित श्र३ 

दो वर्ष तक इसने एक व्याकरण के स्कूछ से शिक्षा पायी और कोई प्रगति नहीं 
दिज़ायी । किन्‍्तु एक दित एक छड़के से इसक्की छडाई हो गयी, जिससे इसवा 
रुपर्डी मांव जाप्रत हो गया और शीघ्र ही यह स्दूल वा नेता वन गया । जब स्यूटल 
१४ बर्षे बा था, इसदी माता छोौट आयी और उसने इसे रबूछ से हटा लिया। वह 





दित्र ४१--आइश ह स्पूटन (3:८ ८०७४०) (१६४२-१७२७) 

शेप ४न३ेदस, इससे रह, सयृषार-१०, भी गदर ऐप २१ उ ० हक ए कसर रह 
हित कक मेबेमटिप्स' (१.७५ इरूर ) मै ४ दु 'द१। ] 
आअाहपी थो हि उसपर) पुष उसके प्रशेद् (9770) प्र बाय करे । किस्तु स्टूटल कग 
घन उस बास थे गही शर्त दा। उमझशो श्र रो दर्नबक्ो (१(८लेंथा७७), 
बारी, बदिप!, ओर उदर्दण (077७३ ८८) मे ४ो॥) अप ऐसे पिरि हमण 
अेश हिंशा दशा । ५३ शप शो अशादा मे शट बेटिशवश बस ध्जएअक हो द॒पए ओर न्ध 
बे रो अशहः से ईिटियो बोश गया अशिसण्प (ीच0७) शत दित् गज व 


07९ ध्टागक 
आते बरेगे बी मे हि जाई 


्णो ५ शा 


चुम्ण तो मे 





चट्ढा। धर लोटक र 
कछए उरी चुकी है। ठद उसे माद मी 


बोजगरणित श्२५ 


एक बार न्यूटन धोड़े पर जा रहा था । जब एक यहाडी आयी तब वह घोडे से 
उतर पड़ा और छगाम हाथ में लेकर उसे ले जाने छगा । जब वह पहाड़ी के ऊपर 
पहुँच गया तो घोडे पर फ़िर चढने के छिए मुझ ) देखा तो उसके हाथ में लगाम थी 
किन्तु घोड़े का कही पता न था। 
एक बार न्यूटन ने बुछ मित्रो को मोजन पर बुलाया था। मेज्ञ पर मदिरा की 
कमी पड़ गयी तब बह मदिरा लेने के छिए तहखाने चला गया । उन दितो निजी 
मकानों के पूजागृह तहख़ानों मे हो हुआ करते थे । न्यूटन वहाँ पहुँचकर मदिरां की 
बात तो विलबुल मूल गया और घा्िक चोगा ($07/॥0८ ) पहचकर पूजा करने 
लगा । 
जॉन वॉलिय (१६१६-१७०२३) एक अंग्रेज यणितज्ञ था । उसने केम्प्रिज 
में शिक्षा पायी । शिक्षा तो उसे घामिक व्यवसाय की मिली थी, किन्तु उसकी रूचि 
गणित और मौतिकी में थी। १६४९ में वह ऑक्सफो्ड में ज्यामिति की गद्दी का 
आचार्य हो गया और अपनी मृत्यु तक उसी आसदी पर विराजमान रहा। 
वालिस ने बहुत से विषयों पर अपनी छेखनी उठायी है, जैसे थार्त्रिकी, ध्वनि: 
विज्ञान, ज्यौतिष, ज्वारभारे, इंहिको (7095०(०?५ ) , संगीत, भौमिकी (5०००६) ) 
भोर घानस्पतिकी ()00309) । इसके अतिरिक्त वह साकेतिक भाषा वा भी मर्मंज्ञ 
धा। और राजनीतिक संदेशों का अर्थ निकालने में सरकार की सहायता शिया 
करता था। उसकी दो पुस्तकें प्रसिद्ध हे-- 
३. एरिवमेंटिका इन्फिनिदोरम (हशपैगलपंट३ ॥शकाएणण।)) (१६५५) - 
जिसका विपय वक्रों का क्षेत्रकछन है। 
२. ऐलजब्रा द्ेंक्टेटस ( #9०७० प्प्ग्टप्धा5) (१६७३)--जिसफा विपय 
बीजगणित है । 
थॉलिस ने ही पहले पहल घातो की परिभाषा को व्यापक बनाकर उसमे भिन्ना 
स्मक और ऋणात्महर सख्याओं दा समावेश जिया । इसके अतिरिक्‍त्त बालिस + 
ही सर्वे प्रथम वाल्पनिक राशियों का लेखाचित्रीय निरूपण आरंगे जिया। 


एशिया 
१६बी ओर १७वो शताज्दियों में मारत ने कोई दिश्षेप प्रगति नही दिखायी 
कैवल दो गणितनों हे काम उल्लेखतीय हँ--शूयंदार और यणेश / सूरदास दे 
जन्म १५०८ में हुआ था। इन्होने भात्वर के दोजगणित पर एश टोदा लिखौ है 


जिसका नाम 'सूर्यप्रगाश है। एक टीका इन्होने स्वीछावती पर भी लिसौ है 
24 
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निम्नलिखित वृत्त मोड़ेई के ग्रन्य 'मन्टोरू जिको-की' (१६६५) से लिया गया 

है। केर्द्र को १ मानकर गिलने से किमी मी त्रिज्या की सख्याओ का जोड़ ५२४ 
अथवा ५२५ आता है। 





चित्र ४३--१२९ संडुषाओं का एक जापाती माया बृत्त । 


[जिन ऐंग्ड कम्पनी की अनुडा से डेविह बूज़ीन रिमिथ छत 'हिली मॉँक मेंथेंमेंटिक्स से 
जत्युत्पादित। ] 


सत्रहृवी शताब्दी के एक जापानी गणितज्ञ सेकी काँवा का सलाम विशेष रूप 
से उल्लेखनीय है | इसका स्थिति काल १६४२-१७०८ था । पृत के पैर पालने में 
ही दिखाई पड़ने रूगे थे और इसने बचपन में हो विना किसी शिक्षक की सहायता के 
गणित की कई शाखाओं में, विशेषकर याश्त्रिकी में, योग्यता प्राप्त कर छी थी। 
इसते १६८३ में एक ग्रन्थ लिखा, जिसका नाप 'कई फूकू दई नो हाँ' घा। उक्त 
ग्रन्थ में इसने सारणिकों ( एललागंधशाक ) का उपानयन क्या है। 
किस्तु आइचय है कि इसने सारणिकों से केवल विलोपन (छोए/ए४/३०7) 
का काम ही लिया । उनका युगपत्‌ समोौकरणों (5प्वाणी॥९००७ एवुए४पण७) के 





बीजगणित २२९ 
(८) अठारहवों-उन्नोसवों शताब्दियाँ 
यूरोप 


अठारहदी और उप्नीसवों शताब्दियों में यों दो यूरोप में अवेक गणितज्न हुए हे, 
किन्तु स्थानामाव के कारण हम उनमें से थोड़े सो का ही नाम दे सकेंगे। 

जॉन विल्सन (]०ण ५७॥5६००) (१७४१-९३) इस्लेंग्ट का एक गणितज्ञ 
था । इसने केवल एक ही महत्त्वपूर्ण प्रमेय का आविष्कार किया और उसी से इसका 
नाम अमर हो गया। बह प्रमेय इस प्रकार है-- 

यदि प फोई रूढ़ (गंग८) संख्या हो तो 

(86 आआ 

द से भाज्य होगी । 

इस प्रमेष वा संख्या सिद्धान्त में इतना महत्व है विः उक्त विषय को किसी भी 
मानक पुस्तक में इसका देना अनिवायें है। इसे बिल्सन भ्रमेष कहते हू । इसका 
आविष्पार लिब्नीज़ मी कर चुका था, डिन्‍्तु बह इसे प्रकाशित नहीं करा पाया था। 

विल्सन १७८२ में रापछ सोसायटी का अधिसदस्य बवा लिया गया था। 

विलियम जॉज हॉनर (५७३॥॥90 5००86 पछणात्प) (१७८६-१८३७) 
भी एक अंग्रेश गणितज्ञ था। यह कोई बहुत बड़ा विद्वान नहीं था। इसने संख्या- 
त्मक समोकरणों के साधन की प्राचीन चौती दिधि वा अध्ययन किया और उसे एक 
नया रूप दे दिया। इसका अमिपत्र १८१९ से रायछ सोसायटी में पढ़ा गया और 
१८३८ ओर १८४३ में पुनयकाशित हुआ। उबत विधि आजतक हॉनर विधि 
कहलाती है । 

पीटर बालों (00८८ 0270७) (१७७६-१८६२) एक बहुत ही प्रतिमा- 
ली अप्रेड गणित था। १८२३ में यह रायल सोसाउटी का अधिसदस्य हो गया 
ओर दो वर पश्चात्‌ इसे कोपले (0०9/८७) पदक मिला । यों तो इसने प्रयोजित 
ग्रणित पर मी बई प्रन्य लिखे, किन्तु इसको दो पुस्तकें बहुत प्रसिद्ध हुईं, एक तो संहया 
सिद्धान्त (१८११) पर और दूसरी एक गणितीय कोप (१८१४) । 

जोजेफ छूइ लेंग्राज (]05०ए॥ ॥.0छ$ ॥8प््०2८) फॉस वा एक बहुत बड़ा 
गरणितज्ञ हुआ है जिसपा स्थिति बाल १७३६-१८१३ था। इसकी छक्षि्षा टपरिन 
(0७४८४) करालिज में हुई । आरंभ में तो इसही रुचि प्राचीन साहित्य में थी । 
हिन्तु एच दिन इसे हाथ में हेलो (॥427८५) बा एक अमिपत्र पड़ गया। उसे 





«८8०5 ८८ पं क्न्गो हे 


बोजगणित २३१ 


लिखा उसके झब्द ये थे--यू रोप का सबसे महान्‌ राजा यूरोप के सबसे महान्‌ गणि- 
तज्ञ को अपने दरबार में बुलाता है ।' छोंग्राड वलिन में २० वर्ष रहा और उसने 
बीजगणित, यास्त्रिरी और ज्यौतिष पर अनेक अभिपत्र छिखें। फ्रेडरिक की मृत्यु 
के पश्चात्‌ छुइ १६ (.0एं5 >पण्टा) के निमंत्रण पर यह पेरिस आ गया। १७९३ 
में यह माप तौल सुधार आयोग का अध्यक्ष तियुवत हुआ और १७९७ में एक कालिज 
बा प्राध्यापक ही गया। 
लेंप्राज की दो पुस्तकें प्रसिद्ध हे--एक खगोलीय यान्त्रिकी («या 
भ०कश्मां5)] पर और दूसरी वंश्लेषिक फलनों (879 एएं८४ एणा॥०ध०१$) 
पर। बोजगणित सवन्धी इसका एक महत्त्वपूर्ण कार्य यह था कि इसते निम्त- 
लिखित समीकरण का हल निकाला, जो फर्मा ने प्रस्तुत किया था-- 
सब'+१++र५ 
जिसमे 'स' पूर्णांक है, किस्तु पूर्ण वर्ग नहीं हे । 
इसके अतिरिक्त छेंग्रांज का उच्च घात समीकरण सम्बन्धी कार्य भी प्रशसनोय 
हुआ है। 
एड्रियन मेरी लेजाण्डू (8980 )४आां८ [.९०ह८००८) (१७५२-१८३३) 
एक फ्रांसीसी गणितज्ञ था। इसकी शिक्षा दीक्षा पेरिस में हुई थी । इसके अध्यापक 
आबे मेरी (000८ ४४४८) ने १७७४ में यान्त्रिको पर एक ग्रन्थ लिखा, जिसके 
कई छेख लेजाण्डू के लिखे हुए थे यद्यपि उसमे इसका नाम मही दिया गया था। शीघ्र 
ही यह पेरिस के एक कालेज में प्राध्यापक हो गया। १७८२ में इसे बलिन परिपद्‌ 
से एक लेप के लिए पुरस्कार मिला । छेख का विषय था---- प्रक्षेप्यों के पर! (23878 
०९ ए7णुं०८४!८४) । पत्पणचात्‌ यह कई वैज्ञानिक आयोगो का सदस्य रहा। 
इसके अन्तिम दिनो में सरकार ने यह प्रयत्त किया कि पेरिस परिषद्‌ उसके सकेतों 
पर चढ्ले ) इसते सरकार का विरोध किया ) सरकार ने इसकी पेशत ज़ब्त कर ली 
और इसका अस्त बड़ी गरीबी में हुआ। 
यो तो लेजाण्ड्र ने गणित को कई शाखाओ में कार्य क्या, किन्तु इसकी विशेष 
झरूथानि इसकी दीघंवृत्तीय फलनों (890८ एए7१८४०॥$) संबन्धी गवेधणा से हुई। 
१८११-१६ तक इसकी पुस्तक 'समाकलन गणित पर प्रस्नावलियां' (एचटाटाट2$ पर 
(ग०ण 7०2४५) तीन भागों में छपी। तीसरे माग में इसने दीर्घवृत्तीय समाकलों 
(8॥099८ ॥0/८क४०५४) की सारणियाँ दी हैं। १८२७ में इसका दीघ॑वृत्तीय 
फलनों सम्बन्धी प्रस्य दो भागों भें निकला । किन्तु उसके तुरन्त बाद दो युवक 


छेआाष्ईड से संख्या 


के डे 
यु ३८० र-रैटर० हर 





जे 


बोजगणित रहे३ 


बहुत प्रसिद्ध हो गया है जिसबा नाम वर्गात्मक ब्युत्कमता नियम (र्थ्फ़ ० 
एप्म्पाममं८ २०लएए०ला)) है। इसी नियम के विषय में गाउस (0208) 
* ने बहा है कि यह अंदगणित वा रत्न है। 





चित्र ४७--ऐेलायस (१८११-३२) 
[ दोदर पब्डिकेशंस, इस्वॉर्रेरेटेड, न्यूवॉ्क-६० दी अलुघा से, दो* स्ट्.इक इत ए कॉन्सॉइत 
दिस थोक में थैमेंटिक्स' (१.७५ टॉलर ) से प्रत्युयादित । ) 
केजाण्ड्र की गवेषणा के अन्य विषय थे--आक्यंण, भूमिति (62०0०5५) 
न्यूनतम वर्ग विधि (!८॥०० ०६ ,८४६ $वुपथ८७) और ज्यामिति। 





बोजपचित २३३ 


रखत प्रसिद हो यया है शिसरा सास दगास्मिश स्टटक्मशा वियम (स्वरक्ता 
(एफवमार  प्ल्पीप०ल॥) है। इसो विषम के रिपय में गाउग (63095) 
+ में कटा है. रि पद भरगयणित शा रत है। 


लक ] 





हि हि 85 
हा - 


वित्र ४७--गंछायप्त (१८११-३२) 
[ दोवर एस्टिकेशंस, इन्वॉर्ग रे<८, म्वूयॉई--१ ० दी अलुणा से, डो* सट इक कृत 'ए वॉन्सॉशल 
हिसी माफ में येमेटिस' (१.०५ डॉलर ) हे अन्दुल्वादित ) ] 
लेजाण्डू को गवेषणा के अन्य विषय घे--आकर्षण, भूमिति (6८0०0०७४) 
न्यूनतम बर्गे विधि (८७४०१ ०६ 7.0358 50एश०४) और ज्यामिति। 





द्क्णूकी पं १ 


(डिपीनाईँ अधिला (.ल्म्पौणारै छ्रण्ध्गे ९ ८९ ख़िद्धा 
हंस भा एर मात पति स्ज्राहै पर! ब्रएंनिए एसडे वि 
धर बलों कण 





दी घी, जो रे एज गणित ये ५ १३३३ में मई कि 


फ़ल्म0पौ) के शिप्या में ग्लावर टू! हुइतलएशल ५ 
 दह वेद्रगार में और्कि 





बोजशगणित श्र५ 





बित्र ४८--ऑंयबर (१७०७-८३) 


(शोप ३८स, एकपोरेरेंट, न्यूपो4--६०, <ी वजुशा मै, दी« पु एच पृत ए बरलिगर 
एज रिप्ी बटर मे धे मस्त (९ ७" शहर ) मे खुदा टन ।] 


इस 'समोदरच' को आशबत हास्यारप[इ झाता शादगा। बृछ समर दरचात्‌ 
आोदलर ने इशरं कहा है वि हम शतस्त झेडियों बा अ्रयोग दशी बर सबते हैं जब 





गणित का इतिहास 


भवारी (0गाए्णडणा) हों। कई सदते हैं कि ऑँयडर अमिसरध के 


ढ़ जन्मदाता था । 
कुछ धीजगणितीय व्यंजक ऑयछर क्के 


री ,-+० ([ 8 क््ू कल्लज्ञाा घुस) 
ब्यंजक का मात ५७७२१५६६४९०५ 


गन । ऑयर ने इस ब्यं 
राधि को ऑयडर अचर (छल ८००#भाणे वे हैं। 
मात रे६६ दे झवानों तक निवाहा है। 


डिम्त (80आ75) ने इसता 
ऑगयलर वी रवि गणित और बट भी बई शियो में 
मंगीत, समापन, वानस्पतिकी, आऑयलर के अल्विम दिन 
# में बीते। यह प्रायः अन्‍्चा दवा बफ्य था, इसता मंत्री जता दिया गया पी 
६ बहुत से बागज पत्र सप्द हो चक्े थे । किए भी सर्द सपर्त जाये में 
र बहुत सा परिकछन मस्तिष्का में ही किया करता चा। 
ऑयलर वे जीवन वा एक उपा्यान बड़ा रोचक है। ह्दिए्ट (0846०) 
€ तास्तिकव था। छादीता ((व्शाए७) उसे हो गयी थी भौर चाहती 
[कि उसके विचार बदलने में मॉयटर उसवी सहायता करे । ऑपदर री सम 
पलने पर रूसी दरबार ो जायत्रम बताया गया। ह्ध््यि गे 
नहठाया गया कि एश महान ने बीजगणितीय दिधि से इसी र्भः 
दिया है। ऑपडर जातवा था हि हिदेरद बीजगशित मे 
है। अतः उसमे मंद होने पर ऑपलए में बहा-ए 


“मद्शय, 


साम से ही विख्यात हू जैसे-- 


३२८ दिया है। 


अत इेंबबर वा अस्तिय है।। 
(करंट डुछ ने समर पाया 4 कि 
हँस पहें ॥ उसने बहा हि 


दिला बर 
झपी और बढ पीस छोटे गया। 


अलुज़ा मिंठ 
मोच्स हैं खित ऑरश (पक $; 
मपत ददिव हुआ है. लिसते २३ बार 


बीजगरणित श्३७ 


हमिट (पह्यणाई६) को इसके विषय में कहना पडा कि उसने इतना काम कर 
छोड़ा है कि गणितज्ञ उससे ५०० वर्ष तक व्यस्त रहेंगे ।” इसका जीवन काल १८०२- 
१८२९ था। इसका जन्म एक निर्यन, किन्तु सुसस्कृत परिवार में हुआ था। इसके 
पिता जी नावें (१०७०9) के एक गाँव के पादरी थे। ऑर्बेल एक स्कूल में पढ़ता 





बित्र ४९--आऑेल (१८०२-२९) 

था कि एक दिन एक अध्यापक ने इसके एक सहपाठी को इतता सारा कि बह मर गया 
इस घटना से ओर्देल री चेतना जाय उठी और यह गणितज्ञों बी कृतियां पढ़ने 
दत्तचित्त हो गया। १८२७ में इसके पिता वा देहान्त हो गया और ६ भाई 
बहिनों के छालन पालन का भार इसी के ऊपर आ पड़ा। विन्तु इसने वी आश 
नहीं त्यागी । यह विश्वदिद्यालय में प्राध्यापक तो ही ही गया था । इसके अतिरिक 
लिजी अभ्याएवे हाय करके भौ और ६ साई बहिनों रा पेट पालता था । प्राल 
समय में गवेषणा कार्य किया करता था। 

सरकार भी सहायता से ऑबेल १८२५ में फांस और जमेनी गया। बिन 
यह ६ महीने रहा जहाँ इसबी ऊले (टाली८) से मित्रता हो पयी३ जेले उन्हे 
दिनों अपनी प्रसिद्ध पत्रियरा (ली वु०एणछशे निशालने वाला था। बलि 


१८ 
॥ अरदित पारा जगी इगने दीलिदगीय दर गोगों बाय गे 
कषषा प्रिय ही गंदी है। भषिर अ्यिंक वी नये छोटे मत 
दा १ १८३ गे ते ह ने दरों लिए पक बट दा इटिल में द्ा्यि 
द्ाधगाश रो ही दिखाने मे सतत हो एड हि] दर पते ने पदेसत ते में पढे 
ही आारिश का स्यतेवाग हों चर था! 

प्त्रायगे हाय गादिर पर बाग सम है मम्दाय में 

पल्तु गो 
उसी 





को हुए परना सीसता है व 
अयो * शघ “गर्व प 5 9 
५ पते प गये तट आुचा० 


बीजगणित २३ 


अब साविक पचधात समीकरण 

फर्या'+खय+ गया +घय*+चयदछे तू ० 
पर विचार कीजिए। बहुत से गणितज्ञों ने इस समीकरण के बीजगणितीय' हल 
निकालते का प्रयत्त किया और विफल रहे | ऑर्वैल यह सिद्ध करने में सफल हो गय 
कि इस समीकरण का कोई बीजगणितीय हल सम्मव ही भही है। 


अमेरिका 


कह सकते है कि अमेरिका में वास्तविक गणितीय काये १९वीं शताब्दी में 
आरम्म हुआ । उक्त शताब्दी में अमेरिका में कई गणितज्ञ उत्पन्न हुए। इनमे 
प्रमुख भाम बेंजैमिन पियर्स (छेलांगशांत एशप्००) का आता है। इसक 
स्थिति काल १८०९-१८८० था। इसके पिठा हा्दई विश्वविद्यालय के पुस्तका 
ध्यक्ष और इतिहासज्ञ थे। यह १८२५ में हार्ड का स्नातक हुआ और १८३१ मे 
वही पर अध्यापक नियुक्त हो गया । छगमग ५० वर्ष तक यह उसी विश्वविद्यालय 
से सम्बद्ध रहा ) पियसे एक बहुत ही सफल अध्यापक था और श्षीक्न ही इसकी 
सुयाति दूर दूर फैल गयी। यूरोप में इसको इतने मान भ्राप्त हुए-- 

(१) रॉपल ऐस्ट्रोनॉमिकक सोसायटी वा सहचरत्व, 

(२) रॉयल सोसायटों को विदेशी सदस्यता, 

(३) दिविश एसोसियेशन फॉर दि ऐड्वासर्रं्ट ऑफ साइंस के संवाददात 

का पद, 

(४) ऐँडिख्वरा को रॉयछ सोयायटी की सम्मानित अधिसदस्यता । 

पियर्स था अधिवाध काय्ये प्रयोजित गणित पर है । शुद्ध गणित में इसकी 
असुझ गडेणथा एशयएल सहचरण वरीजयगित(2.ताट्यर सैडडएटाउधण० शै/ड29::) 
पर है। सब मिद्याकर इसने ११ ग्रस्य प्रकाशित ज़िये हे । 

मेंक्सिम बोशर (॥/०ंणार छ2:7) (१८६७-१९१८) वा जन्म वोस्टन 
में हुआ था। इसने वेम्द्रिज छटिन स्बूल और हावई कालिज मे शिक्षा पायी और 
१८८८ में यह स्नावक हो गया । तत्पदचात्‌ यह अध्ययन के छिए गट्धिगन गया जहे 
से इसने १८९१ में पीएच० डो० वी उपाधि प्राप्त वी । १९०४ में यह हाई में 
ही शब्यापक लिशुक्त हो यया। इसने दर्पों कई अमेरिबी गणितीय प्तिराओ बा 
सम्पादन डिया। इस प्रणुत गरेषणा कार्य अबक्लछ सनोक्‍रणों (जरवधिताधंप! 


बीजयणित २४१ 


एक उल्लेखनीय चीनी गणितज्ञ हुआ है मुरई चेन (४ एपएश)) 
जिसने १७६५ में उच्च घात सख्यात्मक समीकरणो पर एक ग्रन्थ लिखा। उक्त ग्रन्थ 


का 
[08220 
पर 


99 5 #€फ!२दट: 
कफ (| ण 


५५४ 
:] 


१40 33:30 
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४५% हु # 2०० 
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४०३१ ४, 





'लित्र ५१५--झइृों सप्षों का एक पु् ४ 


[ डिन दण्ड कम्पनी की अनुणा से, डेविद यूजीन स्मिथ कृत “दिल्ठी ऑफ मेंथमेटिक्स' से 

प्रव्युप।दित | 

का नाम था शो तेस्पेई सम्पों । १७८१ में इसने एक और प्रस्थ 'सम्पों दोशी 
१६ 


20224 


खा जिसमें किसी दिपद के प्रसार के गुणांकों के निहपण के लिए पाठ 
(?करय पतंगाष्ट|८) का प्रयोग किया गया था। 

पं पिछले एक अध्याय में सेकी कॉँवा का उल्लेख कर चुके है। उसने वीजग- 
एक नयी प्रणाली निकाली थी जिसे तिस्डन वीजगणित कहते है। ऐरिमा 
१७१४-१७८३) ने उक्त प्रणाली का विस्तार किया। उसकी इति प्रल्लों 
में है जो इन विषयों से सम्बद्ध हें-- हि 

प्रीकरणों के मूल, द्विद श्रेणी, अनिर्णीत समीकरण, भूयरिष्य और अत्ि/ठ 
(करवाया गाते शगाफ4 9०0), वीजगणित वा ज्यामिति पर 
आदि। 

ते समय के जापाती बीजगणित में एक ही सलाम और उल्हेखतीय है-* 
इूंकेन (१७३४-१८०९)। इसका अधिक प्रसिद्ध नाम फ्रू जिता सदागुक पा । 
गित पर कई पुस्तकें छिपी जिनमें से इसवा बीजगणित, जिसझा काम धारण 
वा, प्रमिद्ध हो गया है। इसमें कोई विशेष मौखिकता तो नहीं थी, तिल पह 
कार्य में बहुत कुशल था। १ 

में चीनी संस्वाकों के गुम्फाझ्षर ((०ा४०ह८०ए) दप हिये गये हैं। 


अध्याय ५ 
ज्याभिति 


(१) नाम और प्रकृति 
ज्यामिति गणित की तीत भुख्य शास्ाओं में से एक है। इसके द्वारा आकाश 
($92८०) के गुणों का अध्ययन किया जाता है। इसकी प्रारम्मिक शाखाएँ 
प्रत्येक स्कूछ में पढायो जाती हे । समतरत ज्यामिति [7]902 6000४5) में 
हम समतल आइतियो का अध्ययन वरते हे और ठोस ज्याभिति ($0॥4 
(3८०ण०५०५ ) में ठोसो का । या यो कहिए कि समतल ज्यामिति का विपय द्विविम 
(ए७छ०-वै।ठालाअआंगा्) है और ठोस ज्यामिति बा त्रिविम (प]॥०८-ताफरला> 
0०7) । किन्तु जैसा इस इतिहास से स्पष्ट हो जायया, ये दोनों शाखाएँ ज्यामिति 
का एक बहुत ही छोटा अश हे । अब ज्यामिति में ऐसे कई विषयो का समावेश 
हो गया है जिनका पहले आविप्वार ही नहीं हुआ था। 
जैसा हम पिछले अध्याय में लिख आय हे, मारत में ज्यामिति का आरभ्म 
शुल्द सूतो से हुआ। इन सूत्रों में यज्ञ वेदियाँ बनाने वी विधियाँ दी जाती थी । 
इस देश मे प्राचीन समय में यज्ञ दो प्रकार के हुआ करते थे--नित्य अथवा विवशर, 
और बाम्य अथवा ऐक्छिक । तित्य यज्ञ प्रत्येक हिन्दू को वरने ही पड़ते थे । उनका 
ने करना पाप समझा जाता था। काम्य यज्ञ किसी विशेष हेतु से किये जाते थे। 
पुत्र की प्राप्ति के लिए पुत्रेष्टि यज्ञ किया जाता था। इसो प्रकार रोगो से बचने के 
लिए अथवा व्यापारिक सफलता के लिए विशेष प्रवार केः थज्ञ करने होते थे । इनका 
करना न बरना व्यत्रिद की इच्छा पर निर्मर था। 
प्रत्येक प्रकार के यज्ञ के लिए एक विश्ञेप प्रकार की वेदी बनायो जाती थी। 
बेदियों के निर्माण की विदियाँ बड़े विस्तारपूर्वक दी जाती थी। उनकी रचना 
में ठनिक सी मो त्रुटि होने से यह आशा होती थी कि यज्ञ का फल प्राप्त मही होगा । 
इसीलिए भारत में शुल्द विज्ञान बा इतना विकास हुआ मूत्रो में यह दिया जाता 
था कि ब्रिस प्रकार के यज्ञ के लिए कौन सा स्थान उपयुक्त होगा, किस आकृति की 





ज्यामिति रडप्‌ 


ने हुआ होता और अजन्ता तथा अलोटा के चित्रों का कोई अस्तित्व ही न होता । 
स्त्रिपों के प्रसाधतों का आविष्कार ही न हुआ होता, छपाई और कढाई के व्यवसाय 
अस्तित्व में न आते और वरतनों की नवकाझी जैसी कोई विद्या ही न होती । जितना 
भी भागे आप सोचते जायेंगे आप को यही दिखाई पड़ेगा कि संसार का ढाँचा हो वुछ 
दूसरा होता । 
जबसे मनुष्य ने संसार में पदापंण किया है तमी से उसके मन में कला प्रेम वा 
आविर्माव हुआ है। या यों कहिए कि विश्व में मानव जीवन और कलछा प्रेम साथ 
साथ उपने हूं । एक समय था जब आदुनिक सम्यता क्य अंदुर मी नहीं उगा था और 
मतृष्य प्रस्तर युग में रहता था। वह मान तो पत्थर के वनाता ही था, उसकेः उपकरण 
और बंरतन मी पत्थर के ही होते थे। कुछ समय पश्चात्‌ उसने मिट्टी के पात्र बताने 
सीखे। न जाने कितने राजा राज कर गये, सम्पताएँ लुप्त हो गयी, देशों के नक्शे 
बदल गये, किस्तु बुम्हार की कला अमी तक विद्यमान है। अन्तर केवल इतना ही है 
कि अब पहले से मिन्न आकार प्रकार के वरतन बनते हे । छिस्तु कला वा मूल तत्त्व 
भव भी वही है। 
प्रायः संसार के समस्त देशों में 
प्राचीन बाल से आज तक रिस्ती न 
हिसी रूप में उ्यामितीय चित्र बनाये 
जाते रहे है। और ये चित्र जीवन के 
प्राय; समी क्षेत्रों में, समाविष्ट रहते है। 
उत्सवों में, बच्चों पर, घर के वरतनों पर, 
दरियों, काछीनों पर, ऐतिहासिक रमा- 
रबों पर,दोवारों पर, निर्घंत वी बुटिया 
पर, राज भदन पर--जीवन के समो 
अंगों पर और प्रयोग शी प्रायः समस्त 
सापप्री दर झ्यामित्रीय बला का प्रइशन 
मिलता है। इविहासज् और पुराठस्वविद 








चित्र ५२--मिट्टो शा एक प्रादोत बरतव। 
प्रिश्र वा प्रादीन बाल गा मिट्टी वा 
बरतन। इसरा रचना बाल ६०००-२३ ४० « 


प्रादोन सम्पता बेः विषय में बहुत सी 
बातें उसे समय के मिट्टी के दरठनों ने 
अध्ययन से ही खोज निराल्ते है। 
बुए संप्राटटयों को तो यहो दिश्ेघता 


ईं० पू० है। (न्यूबार्ड के मेदरोरटीटन 
संप्रइन्थय से )। 

[डिन दऐेल्ट कापने) 4. अनुरा से, डेविद 
शूसेन रिरद ह। “हिस्ती अंक मैपनदिष्स' से 
अदुच दि] 





होती है दि उतसें प्राघीव फिट्टो के रतन संदृहोद डिये सात है। 





गणित का इतिहास 
ना बाल ११०० ई० पू० के आस पाम ही रहा होगा। अआउ- 
हवानियाँ प्रसिद्ध है। उन में से एक यह है कि वह बमी कभी से, गीठे वा. 
थो में लिये, यो ही लिबलछ आया करता था और उसी दशा में अपने मर्तियों 
रामग दिया करता था। एक छोकोवित यह जी है कि उसरी बलाई इततो मुता 
हे कि फिरदी की माति चारों बोर घूम जाते 


८ 
उबंग के सम्दस्व मेक 








हर शत मेरेंगटिएता मै 
अच्युादित 3 
पह इतने प्रात > झ्यी घोतिरों 
ऊपर दिये हुए चित्र में यह पा चढ़ता है हि ईॉले ब्राचीत बाद में भा ४8 
शरस था यर्दार उप्र में ५ ः 


शो ययाजदित स्पितीर्स दे समेंपरा 

शायति नहीं दी गरी है 

दर इसी प्रति से सम्दड ब्रब्ल और 

के पहुठे माग के १९ ३8 पर वा दुस्तर बे एुष्न अंग की इस प्रहार / « 

(दर हैं श 
रेखा बो दीरे और आदर २५ हो। 4 तो बोतों बी मध्य डुगी ५ 

हफ्तों व 5 
तब बनी ४५ रच (हैणि/ 

मे ऋष्बदित) है। मो चाल ४2 

दल डरा गा झमाईिए हैआा 






ज्याभिति २४९ 


(4) फरण तियेन (खेत का वर्गश) । इस अध्याय छा विषय सर्वेक्षण है। इसमें 
# का भान हे लिया गया है और विभिन्न आइतियो के क्षेत्रफलो के सूत्र दिये गये 
है जैसे विमुज, समल्म्व, वृत्त । 

(9) सू भी (नाजो का परिक्लन) | इस अध्याय का विषय प्रतिशतता और 
समानृप्रात है! 

(॥४) श्वाइ-फेन (भागों का परिकलत)--साझा और भज्ंराशिक । 

((४]) शाव-कुअंग (लम्बाई निकालना ])--आइ़तियों की मुजाओं की लम्बाइयो, 
बगें भोर धन मूल] 

(५) शंग-बुंग (आयदन निकालना) । 

(शं) चून-्शू (मिश्रण)--गति और मिश्रण सम्बन्धी प्रश्न । 

(शा) पिग-पू-त्यू (आधिक्य और न्यूनता )--मिथ्या स्थान नियम । 

(४४) फ़ग चैंग (समीकरण)--युगपत्‌ एक्घात समीकरण और सारणिक । 

(४८) कउ-कू (समकोण जिभुज) 

इस ग्रन्थ के छेखक और रचना बाल भी ज्ञात नही है । विस्तु इतना पता है कि 
चौन के सम्नाट्‌ शी हू बाग ती ने २१३ ई० पू० में यह राजाज्ञा निवाली कि समस्त 
पुस्तक्रे जला दी जायें और सव विद्वानों वो जीवित दफना दिया जाय । तिस पर भी बुछ 
पुस्तकें जलाने से अवश्य ही बच गयी होगी, और बुछ जो लोगो को दष्ठस्थ थी, 
दुबारा लिख छी गयी होगी । उक्त घटना के वुछ हो समय पश्चात्‌ एक चीनी गणित 
अंग मंग हुआ है जिसने पिछले लेखकों कौ इृतियों वा एक सग्रह प्रबाशित किया । 
अनुभान है कि स्वान शू मी उसी मे लिसो | किवदन्ती है कि उक्त ग्रन्थ घउनकग ने 
अपनी ही देस रेस में देयार कराया था । इस प्रकार रवान शू का रचता शाद १००० 
६० पू० से पहले का हो बेदता है। 


ययाकथित “पिथेंगोरस का प्रमेय! 


यह बात अब अधिकाश इतिहास मानने छगे है दि प्िशेंगोरस बा धरमेय' घुल्क 
सूत्रों के छेलको को पिथेंगोरस के जन्म से सेश्डो वर्ष पहले ज्ञात हो चुरा था $ अतः 
अब हम इसे 'शुर्द प्रमेय' बहेंगे। स्मिय ने जपने इतिद्वास के माय १ बे पुृ० ९७ पर 
लिखा है कि “शुरव सूत्रों में पिषयोरद के प्रमेय का स्थस ( अमव्यटआ) स्पप्ट शकई 
में दिशा गण है, हिस्‍्तु हिन्दुओं को उक्त धसेय दो ज्यामितोय उपप्ति बा आमास 






६७० 





की नही इता था।। हैः ड्म 
हमें तत्मस्बस्वी 





कामौदी पर बमेगे। है 
धुस्ता मे आप हुई है जिंसरी १7224 / 
वे प्रमम है सत्र (0 








हल्दरओत मी में इुछ अाव 
है अयदायों मे उन हैं हे पु 
डर्टी उद्दग मे बढ़ विकार नशहीं निशलली आह र्ि हद 

उदाहरण ही ध रबर परी 
के ५ हे अरूदिर मी 





ज्यामिति २५! 


इसके अतिरिकत सोत्रामणि को वेदी में इस समकोण ब्िमुज का प्रयोग होता है--+ 
१४३, १२४३, १३४७३. 

अत, यह भसम्मव है कि भारतीय गणितशों को उक्त प्रमेय कः साविक रूप 
ज्ञात न हो। कात्यायन में उक्त प्रमेय के स्यास्त के अन्त मे यह वावय आता है-- 

इति क्षेत्र ज्ञानम 

अर्थ--यह ज्ञान क्षेत्रों (समतक्ल आकृतियो) के सम्बन्ध में है। 

'इस वाक्य से स्पप्टतः यह निष्कर्ष निकलता है कि शुल्वकारों को प्रमेय का ज्यामि: 
तीय रूप भी ज्ञात था। इस कथन की पुष्टि के और भी कई प्रमाण शुल्घ सूत्रों में ही 
मिल जाते हे । कात्यायन के निम्नलिखित इलोको पर विचार कीजिए। 

दिप्रमाणा चतुः करणी त्रिप्रमाणा नवकरणी चतु. प्रमाणा पोडश करणी । 

अधंप्रमाणेन पादप्रमार्ण विधीयतते । 





चित्र ९७--शुल्व प्रमेद का ज्यामितोय अद्शन । 


आधुनिक ज्यामितीय माया में हम इन इलोको क्य मात्रार्थ दस भ्रकार देगे--- 


श्र श्ित का इंविटा 


७:8० 2० तल 


दुशुती रेएा मे चार दे इतेगे, वियली बेशामें ९यर्ग देंगे औरुती गे हे 
अब इस सावन्ध में आपस्तम्व (मं) 9 और बह्यारत (9) % ४ दियार 


"जितने मात्रा छमी रेशा में होगे डर्गों गो उरी ही परिियों उ्तें वी 3 


होगी । 
अब इस नियम लिझुज़ पर प्रयोग बरके देतिट तो प्राए 
बी आहत प्राप्त होगो १ ९ द्रेलिए चित्र ५३ ) 

आइवि से रपट इसमें शुल्द द्रमैेय बा स्यार्मितीय अदईन सर्मिरटित है 

झुल्व प्रमय बा प्रयोग छुवी में दो चार नही, दमियों स्थानों पर दुआ है 
ल्मी आदत के बराबर एव वर्गे दनाना, डरे के बराबर पते आवत ली दरों 
एक शुजा दी हो, ५२४ ५ ८ ० जी ज्यामिती इहयादिगा 
हमसे समस्त झ्षमेंपों में उक्त प्रसेय रए सहारा छिंया गया सूत्रों में महूमी चली 
है कि शुल्वारा बो निम्नलिखित विल्लोम प्रमेस भी ही पढ़ा पा 

यदि बोई जिमुज ऐसा हैहि उसरी एक 5 बा वर्ग येव दोदों 5 के वर 
के योग के बरावर हो हो फ्छिदी दोनों रुजार मध्दस्थ बीत एस समता होगी 

हम यहाँ हत्मम्बन्धी दो एड रचनाएँ देते हैं 

बौधापन-ण 

नाना चतुरखे समस्यतरनीयसः बर्षीयमो बुधमुह्लिेत दम 
समस्तया पॉ्िमाने वी भदति । 

उदाहरघनामर्ति डोजिए हिंदी दगे दिये है। है और एक ऐसा वे द्ठा 

जो छेबरट में हे दोनों केत्रफरों के जोड़ के डर हो 

हल नल न मेँ सेर 

जा छा बार ६3। 
याबी जोड़ों $ 
अब, वी ५ शा को चाप्ल्धा या 


ज्यामिति र्थ३ 


अतः यदि घा या पर एक वर्ग खीचा जाय तो उसका क्षेत्रफल दोनों दिये हुए वर्गों 
कै क्षेत्रफल के जोड़ के बरावर होगा। 


पा || 


या कि 


चित्र ५८--हो शुल्व सूत्रोय क्षेत्रफठ । 


अब छुल्व प्रमेय की एक विशिष्ट दशा पर भी विचार कीजिए। 
बोषायन (3) ४५-- 
समचतुरस्त्रस्यादशपारज्जुडिस्तावतीमूमसि करोति । 
आपस्तम्ब () ५-- 
चतुरख्रस्पादणयारज्जुद्िस्तावती मूमसि करोति । 
बात्यायन (४) १२-०० 
समचनुरस्त॒स्याक्षणया रज्जुद्धिकरणों । 
इस शामस्त एलोंगों का अर्थ एक हो है-- 
किमी बर्गे के विरणे का वर्गे (मौलिक) वर्ग दा दुगुदा होता है । 
इस प्रकार यह सिद्ध होता है कि शुल्वकार &/२, $/३,...बी ज्यामिदीय 
रचना की विधि भी जानते थे। इन रचवदाओं और एसी ही अन्य रचनाओ के लिए 
शुल्व प्रमेय के साविद ज्यामितीय रूप का ज्ञान अनिवार्य था। 
बुछ शुल्ववारों ने दगे बाली विद्िप्ट दशा आयत वाले साविक प्रमेष से पहद़े 
दी है। यज्ञ बेदियों में से एक प्रचार वी वेश बा नाम दक्षिण वेदो' था । उसी 
रचना में एक दर्ग बताया जाता था जिसका क्षेत्रफद् दूसरे बे के होत्रफ्ल का दुगुता 
हो। एस प्ररार हम देखो हे दि कम से कम वर्ण वाठी विशिष्ट दशा तो अति प्राचीन 
है इरोरि दक्षिण बेदी बी रचना सम्दस्धी सूत्र ऋग्वेद से मी पुराने हूं । और ऋग्वेद 








ज्यामिति , र्ष्५्‌ 


(0 छा. प्भापले ; 2ण 56लेांतराप्ट 2 ऐीमीलशाबच्तैएल 74 वैक्‍ीट- 
पोण्या णावे #॥वऑप्ट,, (लंड (874) 97 ६ 


(7 ".... घल्गणा : प॥8 पफ्राल््य 8००७ ०६ एपलावेंड ऐाशलाफ 
के ३ ४०७., 0भगणा98० (908) !, 352 £ 


(8) 6. ][एणाए्८ : "जगा सकल वाल ताकताणा 5 वघरणांगानेर 
व्यॉतत्टाप-]पि०ए१९ $जछएफरैण॑क्‍ट - ]०_्याधााववत्, ति्गीर (907) 22-64 
बुप० ते 5ए फल्गी | 35. 


(9 0. शणाल : "06 ॥(गाव्परग्याप्ट वध एक", पाते 
2०0, (३६ $वक्रगरव, वे, प्रथ्राकपहुऐैलीला पशारए, फैठे, शा (929) 
775-205. 

(70 ७, प्रफशण : $प्रएकपपछ, 

शुल्ब प्रमेय के विषय में एक बड़ी विलक्षण वात यह्‌ है कि इस का कोई प्रमाण 
नही है कि पिवेंगोरस ने इसकी कोई उपपत्ति निकाछी थी । पि्ेंगोरस का जीवन 
शाल छड़ी ई० पू० थां। उसके लयमग ५०० वर्ष पश्चात्‌ लोगो ने कहना आरम्म 
किया कि उसने शुल्व प्रभेय का आविष्कार किया था। और यह अनुमान एक अस्पष्ट, 
अमोत्यादक कथन पर आधृत था । इस प्रवार पिथेंगोरस को मुफ्त में ही श्रेय मिल 
गयी। हेकेल और युग तो निश्चित रूप से यह वहते हे कि उक्त प्रमेय की कोई उपपत्ति 
पिथेंगोरस ने दी ही नही । अल्मेंद और कँण्टर ने यह अनुमान लगाया है कि कदाचितू 
पिथेंगोरस ने कोई उपपत्ति दी हो । किस्तु उतके तक सन्तोपजनक नहीं है । 

ब्रटृइनाइडर का विचार है कि उबत प्रमेय की जो उपपत्ति पियेंगोरस के नाम से 
सम्दद्ध है, वास्तव में वही है जो ११५० ई० में मास्कर ने दी थी। हेकेल एक पग और 
आगे वढकर कहते हे कि “वास्तव में उक्त उपपत्ति की उत्पत्ति में यूनानी शैली का तो , 
आमास भी नही है, उसमें तो भारतीयता झलकती है।” हंकल की उक्त दिप्पणी का 
समर्थन अल्मेंन, हीद और गाउ ने मी किया है। इसी बिना पर हीद ने यह सुझाव 
दिया है कि इस प्रमेय का नाम “कर्ण के वर्ग वा प्रमेय” होना चाहिएं। हिन्दू गणित 
में यह प्रमेय कर्ण के वर्ग के रूप में नही दिया गया है,बरन्‌ आयत के विकण के वगे के 
रूप में दिया ग्रया है। अतः डा० दत्त के विचार मे इसका नास 'विकर्ण के वर्ग का 
भ्रमेय/ अधिक उपयुक्त होगा। परिचमी गणितनो ने बिना किसी प्रमाण के, केवल 
अटवल के सहारे उक्त प्रमेय का साय श्षेय पिथेंगोरस को दे दिया । किन्तु पर्याप्त 


ज्याभिति एप७ 


खपच्चियों और झाड़ झंकाड से पाट वर ऊपर से बालू से ढक दिया जाता था। 
जैसे जैसे समय वीतता गया, इन क़त्रों की निर्माण विधि में अन्तर पड़ता गया और 
आवश्यकता से कछा का रूप धारण कर लिया । 

ये सूचीस्तम्म सदैव राजघरानों के सदस्यों के लिए ही बना करते थे | प्रत्येक 
राजा का एक मन्दिर होता था जिसमें पूर्व की ओर एक द्वार रहता था। राजा उक्त 
द्वार में से अन्दर जाकर पश्चिम को ओर मुंह करके प्रुजा किया करता था। सूची- 
स्तम्म सदैव मन्दिर के पश्चिम की ओर वनाया जाता था, और उसकी पश्चिम की 








चित्र ६०--चट्टान काट कर बनाया हुआ एक मिल्रो भन्दिर। 
[ छसाछबडोपीडिया जिदेंतिका से ) 

दीआए में एक द्वार बनाया जाता था। किवदन्ती है कि उक्त द्वार से ही दिवंगतात्मा 
दूसरे संसार को जाया करती थी । 

अधिकतर सूचीस्तम्मों का प्रवणता कोण (878|८ ०६ $|09०) छगमग अचर 
(५४ के आस पास) है। किस्तु कुछ सूचीस्तम्मों के कोण ४५० से ७४” तक के हे । 
एक अनुमान यह है कि इन सूचीस्तम्मों के आघार का आधे उच्चत्व से अनुपात अचर 
है और # के दरावर है। सम्मव है यह अनुमान सत्य हो क्योकि इससे के शा मान 
३.१४ बाता है। हु 

मिस्र के राजाओं में से अमेनेमहट ३ अयबा 'मोरिस' का साम विशेष उल्लेखनीय 
है। इसक्ता राज्य काल १८५० के आस पास था। इसके समय में मिस्र में सिंचाई को 
एक बृह॒त्‌ योजना चालू की ययो। इसमे पदा चलता है कि इतने प्रादीन काल में भो 


30028 सर्वेक्षण और माएिदी का पर्याप्त ज्ञान प्राप्त कर लिया घा । छोयों बा यह 


शसबित शा इतिहास 


अनुमान है हि अहमिस पेपिरस इसी के राज्यवाल में डिखा गग था शिया 
म्ब हम एक पिछले अध्याय में कर चके है। 

जिस समय वा हम उल्ेस कर ै, उसे मिस्र का सामन्‍त मुग रह माते है) 
[ युय वा अल १८०० हू पू० वे छगमग हुआ। उसे दिनो मिस में शा प्र 
हू हो गयी थी, विधिपत्र बनने हगे थे और नदियों के उतार घढड़ावे हे अमियेा मी 
र हो गये थे। अत. हम वह सारे है कि उस सम्रय तक मिस के गदितोंर शत 
बुछगुछ विद्ास हो चुहा था। 
अहभिस पदिस्स का वियय मुख्यत स्यदद्ार गयि। है. ग्खि उसमें इछ पल 
विश, श्रेतियों और समोप रणों पर भी है। उक्त ग्रग्थ वा बाडाप्रल एगपशए हर 
और 3 वी भाग मिखारद १९ हो है। 








“(बट राधि बदाओ जिस) पूरा 
दस प्रपत वा निश्पग इस संमोवरण से होता है-* 
मन्ड्ढप ८ १९ 
हुड बहने को दिपि 'पए। झूठ विधि ही थी। 

दिख बी बिवरलिरि में यह समीकरण 
वे (इ+ ३7३7 १) "२ 
इस प्ररार दिखा शता घा-- 
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वबिब ६१-- दिख को 
4 ह्ताहम्टीय दिया वि्लिए हल) 


हिल बी इवंटिति (विव्टगए9) मे वही स्मार्ट 


हक इव॑- बिक दो कब निति 


इन्शाइम्ट 3 टिका स#रतर हि 


ज्यामिति रषर 


अह्मिस में वर्गों, आयतों, समद्रिवाहु त्रिमुजों और समल्स्वों के क्षेत्रफल विशाले 
गये हूँ । दृत्त दे क्षेब्रफठ के लिए निम्नलिखित सूत्र दिया गया है-- 


ब्यास- ३ व्यास) * 
दर 


इस सूत्र से * वा मान ३ १६ आता है। उस समय के हिसाव से इतना सूक्ष्म मान 
दे देना श्रेपस्कर था। 

अहमिमस में सूचीस्तम्मों के जो नाप दिय गये है, भ्रमोत्पादक है, विन्चु उसी समय 
बे एक अस्य पंपिरस से एड आयतावार सूची स्तम्म के छिक्षक (0507) का 
टीक टीका आयतन दिया गया है। 

गिसास्ट्रिम सिख का एक पौराणिक राजा हुआ है। इसरा जीवन बाल १३४७ 
ई० पू० के छगमग आरम्म हुआ था। हैसोडोटस (छूगमग ४ट४-४२५ ई० पू०) 
लिखता है हि गिमॉम्ट्रिस ने सारे समार को जीता, अपने देश के लिए कानून बनाया 
और देश के निवासियों में मूखि का विमाजन विया । जैसी जिसकी फसल होती थी, 
बैसा ही उससे छथान लिया जाता था। मिप्त बी सामास्य जनता मा ज्यासिति से 
प्रषम परिचय इगी प्रदार हुआ। 


मूनान 


हमे एच विछते अध्शय में यूतात के अश्शणशितोय कार्य गा विवएण दे चुके है । 
हिख्यु यूनान की प्रतिमा सइमे अधिर ज्यासिति के क्षेत्र में चमदी। थों तो ज्यामिति 
के बुछ सिदाल्तों से मिल बाड़े परिदित हो चुके थे, बिन्दु उक्त विषय गो ध्यवग्थित 
रूप गई प्रथम यूमान ने हो दिया | यूनानी गणितज्ञ ज्यामिति में इतने दप्त थये थे कि 
उन्होंने अगिराध भव णितोद और दोजगणितीय प्रश्नी को भी ज्यायितीय दिपिसे 
हो हज दिया। पूजात के इतिहास बा ५दो से ७डी धतास्दी ६० पू७ सर गा बल /ज्या- 
मित्रीय दुग” बहुदादा है। इस दुश में जयामितोय आह तियो बा प्रायान्य घा। सिंट्ठी 
वे शतेनो पर, सरिदिरों पर, कछो पर--सरबन्‍ बट़ापूर्ण म्यासिवीय आइठिया शिशई 
पश्ती थो। रिनुशो, दत्तो ओर समनुजो([[.07ल्‍02७) मे इगरी विक्ेप भ्नि थो। 

चत्स (प्रशै७) (६४०-५४६ ई० घू०) मिस्टस (]ॉालिफ) सदर बा 
विदमी था। यह एश दथित्य, दासेदित और उसपेतियों था । यह झुनान मे सात 
अजे हुए इदिमानो' में से एक दा ६ इसने सूरे इरघ से दिपय थे एवं अरिप्पदाणी 
थो थी जो सच जिवफो ॥ इसो से दसबो स्तर देश झूर में पंत गरो। इसने झिख 
जावर उरामिति झ्षीसो ३ दष्म के झूम डर लोग इच्नी हो कईर्शमति शसने थे वि 





डोगी के से आयतत ह। घेस्म से हिट द्द्ू्द डबल बाग हि 
पृदमी आहतिं इम्रान्न मिप्र कलाओं में बगे होता है। हो नि 
ब्रतार गिगश उपा्सिति' की नी डाडी। 

चेह्म ने जिस्नलितित वशर्मितीय साध्यों वा आउविक़ार ऑिीएए 

(१) फरयेक यु कमी भी ब्यात समदिनाजित होता है। 

(२) (कसी समब्िद ज़िमुज ने बोश बरी: होते हैं. 

(३) खब दी च्छ्जु क बो वाटती दें ते मम्दु भी को 

बराबर होते है। 


(री अर्धदूत्त वी कोर्ट भी बोध एक समबोाद होता है। 
(५) समझप जिलों जो भुजाएँ मसमालुपाती होती है । 





() किसी विमूज के तीनों की की यीय दो सी तेण होता है। 
(४) एक दे बदुमुज औ क्षेव्रफ में एक दिये है. बुमुज के बराइट है! 
दूसरे दिये हुए वमु े हक 
(४) बाँव सम अदुफददी ३ (ए०पपवपण) है सवता। 
बाज के 7 (त्मश०४०००) और दादशबल (2 
"कफ ख़ना तो अवश्य ज्ञाठ धी। हैकि अप्टर्पकी (९० 


ज्याभिति २६१ 


700) और विश्वतिफलक ([005४॥८०८००) की रचना का आविष्कार एक अन्य 
गणितज्ञ थीटेटस (7॥62८.८४७५) ने किया हो। 

((४) किसी ऋजुरेखाइुति के समख्प और एक दूसरी ऋजुरेखाइृति के बरावर 
एक अन्य ऋज्रेखाकृति बनाता। 

सम्भवत पिथेंगोरस ने छोगों को यह मी बताया कि पृथ्वी अन्तरिक्ष में एक गोला 
है। इस प्रकार हम देखते हे कि पियेंगोरस ने ज्यामिति के क्षेत्र मे कई महर्वपूर्ण 
आविष्कार विधि हे। किन्तु हम एक पिछले प्रकरण में कह चुके हे कि उसने उस 
प्रभेय को सिद्ध किया ही नही जो उसके नाम से प्रसिद्ध है। 

ईलिया के जोनो (22१० 6६ 2]०७) का जन्म छगमसग ४९६ ई० पू० में और 
मृत्यु ४२९ में हुई। यह एक दार्शनिक और गणितज्ञ था । इसका सिद्धान्त यह था 
कि ससार में 'एक' की सत्ता है, न कि 'अनेक' की । इसके बुछ विरोधामास जगत्‌ 
प्रसिद्ध हो गये हे-- 

(१) यदि ससार में अनेक को सता है तो वह अत्यल्प भी है, अति महात्‌ भी। 
अत्यल्प वो इस्टलिए कि उसके विश्रिश साय अविगाज्य है, अत. प्ररिमाणदीत है । 
अति महान्‌ इसलिए है कि प्रत्येक दो भागो को पृथक्‌ करने के लिए उनके बीच में एक 
तीसरे भाग की सत्ता होनी चाहिए। फिर इस तीसरे भाग और पहले भाग के बीच 
में एक चौया भाग होता चाहिए, और इसी प्रकार अनन्त तक। हि 

(२) प्रत्येक वस्तु आकाश में स्थित है, अतः आकाश मी आकाश मे स्थित है। 

(३) थदि नाज का एक मुट्ठा मूमि पर फेका जाय तो उसमें से कुछ ध्वनि 
निकलती है। अत उसके प्रत्येक दाने से घ्वनिं निकलनी चाहिए, किन्तु वास्तव में 
ऐसा भही होता। 

(४) ससार में कसी प्रकार की भी गति असम्मव है। मान लीजिए कि हम 
एक तीर छोड़ते है । वह विसी री क्षण या तो उस स्थान में चलता है जिसमें स्थित है, 
था ऐसे स्पान में जिसमें स्थित नही है। जितने स्थान में स्थित है, उतने मे तो चछ 
ही नहीं सक्ता। और जिस स्थान मे है ही नही, उसमें चलेगा बसे ? 

(५) भात लीजिए कि कछुए और खरगोश में इस शर्ते पर दौड़ हो रही है कि 
आरम्म में कछुए को १० गज आगे से चछाया जाथ। तो खरगोश कभी कछुए को 
पव़ड ही नही सकेगा । यदि खरगोश की चाल कछुए बी चाल से दुगुनी है तो जितनी 
देर में खरगोश १० गद्ध चलेगा, उतनो देर में कछुआ ५ गज्ञ आगे निकल जायगा। 
जब तक खरगोश इन ५ गज्ञों को दूरी पार करेगा, वछुआ २॥ गज और आगे बढ़ 


१६२ गणित वा इतिहास 
ज्ाथगा । जब तक खरगोश २ गज और चलेगा, वदुआ है गड और बड़ जारगी। 


और इसी प्रकार यावदनन्त ( #ते आदिंणए) । 





बिंत्र ६३४- हिंपाकिटीज के त्रिमुज को दो भुजाओं पर अपर! 
हिनिटीड (साएएग्प॥४क) जी पर्व शताब्दी ई९ १ 
और गधितेश पी । गणित के क्षेत्र मे इसती शिशेष वि ज्यार्थित में पी। इंगित बुत 


ह दर्गण पर बहुत धरिध्रम गिया । इसने एश सम 


उसके ब्रासों मे वर्षों ने अतु्रत में होते है । 

आर्षो (कैच) ध्म) (झूएमग ८२८-३४२ ६९ १% 
बा ही एफ बैजानिर और दागनिफ बा । पा सात बार सता बी माप इती गया 
िदिली है हि एर जड़ वादा है बड़ सम में मूड कट मा गया रे 
अहूपुतों थी ६ दषरग्मिश स्वाति "ैं सत्र में इसने संगत सम्बभी एई ही. 
(डड दिये जैने बरद बिसी समर्थ 
हूए बह दर्ण वो अवधानजी बा. मध्य 
पदिश्न चार हो खदिगा ह बेदा का हाट रिंग, 
(दखल हिए। पल हे बरेश कॉ हि 


अररी 4 इर अइइकर कं आर हर ठ 





हा लनिद लिंदतत ह्ज्त महस्वद्ओ में नर 


ईट्स हाटा। 





ज्यामिति र्ध्रे 


यूनानी किवदन्तियों के अनुसार पंच तत्त्व पाँचों सम ठोसो के बने हें-“-अग्नि चतुष्फलक 
से, पृथ्वी घन से, वायु अप्टफलक से, विश्व की सीमा द्वाइशफलक से और जल विशर्ति- 
फलक से । इस यूनानी परम्परा और प्राचीन हिन्दू सिद्धान्त में केवज इतना अन्तर है 
कि हिन्दू परम्परा में पँचवाँ तत्व आदाशय माना गया है। सम्भव है कि 'आकाश' 
से तात्पयं 'विश्व की सीमा' का ही हो। यूनानी विद्वानों में सर्द प्रथम धीटेटस ने 
ही उबत सिद्धान्त का व्यवस्थित प्रतिपादन किया है। 

प्लेशो बा उल्लेख हम अवगणित के अध्याय में कर चुके है । उसने ज्यामिति का 
अध्ययन मुख्यत' दाशनिक दृष्टिकोण से क्या । उसने ज्यामितीय भावों की सम्यक्‌ 
परिमाषा, और शुद्ध तकंयुवत उपपत्तियों की नीव डाली । वह बहा करता था कि 
जिस किसी भनुष्य को नेता बतनों हो, उसके लिए गणित वा, विशेषकर ज्यामिति 
मा, अध्ययत आवश्यक है। उसके विचार में सणित का अध्ययन मस्तिष्क के विवास 
के लिए ही आवश्यक था, चाहे उक्त अध्ययन का कोई उपयोग जीवन में हो या न हो । 
स्छेटो बा विचार था कि शिक्षा के साथ साथ मनोरंजन वा समावेश मो होना चाहिए 
जिसमे रूक्ष विषय भो रोचक बनाये जा सके । 

एक प्राचीन ज्यामितोय-वीजगरणितीय समस्या है 'घन मा भुणन (/एेपह- 
८40० 0 ४४८ ९०४७८) . इस समस्या का सम्बन्ध इस समीकरण से है-- 


6 
यौलूपु- कन्मक। 


प्राचीद समय में कभी कमी बुछ घामिक वेदियों बे: आजार को दुगुना करने गो 
आवश्यवता पहती थी । उपरिलिखित सभीवरण का उद्मद उसो समस्या से हुआ 
है। उस्त समीररण बा हल थ्लेटो, आक्दिटस (8८905) और भेनोवमस 
(#(९३८८ंता०५) ने निराला है। मेनीकमस ने इसका साथन परवलय और 
अतिपरवलय बी सहायता से रिया है। इरेंटॉस्थेनीड ने इसके! हू के: लिए एक 
पास्विक उपरण हो बता डाला । 

प्ेटो बो परिषद्‌ बा उल्लेख हम एक पिछले अध्याय में बर चुके हे। चोयी 
दताब्दी ई० धु० बा प्राय: समस्त गणितीय कार प्डेटो के शिप्पों और मित्रों ने किया 
है। पोटंटंय उक्त परिषद्‌ भा सदस्य था। यूडोग्यस (£७त0%०४) से अनुरात 
मिद्ान्त बी नी डाली डिसता समादेश बाद झो यूस्विष्ट के 'एटीमेष्ट्स' मे हुआ 
है। उसने 'निशेषण विधि! (#०्पी०्व 6६ पउ७पंछा) से आइवियों के 
क्षेत्रफल और आदतन विकाडे । बढ प्डेटो वर थिप्प था। आव्दिटिस, जिसता 
उह्डेख हम ऊपर बर चुके हूं, प्लेटो वा मित्र या । 


ज्यामिति र्ध्प्‌ 


'ातत्य' ( 0०पंगणंए ) की सब से पहली परिमापा भी अरस्तू को ही दी 
हुई है-- 

“दि कोई वस्तु एसी हो कि उसके कोई से दो ऋमागत भाग छे लें तो जिस सीमा 
पर वे मिलते हों, वह दोनों के लिए एक ही हो और दोनो भाग एक दूसरे से जुटे हुए 
हों तो उस वस्तु को सतत ((०॥४०४०५५) बहते हे ।” 

अरस्तू का मत था कि “वास्तविक अनन्त ( [फ्रं/८ ) बा अस्तित्व ही 
नही है।" 

एक स्थान पर अरस्तू ने कहा है कि “किसी वर्य के विकर्ण की लम्बाई, जिसकी 
भुजा बी छम्बाई १ हो, सुमेय हो ही नही सरती, क्योकि यदि वह सुमेय हो तो एक सम 
संख्या एक विषय सख्या के समान हो जाययी ।” 

आजकल ४३ की असुमेयता की जो उपपत्ति दी जाती है, उक्त कथन की पुष्टि 
बरती है। 

जिस पाल का हम वर्णन कर रहे हे, उस बाल के एक गणितज्ञ का भाम और 
उल्ठेसनीय है--एरिस्टियस (/:/03८७५)। इसके जीवन के विषय में केवर इतना 
पता है कि इसत्ा कार्य काल ३२० ई० पू० के आस पास था। पेंपस (9०90७) इसके 
उयामितीय बाय से इतना प्रमावित था कि उसने कहा है कि यूमान में वेश्लेपिक 
ज्यामिति के छषत्र में तीन ही गणितज्ञ महान्‌ हुए है--एसिस्टियस, यूपिलड और 
एंपोडोनियस । एँरिस्टिपस ने घावों पर पाँच प्रन्य लिसे । इसके अतिरिक्त इसने 
पाँच सम ठोसों पर जो शुछ लिखा, उसत्ा समावेश यूविलड के १३ वें भाग में 
हो गया है। इस प्रतार हम देखते हूं कि इसरी इृतियों ने थूविलड शो भी प्रभावित 
जिया है। 


(४) ३०० ईं० पू० से १००० ३६० तक 
यूविलड (एछप्तव) 
पूवरिल$ के जन्म और भूयु शा ठोक टोक पठा नही है। इतता क्वात है कि इसरा 
हाउंबाल ६३०० ई० पू० के आस पास था। इसने प्रारग्निद शिक्षा बदावित ऐयेस 
में फेटो के शिष्पों मे पारी। दोडेमो १ [पऐेटोट्आ) |) के राज्ययार (३०६- 


२८३ ई० पू०) में इसने एंलेस्डथीडुशा में रा स्युक श्थारित्र रिया। थूसिटश के 
जीवन शा एव उद्यस्यात इसिद हो रद है। इससे एक शिष्य ने म्थामित्रि का प्रथम 


२६५५ गणित का इतिहास 


शाध्य पढ़ने के बश्लान्‌ कहा कि «इमके सीखने से मिलेगा कया १ बुझिलई जे अपने 
मौकर से कहा कि दम ६ दंनी दे दो बयोर्कि यह हर बात से छार्म ही चाहता है 
सर्जिलड वी संवेस ब्रमिद्ध प्रत्य दुलीमे दम (घिक्षाटपक ह मूल तस्वी) हैं जिसे 

भर संस्करण निकल चुके है । उक्त प्र वी 


प्र घोर फरे/ 277 ख्न्ट 
पु थे; बह आपुर्त पर५क० १८०१६ 24852 
दशा 2222 240 20 
द्कक] के 2 


7 कि कोर पट एक एणिर्ण 35720 72:> 422 
हि हतिभाण बुणकर्णरिलिगी 2 रत का 
मय न्ताा फि परशप्म हर्४ ९ 5 22 


और मम ( 


ज्यामिति २६७ 


बीजगणितीय सर्वसमितराएँ और क्षेत्रफल; 
दृत्त, 

( ४ ) अल्लिरित और परिछिखित बहुमुज; 
(५) समानुषपात, 

(६) वहुभुजो की समरूपता, 

(७ )-( ९) अकगणित, 

(१०) असुमेय राशियाँ; 

(११)-(१३) ठोस ज्यामिति । 

यूविलड के अम्य प्रन्थ थे हे-- 





(ए) डेटा (0903)--छममे ९४ साध्य दिये गये हे। उनका विषय यह है 
कि यदि विसी आइनि बे बुछ अग दिये हो सो शोष जग ज्ञात जिये जा सतते है । 

(प) आहेतिय/ के विभाजन पर एक पुस्तक--दस पुस्तक का विषय यह है 
हि यदि कोई आइति (प्रिमुज, खतुर्भुज, वृत्त) दी हो तो उसे ऐसे दो भागों मे किस 
प्ररार बाँदा जाय कि दोनों भागों के क्षेत्रफल एक निदिष्ट अनुपात में हो। 

(ग) स्प्रेरिया (7४009405) जिसमे शिक्षात्रियों वो यह बताया गया है 
हि ज्यामिति बे अध्ययन में बौन कौन सी चुटियाँ सम्मव है । 

(घ) धाकब--चार भागों में । 

(5) पोरिस्म्स (?०ाछा05)--उच्च ज्यामिति पर! 

(ध) नह-विर्ुष्य ($प9०९८ ॥,08)--दो भागों में । 

सूविलड की शेष इ तियाँ ज्योतिष, सगीत, चाक्षुषी (09॥05) आदि पर हैं । 

आकिमेंडीज 

आकऊिमेश्येद्ध का जीवन वृत्तान्त हम अतग्ेणित के अध्याय में दे चुके है । उसकी 
ज्यामितीय पुस्तक त्रमशा निम्नाशित विषयों पर हें-- 

(3) गोे और बे दन पर जिसमें इन दोसो और शबुओ ((०४8७) के पायतन 
आदि तिहूलने के सूत्र दिये गे हे। 

(४) धूत्त बे भाप पर--इसमें गुल सीन साध्य है। डूसरे साघ्य मे यट असयता 
मिद्ध बो गयो है-- 

३३ >> १३२ 


६८ गणित का इतिहास 
(॥) इावबामासी (गांव) और गोछामासी (एवं) पर 
(४४) सापिली ($9४गणे पर 
(४) परवलय के क्षेत्रलन (क्षण पर 
(शो) एक पुस्तक में अमभेविकाओं (ल्ाण््णो वा संत्रद ट्ममे 
ज्याधिति के १५ साध्य है। 


ओर्किमेटीज की औोष इतियाँ यास्विती और द्रवस्वेतिरी (मदुकणाकाी 


द्वारा उसने झाँकवी के गुणों का आविष्कार 

बहुल एबोलोनियम नेही सो प) ५५ 2 
कॉलिकस के भागों श्--ई में मौलिकता तो छत एंपोटोलियस हमे 
पिया दा सर्प री ॥ भागों ५८ एप, 
लिपम ने मौलिता दिलायी हैं। उमबी जी चरम सीमा दिए 
घहती है. इसमें उसने अभिलम्वों गो बा विदेचर्स दिया है और 


अ्यामिति २६९ 


अध्ययन बहुत उपेक्षित हो चुका था। इस प्रकार वह अपने समकालाब विद्वानों में 
अपवाद था। उसकी प्रतिभा विलक्षण थी, किन्तु उसके देशवासियों ने उसका समादर 
नही किया। यहाँ तक कि उसके देश के छेखको ने कही उसके कार्य वा उल्लेख भी नही 
किया है। उसने एक गणितीय संग्रह' प्रकाशित किया जिसके आठ भायो में से पहले 
दो तो छुष्तप्राय हो चुके हें । उक्त सग्रह में उसने अपने समस्त पूर्वगामियों के काये 
का ब्योरेवार विवरण दिया है। इसके अतिरिक्त उनको कृतियों पर अपनी टिप्पणियाँ 
और ब्याख्याएँ भी दी हे। 

पेंपस की पुस्तक के जो माग वच रहे है उनके मी बुछ पप्ने नप्ट हो चुके है। दूसरे 
भाग का जो थोड़ा सा अंश बच रहा है, उसमें अंकगणितोय विषय दिये हुए हे । तीसरे 
भाग में ज्यामितीय प्रश्न हे। चौथे माण में वृत्तो और अश्य वक्रों के गुणो का विवेचन 
है। पाँचवें माय में समपरिमाप (॥509८४ए८७४८) आकृतियों का विवरण 
है और छठवें में गोले के गुणो का | साठवाँ भाग ऐतिहासिक है और आठवें भाग में 
गुरुत्व केन्द्र और अन्य यान्त्रिक विपय हे । 

प्रोककस (07०८ ०५४) (४१०-४८५ ई०) ने एलग्जेण्ड्रिया में प्रारम्मिक शिक्षा 
पाई, और अध्यापन कार्य के लिए वह एथें स चछा गया। ४४५० ई० में वह दर्शन का 
प्राष्यापक हो गया। उसने प्लेटो के सिद्धान्तों पर कई ग्रन्थ लिखे है । इसके अतिरिक्त 
उसने बई पुस्तकें व्याकरण पर भी लिखी है । गणित में उसकी मुख्य कृति यूकिलिड की 
टीका है। उबत टीका में उसने पिछले ज्यामितिज्ञों के कार्य का उल्लेख किया है। 
अतः यह ग्रन्य ज्यामिति के इतिहासज्ञों के लिए महत्त्वपूर्ण है। 

बोधियस की जीवनी हम एक पिछले अध्याय मे दे चुके हे । उसने जो पाठ्य 
पुस्तकें लिखी हूं, उनका यूरोप में हजार वर्ष तक समादर रहा । उसने एक पुस्तक 
ज्यामिति पर भी लिखी है जिसमें मौलिकता तो बिलकुल नही है, डिन्‍्तु उपस्थापन वहुत 
सुन्दर है। इस कारण बहुत से घाभिक स्कूलो में उसका प्रयोग पादूय पुस्तक के रूप में 
होने छूगा। 


चीन 
जिस गाल का हम उल्लेख कर रहे हे, ज्यौतिष के क्षेत्र मे तो चीन में कई 
विद्वान्‌ हुए जिनका मुख्य कार्य तिथिपत्र से सम्बद्ध था, किस्तु ज्यामिति में छिटनफुट 
प्रपलों को छोड़कर चीन ने कोई विशेष प्रगति नही दिखायो ; एक राजनीतिज्ञ चांग 
सांग (लगभग २५०-१५२ ई० पू०) हुआ है जिसते “९ विभागों के अंश्यणित! पर 
एक नया ग्रन्य लिख दिया। उसकी बटहुद बुछ सामग्री पुराने ग्रन्थ से ली गयी थी। 


२७० स्थित जा इतिहास 
चाय मांग से आती पुस्तर में मातिरी के भी कुछ प्रशत दिये हैं, जैसे कि 
भी ऊँचाई नितालना | यूत्तााग्ड (5वछमलाए रण 9 0:८०) के क्षेत्र 
डिए उसने यट गूत्र दिया है-- 
है ऊँचाई (जीवा ऊँंनाई)। 





अन्य छेसकों में बौग ह।ग वा साम उल्देसनीय है। इस जोवन काझ २३८- 
१९ ई० था। यह एक उपामितिज्ञ और उ्यौतियी था। इसने ८ को निकद मान 
5० दिया है 
एक अन्य चीती गणशितज्ञ सुन 
पता नहीं है, विन्‍तु अनुमान है 
इतिहासजों का मत है कि इसका स्थिति बाल पहली शताब्दी 
का एक चीनी ग्रन्य मिला है--व-स्साओं स्वान रिंग । सम्मवतः यह सुनत्जी का 
छिखा हुआ है। पुस्तक में मापिकी के प्रइन दिये हुए हैं । मारिक्री के अतिरित सुतः 
सी ने वीजगणित पर भी परिश्रम किया है। उसकी विश्ञेप रुचि अनिर्यीत समीकरणों 
में थी । वह ऐसे समीकरणों के वेवल एक हल से ही सन्तुप्ट हो जाता था! उसका 
एक प्रश्न यह है-- 
“दुक सस्या ऐसी है कि उसे ३ से माग देने पर २ बचते हैं, ५ में माग देने पर | 
और ७ मे भाग देने पर २ बचते हैं । स्पा उपलब्ध करों । 
तृतीय झताब्दी ई० का एक प्रसिद्ध गरणितज्ञ हुआ है ल्यू हूवी । इसने एक ग्र्न्य 
'समुद्री टापू अकगणित शास्त्र” पर लिखा। नाम वास्तव मे विलक्षय है। पुस्तक वा 
विषय सापिकी है और उसका सर्वप्रयम प्रश्न इस प्रकार है “एक टाप्ू है जिसे नापना 
है।” कदाचित्‌ इसी प्र्न पर पुस्तक का मास रख दिया गया है। 
इसके परचात्‌ दसवी दाताब्दी तक चीव में और भी कई गणितन्ञ हुए हैँ, क््लति 
उनमे से अधिकांश की रुचि अंकगणित अयवा ज्योतिष में रही है। 
भारत 
६० हि 
आयभट्ट' 
आर्यमट्ट के अंकगणितीय और वीजगणितीय कार्य का उल्डेख 
में कर चुके है ! आयंमट्ट ने अपने ग्रल्थ के कई अनुच्छेदों में ज्यामितीय विषयों का भी 
विवेचन किया है। उक्त अनुच्छेदों में मुख्यतः तिमुजो, चतुमुजों और वबत्तों के क्षेत्रफलों 
और ठोसों के आयतन के सूत्र दिये गये हैं। हम यहाँ डुछ उद्धरण देते हैं हु 


अर 








ही हुआ है / इसके जोवन वाल वा ठीक ठीझ 
प्रीमरी शताइदी ई० पू० का पहुंचा माय या । इुछ 
ई० था। उस समर 











ख हम पिछले अध्यायों 


ब्यामिति रण 
(क) प्रिभुज का क्षेत्रफल 

विमुजस्थ फल दारीर समदल्वकोदी मुजाबं संवर्ग ५६ 

स्मिय अपने इतिहास बे भाग १ के पृष्ठ १५६ पर लिखते हे तिः ('आयंभट्ट के 
दिये हुए) नियमों में एक नियम सम्िवाहु विशुज के क्षेत्रफल बा मी है जिसमे प्रगट 
होता है कि आयंमट्ट अपने कथन कितने अधूरे रूप में दिया करता था-- 

“प्रिभुज का क्षेपफल आधे आधार और उस हूम्ब का गुणनफ़छ होता है जो 
आपार को अधिशआगु।! 

कजोरी महोदय भी अपने गणित के इतिहास में बहते हे कि आयंसट्ट ने विमुज 
के क्षेत्ररछ वा जो सूत्र दिया है वह समद्विवाहु त्रिमुज पर ही छागू है। 

बजोरी और स्मिय ने यहाँ 'सम' वा अर्थ वराबर' छूगाया है। किन्तु वास्तव 
में इस प्रगंग में 'सम' का यह अर्थ नही है। एक शब्द के अनेक अर्थ हुआ करते हैं । 
हूपने आधुनिक गणित से 'सम' को निम्नलिखित दस अर्थों में युबत होते देखा है-- 





(3) सम बराबर 
सममुजीय वापृणोआलये 
समर अतिपरवलय एवृणॉगलओ वि. फलफण 
समवौणिक पबुलंजाहुणौजा 
रामता 4०7 
अममता वात्वृषगैह 
(७) सम सपमुजीय और समबौित 
सम बटुमुज 40 68०७१ [७] हणए 
सम अजुष्पडक एत्हृप्जा वत्लागव्ताणा 
सम बटुफलब ॥९८एपैजा ए०))॥०वैजा 
(7४) सम (फायर 
सम त्वरथ एज्ाफया बच्प्लै॑तक्चणा 
सम निरीड (दरार) एड्श/शाय दृ।७ड्घए 
(१४) सर 0६ फाएणिशण मभ्गवपं 
सम छश एफजाण ब्ज्वे 
सम पटल 


एच्ालिया फिप्माय 


र्छ्र माधत का इसतहास 


(ए) सम एकरय 
सम अमिसृति एमंण्फि €०7च्थहुनावट 
समछयता एमण्पिगंत 
(४7) समर चौरन 
समतछ एम, एल $प्परविष्द 
ममवली, समतलस्व (एकुमिग 
समतल मसि चौरस मूमि 
समतत काट ए]शञद उत्दंगा 
(४) समर संख्या फरला काट 
दिपम संख्या 097 रणाँटा 
(भय) सम शक मे, 2० 
सम समान्तर बछ [.8० एग्गीे णिलछ 
(४४) सम एक 
समरैखिक टगाछिवाः 
समवृतीय टन्क०)व2 
(5) सम परां880 
मसमझेच पडा #णह्ठॉव 
सम भंदु वराह॥६ (20९ 
मम स्तूप 42403 » 008 


दे दिये है शो अब मी गदिदोर पुस्तकों मं मिल जले 


हमने यहाँ 'सम! के वही अर्थ दि 
औ होते है जो अद प्रचलित नहीं हू और केबल शब्द कारों 












गंदित को दृष्ठ प्राचीन 
बा गया है। ये दोतों दि पर्याव अर 





की धोमा बदा रहे ई । 
संख्या और 'विषपरर संख्या को औज से 
दुस्तओं में हहो परे छादे। इस प्रकार के बटूदे मे शस्ध इस टल मे मिल 
अझ मोहन : प्राचीन हिल्‍दू गहित में खेही व्यहार--तागरी दररापिज्री वठिका 
हैं (स० 

शजब्दकोपों में सर बा एश बर (०सघपमकीा (मामात्व, उमरबर्तिक, 
हे! दिए हुआ! है) 








जान 








सर्बलिड) 


ज्यामिति रे७३ 


अब यदि 'सम' का यह अर्थ छगाया जाय तो आर्यमट्ट के उपसिलिसित इलोक वा 
अर्थ स्पष्ट हो जाता है। 

कोटी - उच्चत्व (3990८) 

दल माग 


इस प्रकार दकोटी वा अर्थ हुआ 
“वह कोटी जो त्रिमुज के (दो) माग 
कर दे । अत' आर्यमट्ट के इछोक का अर्थ 
हुआ-- 





ब्रिमुज वा क्षेत्रफल ३ (आधार ) » सामान्य कोटी 
ड३(9252) # 6णाग्राक्त गैपोण्वेट, 

स्पष्ट है किः उक्त इलोक में आयंमट्ठ ने क्षेत्रफल बा ऐसा सूत्र दिया है जो दिसी 
भी त्रिमुज पर छागू हो, न कि वेवल समद्विवाहू जिमुज पर ही। यो भी यह बात अन- 
होनी सी छगतो है कि जिसने दिसी भी चतुर्भुज केः क्षेत्रप७ का सूत्र निकाल लिया 
हो, वह जिमुझों में से बेवलछ एक विश्षेप प्रकार के जिमुजों के हो क्षेत्रफठ का सूष 
निशाल पाया हो। 

(ल) ८ वा मान 
आरयमटीयं गा १०७ थाँ इलोर इस प्रगार है-- 


घतुरधिक शवमप्टणुण द्वापरिष्टरतया सहसणास्‌ । 
अयुतद्य दिष्कम्मस्पासप्लो.. वृत्तपरिषाह ॥१०॥ 
दहुली पर्ति शा अर्थ--सौ में घार जोहरर ८ से गुणा बरो । एुणनपत्द में बागठ 
हार जोध् दो। 
आमप्न ७ निद (#[४०ऊांगा30८) 
बुत्त*(उतटट 
परिणाह»परिषि ((०ण्नसत्लाल्ट) 
विषरम्म » घ्याम (ऐजाएल्पल) 
अश्त ७» इस सहय, दम हशर 
फ्टोर बा भाशर्द-- 


डिस बस ढा घ्यास २०००० हो, उसको परिपि का आारक्र मान ० ६६८६२ 
श्ट 


र्ज४ गधित का इविहास 


परिधि 
इस हार ८ का आसक्न मान कर 


ज्म्टे १४१६ 








5 का यट मान चौथे दमचर स्पान तक दौड़ है। और आपंनट़ 
'आमसभने मान कहा है. यदायें मान नहों बहा । इसका अर्द यह 
को इस बात का पान या कि ८ का इससे मो सृध्य मान (0005: इसे 
सकता है। 





(८) दूस शए छेबरूल 
आरंमटीर के 3 वे इदोक को पहद्ी पकिि-- 
समपरिषाहर्याव॑ डिप्वम्भाईंहतमेब दुतस्झम्‌ 
बुत्त का छ्लेब्रफ्त>३ (परिषाह) ५३६ (व्यू) 

बे (रच 5विज्या) 5 विस्य 
कत्झ (जिज्या) 


ब्रह्मगुप्त 
दष्ममुप्त के अंकदशियोद और दीवदसिदोर बारे बा उल्देख हई हिघ्से इध्यारों 


में कर चुके है। इद्धान॒ुप्त का ज्यमित्रीय बार बहुत महत्वदु्द रहा है। उसने विश 
आदतों, समठस्दो. वर्यों हच्यारि पर हो झूष दिये ही हैं॥ उसका रुदने रुईई बज़ 
इुनोय चतुरुंबो (0४८ दष्णउंतप्टप्स्७) और दोनों पर हुआ है। हर 


घहाँ उसके ज्यामियोर बारें के जुछ नरूने देते हे-- 





(क) वृत्तोर चतुभुंज का सेपरररऊ 


आाहमस्फुटनिदान्ल' के २१वें इटोड क्यो दुसरो पोकितर इस ऋषार है-- 


झर 





आुजयोगाइईचदुष्टररुश्ञोनदादत्‌ू पईं झूक्मम ॥। 


मान ल्पेडिए कि चटुरुँद को सुझाएं र, रू, य, घ है और अ उसका हरेंडरितार 
(६व्फांदृसांम्धप्व्यर) है॥ अत 
दे अल्क -स्+ब-- ८६ 

तो आधुनिक दिवरीर झाएा में डपरिलिखित छूब इस इबार दिला बापइाजण 


द भाषा 





सेबसलर ३ ((अ--४) (इ-स) (अ-) (+-४)) 


ज्यामिति २७५ 


(ख््) ब्राह्मस्फुट सिद्धान्त वा २८ वा इलोक-- 
कर्णाश्चितमुजधातैक्यमृभयथासल्योसन्यमाजित गुणयेत्‌ । 
योगेन मुजप्रतिमुजव॒घयों. कणों पदे बिपमे ॥रद्धा 
यदि जिसी वृत्तीय चतुर्मुज के विकर्ण य, र हो तो उपरिलिखित सूत्र के अनुसार 
कुघ + खग 
कख+ गंध 
|केख + गघ, 
रः कग + खघ) । 
मि 23० ख़ग (एफ जप) 
यदि हम इन दोनों यूत्रो को गुणा करें तो यह फल प्राप्त होगा-- * 
यार + कग+खघ 
इस साध्य को आजकल टोलेमी (?2।०८०॥३) प्रमेय बहते हे । 
(ग) ब्रह्मगप्त का एक रोचक ज्यामितीय प्रश्न इस प्रकार है जिसमे शुल्व प्रभेय 
को प्रयोग कियां जाता है-- 
एक पहाड़ी की चोटी पर दो साधु 
रहते हे । उनमें से एक को ऐसी सिद्धि रा 
प्राप्त हो चुकी है क्रि वह वायु में उड़ | 
सकता है। वह पहाड़ी की चोटी से थोड़ा । 
ऊपर उड़कर, फिर टेढ़ी दिशा में चलकर ५७ 
पास के एक नगर में उतर जाता है। दूसरा पहांडी के नीचे उतर कर पैदल उसी नगर 
तक जाता है। दोतो की यात्राओ की लम्बादयाँ बराबर होती हें। यह वताओं कि 
पहला साधु ऊपर कितना ऊँचा उड़ता है और नगर पहाड़ी से क्तिनी दूर है। 
(६) आझस्फुट सिद्धान्त के ४५ वे और ४६ वें इलोक--- 
मुखतलूयुतिदलूयुणित॑ वेबगुणं व्यावहारिक गणितम्‌ । 
मुखतलगणितेक्यार्थ वेघयुण ._ स्यादयणितमीत्रम्‌ ।४५॥ 
औज्रगणितादिशोध्य व्यवहारफल मजेत्‌ विभि- शेपम्‌ 
लब्घं व्यवहारफले प्रक्षिप्य भवति फर्ल सूक्षमम्‌॥४६॥ 


इन इल्ोको में ब्रह्मगुप्त ने सूचीस्तंम (?)एथणंते) के छिन्नक (पए४एण) के 
आयतन के सूत्र दिये है । 


कग + सघ), 


ञ्ज्प सच्ति का इल्शिस 


मुखदूति हा उपर छोर का झेबड 

सख्ति हक. भापार का सेवक 

स्वापहारिक फछ ७. दफतधस्यो 5 गज 

औषफड +. कैचाल ऋगेछल 

सृध्म कछ #.. (]० ८ १गांघट, (त्कच्य धरयॉज्ट 


में छिप्रक के आयवल के डिए दौन दूत दिई गये हैं-- 





०) ड, 


जिसमें क्ष, क्षे आयारो के क्षेत्रक्ल हैं और ऊ टिप्तड की ऊंचाई! 





«हैं. व्याइहारिक मात दाल [ च्च 


है सज्झे _ 
२. ऑजमानआ + - -> ऊ । 


>इ(आ-वा)+वा<३ (आ+द वा) 





ल्‍्ः नस (क्ष-क्े)+ जज (/क्ष++क्ष) 


आधुनिक गवित में मो सूचीस्त॑म के छिप्नक के आदत का यही सूब दिया बाद है 
महावीर 


महावीर ने वृत्तोप चतुमुजो के वे सब सब दिये है जो इष्मनुप्त मे दिये थे। ही 

उसको दौडी अधिक स्पष्ट है। इसके अतिरिक्त उसने और नी बहुत सो अर मियों 
का विवेचन दिया है, जैसे वन (८४८८), बंद ($८फम-व्पपं८), दौरईत है 
(#95०), निम्नवृत्त ((ए०००२ए०-केप्णैंमए-११०३),, उन्नउदृत्त, (0०्2पक 
पल्पअपवापग)- कुंबद बच, (एलर्लंतिपक आध्य), बन्दरचक- 28) 
(रिल-२एफॉ पल), बहिस्वकवाइइन, (005%--थ्मशोक) हस्विइत क्षेत्र इत्ा हे 
इसमें सन्देश नहीं कि महावीर का ज्यासितीद बाये मी बहुत महत्त्व पर 

उसने कई ऐसी बाहवियों के क्षेत्रों के सूत्र निजाड़े हे, डिनका वदिदेचद डम्वे यह 
# किम्री अन्य हिन्दू गदितद्न ने नहीं कियय दा । हम उससे से डुछ वी अखूतिय यह 





ड्यामिति २७3 


हु 





लिम्पृत्त धर 
कुंब॒क वृत्त 
अन्तरघक्रवालबृत्त (६) 
बहिश्वक्रवालदृत 
हस्तिदन्त क्षेत्र 


(यह नाम हमारा दिया हुआ है) 
चित्र ६५--परद्ावीर के कुछ ज्यामितोय क्षेत्रों की आइृतियाँ । 


<>( ) हे ० 
थद्यकार क्षेत्र 'पण्वाकार क्षेत्र वज़ाकार दे 


चित्र ६६--महावोर के शुछ ज्यामितोय क्षेत्रों को आकृतियाँ। 


इनके अतिरिक्त महादीर ने वृतों से घिरे हुए कई प्रकार के क्षेत्रों के क्षेत्रफल भी 
निकाले हें, जैमे-- 


२७८ गथित का इतिहास 


चित्र ६७--महावोर के कुछ ज्यामितोय क्षेत्रों को आहृतियाँ । 


महावीर ने गोले के आयतन के लिए ये सूत्र दिये हें-- 
निकट मान 55 ३ (३ व्यास)" 
सूद्षम माल *ै कब" ४(४ ब्याम)' 

पिछले सूत्र से रू का मान स्व जर्वात्‌ ३०३७५ आता है। 


अन्य देश 


बगदाद के हाऊूँ उल्रशीद (७६३-८० ९) का नाम कौत नहीं जानता 2 यह 
४२ वर्ष की अल्पाइस्था में द्वी राजगद्दी पर बेठ गया | इसका नाम संसार के स्थाउ- 


प्रिय राजाओं में बहुत आदर से डिया जाता है। जनता में इसका नाम अहक हरा 
के नायक के रूप में प्रसिद्ध है। इसके अतिरिवत अरबी साहित्य में इस नाम अनगितत 





डपाख्यानों से सम्दद्ध है। न 
हाझें स्वयं एक विदा था और विद्या का पारखों मीया | इसने अपने दरबार में 


कवियों, बैयाकरणों, सगीवशों आदि को प्रथय दिया। पश्चिम के विदानों और राज 


हु 


ज्यामिति र्छ९ 


घरानो से इसका आदान प्रदाव चलता था। इसने गणित ओर ज्यौतिष को बहुत 
प्रोत्साहन दिया। इसी की छत्रछाया में यूक्लिड के एलीमेंट्ट्स का अरबी में अनुवाद 
हुआ और इसी अनुवाद से यूरोप में यूविलड को विश्येप प्रशस्ति हुई॥ और हा के ही 
राज्यकाल में बगदाद में फिर एक वार हिन्दू पाण्डित्य का सितारा चमज्रा । 

हां उल्रजीद के पुत्र अल्मुमून का राज्यकाल (८०९०-३३) भी विद्या की 
दृष्दि से बहुत महत्त्वपूर्ण रहा है। इसने भी ज्योतिष और गणित को प्रश्नय दिया । 
इसके राज्यकाल में यूकिलड का अनुवाद पूर्ण हो गया । इसने टोछेमी के अल्माजस्त का 
भी अनुवाद कराया। इसके अनिरिक्‍त इसने वेगदाइ में एकसस्था ज्ञान केन्द्र! स्था- 
पित की जिसमें एवं पुस्तकालय और एक वेधशाला की भी व्यवस्था थी। 

वी शताद्दी के उत्तरा्ध में बददाद में अल्माहानी नामक एक प्रसिद्ध ज्यौतिपी 
हुआ है। इसने घन समीकरणों पर बुछ कार्य किया है। इसमें मौलिक्ता तो विशेष 
सही थी, विन्‍्छु इसने अपनी कृतियों से जनता का ध्यान इस समीकरण 





यौ+को स रू गयो 

धर इतना आउृप्ट रिया वि छोग इसे अल्माहानी समीकरण' ही कहने छगे। इसके 
अतिरिक्त इसने यूविलड के वुछ अंधों पर टीका लिखी है जो प्रसिद्ध हो गयी है। इसको 
एव टीका आरिमेंडीज़ की गोले और बेलन सम्बन्धी ृतियों पर भी है। 

बप्रदाद में एक होम तावित दृस्न कोरा (८२६-९०१) हुआ है जिसने गणित 
और दर्शन के: अध्ययन को बहुत धोत्साटन दिया ॥ इसने ज्यामिति, ज्यौतिष, फछित- 
ज्यौतिष आदि पर अनेक गन्च लिखे हे । यूक्‍्दिड और टोडेमी की पुस्तवों के जो 
अनुवाद इससे पहले हो चुबेः थे, इसने उनका परिष्करण द्वियां। इसका नाम इस दिए 
विश्षेप रूप से प्रसिद्ध हुआ कि इससे ज्यामितोय प्रइनों पर बीजगशणित का प्रयोग दिया। 

जिस काल का हम उल्लेख बर्‌ रहे हे उसके अन्तिम चरण में बगदाद में अनकझ 
गणितज्ञ हुए है, जिस्होने बीजगणित, ज्योतिष और ज्यासिदि का अध्ययन किया है। 
इस कोणों ने अनेक पुस्तकें डिसी है । इसके अविरिक्त उसी बाल में बहुत सो यूनानी 
पुस्तकों बा अरदी में अनुदाद भी हुआ है। एवं छेलक अड्हम्जाड (छगमंग ७८६- 
<३५) ने यूकिडिइ भर टोडेमो बा अनुवाद जिया है। दसके अतिरिक्त एड अन्य 
लेखर इसहार हुआ है, जिसने यूपिलड, आकिभेंडीज और मेनीलोंड बे प्रत्यो का अनु- 
बाद किया है। 

यो बा अख्ुश्न (#८एं४ ०म ४०४) (७३५-८०४) एक वा विद्मत्‌ 
घादरों हुआ है! यार में शिक्षा पारुर यह प्राचीन हस्तलिपियों की खोज में रोग दया। 











र८० गणित का इतिहास 


७८६१ से ७९० तक यह ॒चार्लमेंच (0027००7987८) के दरार में रहा ज 
इसका बड़ा आदर था। चा्लेमेन इससे विद्या के पुनसुत्यान में सहायता छेता था 
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अदुचादित। ] 


ज्याधिति र८ट१ 


इसने अपने मित्रो और राजा इत्यादि को सेकड़ों पत्र लिफ हे जितमे से 4१8 प्राप्य हे । 
इन पत्नो से उस समय के शैज्षिक और सामाजिक वातावरण के दिपय में बड़ी जातकारी 
प्राप्त होती है। 

अल्कुइन ने अंक्गणित, ज्यामिति और ज्यौतिप पर अपनी छेखनी उठायी है, किन्तु 
इसका सदसे प्रसिद्ध ग्रस्थ 'पहेलियों का सग्रह' है। बुछ इतिहासन्नों का सन्देह है कि 
बह संग्रह वास्तव में अल्कुइन ने नही लिखा था, वरन्‌ एक मिक्षु अयमर (जाग) 
ने लिखा था जिसका जीवत काल ९८८-१०३० था। यह भी सम्मव है कि 
उक्त संग्रह को वहुत सी सामग्री ईसप की कहानियों (८४० ए०४/८४) से ली 
गयी हो जो कदाचित्‌ ७ वी शताब्दी ई० पू७ में लिखी गयी थी । इस बात पर ठीक 
डीक निर्णय देना कठिन है, किन्तु इन पहेलियों का उद्गम चाहे जो भी हो, इसमें सशय 
नही कि इन्होने गणितीय इतिहासज्ञों की लेखनी को सैकड़ों वर्ष तक प्रमावित किया है। 
हम इन पहैलियों के दो एक नमूने यहाँ देते हें-- 

(१) एक कुत्ता एक खरगोश का पीछा करता है। खरगोश १५० फुट आगे से 
चलता है और प्रत्येक छ्ाँग में जब कुत्ता ९ फुट कूदता है, खरगोश ७ फुट ही कूद 
डाता है। कुत्ता बितनी छलाँयों में खरगोश को पकड़ छेगा ? 

(२) एक मेडिये, एक वकरी और तरकारी की एक टोकरी को नाव द्वारा मदी 
के दूसरी पार पह्ुँचाना है। नाव में खेबट के अतिरिक्त ठीनों में से एक को ही ले 
जाने का स्थान है। कितने फेरो मे उक्त तीनों को इस प्रकार पार पहुँचाया जा सकता 
है कि भेड़िया बकरी को न खा पाये और बकरी तरकारी को ? 

यह पिछला प्रश्न तो जगत प्रसिद्ध हो गया है और भिन्न भिन्न रूपों में, इसी देश 
को अनगिनत पुस्तकों में समाविष्ट हो चुका है। 














(५) १००० ३० से १५०० ईं० तक 
यूरोप 


यूरोप के अनेक गणितज्ञों का उल्लेख हम पिछले अध्यायों में कर चुके हूं। यहां हम 
केवल उत गणितज़ों की जीवनी देगे जिन्होंने ज्यामिति में प्रचुर कार्य किया है। ११वीं 
शनाब्दी में एक यूदानी गणितज्ञ सलस (75८७७) हुआ है जिसका जीवन काछ 
१०२०-१११० था। यह रुस्तुन्तुनिवा में दर्शन का प्राध्यापक था और इसकी ख्याति 
इतनी बड़ी चड़ी थी कि उस समय के शासको ने इसका नाम दार्शनिक सम्राट! रख 
दिया था। इसके ग्रन्य विशेष प्रसिद्ध इसलिए हुए कि इसकी भाषा बहुत सरल होतो 
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किया है और दूसरी पुम्तक में मविष्यवाणी की है कि १७३४ ई० में ससार का अन्त 
हो जायगा। इसकी अन्य पुस्तके दशेन शास्त्र और तिथिपत्र पर है। 

पाठक, ततिक घैर्थ रखें, पीरो द पेंग्वस्की (पट 0९ ह्घात्कटांप) 
(लगभग १४१८-९२) का नाम छूटा जा रहा है। यहें इटली का एक चित्रकार 
था। बचपन से ही इसे गणित का शौक था। इसके चित्रो में सौन्दर्य और ज्यामिति 
का वहा विलक्षण सम्मिथ्ण पाया जाता है। जीवन के अन्तिम दित इसने अपने 
जन्मस्थान अम्ब्रिया ( एाओ॥ ) में विताये और उन्ही दिनों दो गणितीय 
प्रस्य लिखे--एक दृष्टिस!म्य (0८:5७८८४४८]) पर, दूसरा सम ठोसो पर। पेसियोली, 
जिसका उल्लेख हम अकगणिद के अध्याय से कर चुके हे, इसका शिप्य था। एक 
लोकोबित है कि यह ६० वर्य वी अडस्या मे नेत्रहीन हो गया था। 

रीजियोमॉण्टे्स (२८७०घ०॥धयञ्घ5) एक जन ज्यौतिषी हुआ है जिसका 
मौलिक नाम जॉन मूलर ( ]०ी००ा 'र्भणवील ) था | इस ने अपने गुरू जॉर्ज 
पुबंध (5००८७९ ?0:७५८॥) के साथ ज्यौतिष के सुधार का बीडा उठाया और 
ज्यौतिप्क मारणियों की श्रुटियाँ इकट्ठी को। इसने अपने जीवन (१४३६-१४७६) 
में अनेक पुस्तकें लिशी है जितके वियय त्रिकोगमिति, ज्यौतिय और फलित-ज्यौतिष 
थे । त्रिकोणमिति पर इसको पुम्तक इसलिए महत्त्वपूर्ण है कि वह पहली पुस्तक 
है जिसमे केवछ उक्त वियय का ही प्रतिपादन किया गया है । इसके अतिरिक्त इसने 
यूविलड पर भी एक माव्य लिखा है। यह बुछ दिनो नूरेमवर्ग (भ४.ला७एाह 
में रहा था जहाँ इसने एक वेघशाला स्थापित कौ । इसने विचित्र प्रकार के कुछ उपकरण 
भो तैयार किये थे। इसने लोहे को एक मक्खी बनायी थी जो सारे कमरे मे चदकर 
काट कर इसके हाथ में लौट आती थी। सम्राट मेंकसीमीलियन (]/४ज्यााविंसा) 
के समय में इसने एक ऐसा गुएड बनाया कि जव सम्नाट नूरेसवर्ग नगर में घुसवे थे, 
बहू उनके आगे आगे उड़ता चलता था। हु 

भारत 
भाल्कर 

भास्वर के अकगणितीय और बीजगण्रितोय कार्य का दिग्द्शन हम पिछले 
अध्यायों में करा चुके है। आधार्य महोदय ने ज्यामिति में मो महत्त्वपूर्ण कार्य 
किया है। इनकी 'लीछावती के क्षेत्र व्यवहार! सामक अब्याय मे दिम्नलछिखित 
प्रकरणों का समावेश है-- 

(क) समकोण पिभूुजों पर प्स्त । 

(ख) बविमुजों और चतुमुजो के सेब्फल। 


दर गणित का इतिहास 


५७088: क्ल्डि एक माप्य लिखा या, किस्तु यह कथन असन्दिग्ध नहीं हैं 

केम्पेनस ((:०एएशआ०७) मिलन (?वीआ)) के पास के एक नगर नोवारा 
(पिकाभर ) का निवासी था। इसका जीवन काल १२६० ई० के आस पान था। 
इसे ज्यामिति में कस्तविक रुक थी। इसने कई ग्रस्चीन समस्याओं का विदेचत 
किया, जैसे 'कोण का समर्त्रिमाजन, कनक वाद (60859 $८८७७॥) की अनु 
मेयता, आदि । इसको सबसे प्रसिद्ध पुस्तक इसका यूक्डिड का अनुवाद था। इसकी 
जीवनी बहुत बुझ जज्ञात है। केडछ इतना पता है क्लि यह ग्रिरशा का कोई निम्न 
अधिकारी था। 

१३ वी झताब्दी का एक जर्मन गशितज 
(0440प$ 'पटआ०/३5 ७४) । इसने एक पुस्तक अंकगणित पर, एक बीजेगवित 
पर, एक ज्यामिति पर और एक ज्यौतिष पर लिखी ! इसके अंकयणित में यह विशेष 
थी कि इसने उसमें संख्याओं का निरूपण वर्णों द्वारा किया है। वीजग्रशिवीय पुस्तक 
में इसने एकघात और द्विघात समौकरणों पर अनेक प्रश्न दिये हैं | इसकी ज्यामित्रि 
चार मागों में विमकत है और उसका मुख्य विपय त्रिमुज है जिस पर इसने ७३ साथ 
दिये है । उक्त पुस्तक में इसने व्िमुज के गुरत्व केद्ध का मी विवेचन किया है। 

१४ वो झठाद्दी में एक अनामक (4ए०ाज77005) हस्तलिप्रि लिखी गयी 
जिसका विषय “ऊँचाइयाँ और दूरियाँ' था। प्रन्य बहुत ही रोचक ढंग से लिया गण है 
और उसमें दर्शाया गया है कि डण्डे और परकार की सहायता से डिस प्रव्ार छाया 
आपने और सर्वेक्षण वार्य किया जा सवता है। हस्तलिपि बूतानी संग्रहालय में सुरक्षित 
है और उसका पूरा पाठ इस अभिदेश में मिलेगा-- 

9१एवली : सकब 7फेलाप्मांत 56. 

एक जर्मन गणितत् जुग्रिगंन का कॉनूड ( (णानर्ठ वीाहएडा ) 
हुआ है जिसका जोवन काल १४०० के आस पारस था। सम्मवतः इसने ज्यासिति एए 
एक प्रस्थ लिखा है जिसके पाँच माय हैं। पहले दो भागों में त्रिमृजों का मापन और श५ 


उल्लेखनीय है---जॉइनस नेमोरेसियस 





मांगों में चतुरुंजो और वहुमुजो का विवेचन किया गया है। 

४... विश्ोलस कुम्रेनस (टसंटीग्णैंक (00गए) डुसा (09) के एड मछेरे 
का पुत्र था। इसने पहुआ (24403) में जानून गो और कोलोन (टनण्ट्रणः) 
में घमंशास्त्र बी शिक्षा पायी। इयेडा टियदि काझ १४०१-२४६४ बात इसने 
गणित पर बई पुस्तकें दिखी है ॥ हद पुस्तड़ में इसने वृल के ख्षेत्ररठत का विवेबत 


ज्यामिति ८३ 


क्या है और दूसरो पुम्तक में मविष्यवाणी की है कि १७३४ ई० में ससार का अन्त 
हो जायगा। इसकी अस्य पुस्तके दर्शन शास्त्र और तिथिपत्न पर हे। 

पाठक, तनिक घेर्य रखे, पीरो द फ्ेंग्लेस्वी (7९0० ९० पिशाएकलोए) 
(छगमग १४१८-९२) का नाम छूटा जा रहा है। यह इटछी का एक चित्रकार 
था। बचपन से ही इसे गणित का झौक था | इसके चित्रों में सौन्दर्य और ज्यासिति 
को बड़ा विलक्षण सम्मिश्रण पाया जाता है। जीवन के अन्तिम दिन इसने अपने 
लअन्मस्थान अम्द्रिया ( एधा०ा७ ) में बिताये और उन्हीं दिनों दो गणितीय 
ग्रस्य लिखे--एक दृष्टिसाम्य (११८ 9७८८ध४८) पर, दूसरा सम ठोसो पर। पेंसियोली, 
जिसका उल्लेख हम अकगणित के अध्याय में कर चुके हे, इसका शिप्य था। एक 
लछोकोकित है कि यह ६० वर्य को अवस्था मे नेत्रहोन हो गया था। 

रोजियोमॉण्टनस (२०७४०४०॥धछा05) एक जर्मन ज्यौतिपी हुआ है. जिसका 
मौलिक नाम जाँद मूलर ( [णौश्णा #0॥८7 ) था। इस ने अपने गुए जॉर्ज 
पुवंध (5०078० ?प३०॥) के साथ ज्यौतिष के सुघार का बीडा उठाया और 
ज्यौतिप्क सारणियो की भुटियों इक्टूठी की। इसने अपने जीवन (१४३६-१४७६) 
में अंगेक पुस्त के लिखी है जिनहे वियय व्रिकोणमिति, ज्योतिय और फलित-ज्यौतिष 
थे । तिकोगमिति पर इसकी पुस्तक इसलिए महत्वपूर्ण है कि बह पहली पुस्तक 
है जिसमें केवल उक्त विय्रय का ही प्रतिपादन विया गया है । इसके अतिरिक्त इसने 
यूरिलिइ पर मी एक माप्य लिखा है। यह बुछ दिनो न्रेमबर्ग (घाटा) 
में रहा था जहा इसने एक वेघशाला स्थापित की । इसने विचित्र प्रत्रार के कुछ उपकरण 
भी तैयार रिये थे। इसने लोहे की एक मक्खी घनायी थी जो सारे कमरे में चक्कर 
काट १९ इसके हाथ में लौट आती थी। सन्राद मक्‍्सीमीलियन (?/क्रशाशएँकय) 
के सप्रय में इसने एश ऐसा गृरड बकाया कि जड़ सम्राट नूर॑सवर्ग नगर में घूसते थे, 
वह उनके आगे आगे उड़ता चलता था। 


भारत 


भास्कर 
भास्पर के अक्गणिदोय और बोजगशितोय कार्य जा हिग्दर्धन हम पिछके 
अध्णयों में करा भुरे हे। आय महोदय ने ज्याधिति में भो महन्वपूर्ण गाय॑ 
किया है। इसकी 'लीलावतो' के 'क्षेत्र ब्शवहार! सामत' अध्याय में लिम्तलिखित 
प्रररण्ो वा रामावेश है-- 
(क) समकोण जिशुशे पर प्रन्‍्द ॥ 





शणित शा इतिंयीी 


जुसी के सेब भौर ८ वा मात 
५ हे में सं और आयतती 
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प्र ' स्प्रप 
(26 2 77922 लय 
अफ रेक्पमफ्टडे 4५ बद्वे! मे! 
अ्यण: ८ ० दा ञ 5 
जीव 07727 धउदा हक खबर शर्त प शिषि! 
जुव्यागध 02% 
चित्र ६--लौलावती का एक पृष्ठ । 
पु डिन एंड कम्पनी की भतुपा है, डेविई सिलिव हे भरेष्ी व 
अयुलादित ।) प्‌ 
आस्कर ने समकोण तविंगुओं चर बहुत प्रग्न दिये है 
> देते हैं-“ 
() छोलावती इलोक ० बा उदीहएण-ण 
यदि सममूर्वि ७ बेणिंतिपा्ि्रमाों गो 
पु गणक दवनवेगादेवदिश समस्त 
झआुबि वपर्मित ह्लेप्वाइलात तर 
कृथय कतिय मूलादेप मरते: कर 
आवार्धन सिटी भूमि में बैरे 
ह्वाथ लम्बा छूक सीधा बॉस खड़ा हैं 
हा बहू वायु के बेग से टू बड़ा और उसका च् 
ऊपरी अपने मूल से १६५ हाथ 
दूरी परजा छगा। तो बताओ रस हर 
ने मूल से कहुचाई पर दूढों थी, क््य 
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(॥) इछोक ६८ का उदाहरण-- 
अस्तिस्तम्मतले बिल तदुपरि त्रीडाशिखण्डीस्थितः 
स्तम्मे हस्तववोच्छिने त्रिगुणितस्तम्मप्रमाणान्तरे ॥ 
दुप्ट्वाहि,. विलमाद्रजन्तमपतत्तियंवसःतस्पोपरि 
क्षिप्रं बूद्दि तयोबिलात्कतिमिते. साम्येव गत्पोयुति ॥ 
भावार्थ--९ हाथ ऊँचे एक स्तम्म 
पर एक मोर बेठा है। स्तम्म के नीचे 
के [छः एक साँप का विल है। साँप २७ हाय 
की दूरी से बिल की ओर आ रहा है। 
् ब्ज्न्य उसे देखकर मोर कर्ण की दिज्ला में झपद 
पड़ा। मोर और सांप को बराबर 
बराबर चलना पड़ा। बताओ कि दोनों की मेंट बिल से कितनी दूरो पर हुई। 
(४3) ६९ वें इलोक वा उदाहरण-- 


चत्रक्रौज्चाकुलितसलिले ववापि दुष्ट तझागे 


१ 
। 
है| न ठोयादुघ्व॑ कमछकलिवाग्र॑ वितस्विप्रमाणम्‌ । 
|! मन्दमन्द चलितमनिलेनाहत॑. हस्तयुग्मे 
तम्मिन्मग्तं गणक बथय क्षिप्रमस्म. प्रमाणम्‌॥ 
मावार्थ-किसी ठाछू मे कमल को 
3 ढ 


स्‍ कलिका वा ऊपरी मिरा जल में ३ हाथ 
ऊँचा था। वह पवन से झुकते छुकते 
जहाँ दिखाई पहुता था, वहाँ से २ हाथ 
आगे जार हूद गया; बताओ कि 
ताछ था जल बितना गहरा है। 

(४) ७१ थे इलोक का उदाहरण-- 

वृक्षाउरतशतोच्टुयाच्छतयुगे बापों बदिः कोउ्यया- 
दुत्तीर्याप परो ट्ुव॑ थुविर्वास्प्रोड्ीय बिश्चिददुमात्‌ । 
जावेद समता तयोरंदि गतावुट्टीऋमार्न शिय- 
दिदंस्दे सुपरिक्रमोगस्ति गणित क्षिप्र सदाचइव में 
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मावा्थ--१०० हाथ ऊँचा एक वृक्ष है जिप्त पर दो वन्दर बैठे हुए है। वृक्ष की 
जड़ से २०० हाथ पर एक वापो है। 
एक बन्दर वृक्ष से उतर कर वापी को 
गया। दूसरा बन्दर वृक्ष से कुछ ऊपर 
उछल कर कर्ण की दिया में वापी पर 
कूद कर गिरा। यदि दोनो बन्दरों को 
समान जाना पडा तो वताओ कि दूसरा 
बन्दर वृक्ष से कितना ऊँचा उछला था । 





टीक ऐसा ही प्रइन ब्रह्मगुप्त ने मी दिया था। देलिएं पृ० ३९ 

(४) एक स्थान पर मास्कराचार्य कहते हैँ कि डिसो घतुर्मुज के निर्यारण के 
लिए चारो भुजाओं के रिक्त एक विक्ण अथवा एक लम्ब का जानता आवश्यक 
है। इसे उन्ही के शब्दों में सुनिए-- 





चतुर्मुजस्यानियतो.. हि. कर्णों 
कथ ततो:स्मिप्रियत फर्ल स्थात्‌ । 
प्रसाधितो. तच्छुबणोी.. यदादे 
स्वकत्पितो लावितरत्र ने सता आटा 
हेप्वेब् वाहुप्घपरी घ॒ कर्णा७ 
बनेकधा.. छ्ेत्रफद..._ ततेश्या 
छूम्बयों वर्णयोवेक मतिदिश्यापरात्कथम । 
दुष्छत्यनिदतत्वेटपि वियव चाषि तेल्कलम ॥ 
मे प्रच्छडझ: पिधावों दा बकग़ा वा तिदरा तते । 
यो न वेलि चतुवाँद्दी क्षेत्र ह्यतियता स्वितिमूं॥ हे 
आवा्य--दिला विकर्ण के आने चनुर्मुज अतियत रहता है। एक दूं दान में अर 
दर हो संतते है । यदि हम चारो मुजाओ की छखाइयाँ ग्विर रे भौर अमन 
मामने डे दो कोशों को खीचे | ता एव किकर्ण बढ़ेगा, दूसरा घटेंगा, हिल मुजाजों ४ 
दरिशाय में बोर असर सही परेंगा। अत टिसी स्थिति से विर्िर्भ कई धरधर ४ है 
झड़ने है। धमलिए यदि चलुर्रंज के क्षेत्रफल का प्रश्त दो तो हेड हिरण बबश १६ 
ऋष्द का देना आवररड है । 
विज्श अवदा रूम्ब 4३ दिला जो कोई खटुर्सुज का कषेपटख 
है। और जो मे प्रात वा उलर देत का अयल्न करता है, बड़े मर: 


यूछत है, बह सिर 
४ शात्र है। 


ज्यामिति रट७ 


भारकराचार्य 09807 को कर्ण! वहते हे किन्तु आधुनिक शब्दाव्दी के 
अनुसार हमने उसे 'विकर्ण' कहा है। 
(झा) र के मान के विपय में भास्कर वा यह इलोक पटनीय है-- 
ब्यासे भनन्‍्दाग्ति (३९२७) हते विमकते 
खबाणसूर्यें: (१२५०) परिषिस्तु सूद्षम । 
द्वाविशति (२२) ध्ने विद्वतेष्य शैदे (७) 
स्थलोधथवा स्पाद्धयवहाय्योग्य ॥९८॥ 
इस श्लोक के अनुमार 


६.54 
# का स्थूल मान (२०घढ/ां। ४४००) दु 


और सूक्षम मान (20056 एर्गप८) 5 ३३५० 


(3) भास्कर ने एक ही इलोक में बृत्त के क्षेत्रफल, गोले का तक और गोले का 
आयतन दिया है-- 


वृत्तक्षेत्र. परिविगुणितव्यासपाद: फल-- 
तत्शुण्ण॑ वैदेपरि परितः कन्दुकस्येव जालम्‌ । 
गोलस्थेब तदपि च॑ फल पृष्ठ व्यासनिष्तं 
पडुमिभंषत मवति नियत गोलगमें धनारुपम्‌ ॥९९॥ 


भावार्थ--बूत्त का क्षेत्रफल <- परिधि)<हल (व्यास) +र #(त्रिज्या ) 
गोले का तल (वृहत्‌ वृत्त का क्षेत्रफल) >€४ 
उन ऋ(विज्या) , 
गोले का आयतन>+ है (गोले का तल) ८ (ब्यास) 
वाटर ४% (विज्या)*)८२ त्रिज्या-ई £ (त्रिज्या)' 
(६) सोलहवों ओर सत्नहवीं शताब्दियाँ 
सोछहवीं झताब्दी का यूरोप 





इटली और सिसिलो--सोल्टवी शताब्दी के गणितज्ञों मे लियो नाड्डों डा विन्‍्सी 
(०णाश३० ४० एांपल) (१४५२-१५१९) का नाम प्रमुख रुप से आता 
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है। यह केवल गणितज्ञ ही नदी था| इसकी प्रतिमा बहुमुखी ची। यह एक बहुत 
ही सफल चित्रकार, मूतिकार और स्थापत्य-क्लाकार था। इसने चित्रकारी को मिन्ना 
बेरोचियो (५८८०८॥०) से प्राप्त को थी जो इन कलाओ वा मर्मद् और एक 
बहुत सफल शिक्षक था। लियोवाडईों के चित्रों की इटछी मर में भूम मच गयी यी। 
इन व्यावहारिक कछाओ के अतिरिक्त इसने यास्त्रिकी, चाक्कुपी और दृष्टिमाम्ध 
जैसे गणितीय विपयो में भी अमावारण प्रतिमा दिखायी थी। 
सन्‌ १४८४-८५ में मिलन में रोग फैडे और घर नप्ट हो गये। मिलने 
को नथे सिरे से स्वास्थ्यकर ढंग से वसाने के लिए लियोनार्डो ने एक प्रतिमात (2४०4४) 
तैयार किया। इसे तैयार करने में इसे कई वर्ष छगे। इसी वोच में यह वावियों में 
ज्यामितीय यवेषणाओं के फल लिखता जाता था। ज्यामिति में इसकी विशेष रुपि 
बन्नों और सम बहुमुजों के निर्माण में थी । मौतिकी के क्षेत्र में ठो यह चाशुपरी के 
निर्माताओं में गिना जाता है। इस पर यह कहावत लागू हैं कि /इसने जिस वस्तु ५६ 
हाथ रख दिया, उसे सोना वना दिया ।” ऐसे प्रतिमाशालो व्यक्त संसार में गिते 
घुने ही हुआ करते हूँ। 2 
फ्रेन्सेस्कों मॉय्रेलिकों ( स्श्शा८०८० ?४व्प्राणा०० ). ( १४९४-१५०५) 
सिसिली का निवासी था। यह कुछ समय भेंसीदा (८४४४3) में गणित का 
प्राष्यापक भी रहा । इसने गणित पर बहुत सी पुस्तकें लिखी हैं। इसने एँपोलोवियय 
के ग्रन्थ के मांग १-४ का अनुवाद किया। इसके अतिरिक्त आकिसिंदोज पर एक 
पुस्तवः लिखी और यूविलड के फ़ेनॉमेदा (?]शा007८०४) वा अनुवाद विया। 
१५२१ में इसने एक पुस्तक चाक्षुपी पर लिखी जिसमें इस वात का विवेधन किया 
कि छोटे छिद्रों में जाने से प्रकाश किरणों पर कया प्रक्रिया होती है। 
कंटेल्डी (0॥200) बोछोना का निवासी था । इसका जीवन वाल १५४८० 
१६२६ था। यह पलॉर स (/]07८४८८) में प्राष्याषक था और इसने गणितीय 
विधषों पर कतिपय ग्रन्य लिखे हूं । इसने वितत्त मिप्नों (0०ए:धाएवप 2 । 
पर बहुद परिश्रम किया है। १६१३ में इसने वितत मिन्तों की विधि से संख्याओं ने 
इसके अतिरिवत उक्त मिप्तों के लिखने की आधुर्तिक प्रणाठी वा 
छेखनी उठायी और गूविस्ट 





वर्ग मूल निकाले । 
जन्मदाता भी यही था। इस ने वृत्त के क्षेत्ररद्त पर छे 
६ भागों का सम्पादन मी किया) 

क्रांस--मेंद्रस रेंमुस (7८४०५ त२०ए०४) (१९१५-१५५७२) फ़ॉस 
विचारक था। यह ढक प्रतिप्टित घराने में उत्पन्न हुआ था जो निर्वेत ही गया ४2 


गा एड 


- ज्याविति श्८९ 


इसका पिता कोयछा जलाकर निर्वाह किया करता था। रेंगुस ने एक कॉलिज में 
निम्न कोटि की नौकरी कर छी। दिन मर काम किया करता या, रात में अध्ययन] 
उस समय तक अरस्तू सम्प्रदाय के प्रति विद्रोह आरम्म हो चुका था और उक्त आन्दोलन 
में रैंमुस नेदा व गया। इसने १५३६ में मास्टर को उपाधि प्राप्त कीऔर दमी से 
इस मत का प्रतियादन आरम्म कर दिया कि “जो कुछ अरस्तू ने कहा है, सब मिथ्या 
है ।” एक बार इस पर यह अमियोग लगाया गया कि यह घामिक सिद्धान्तों के 
विरुद्ध प्रचार कर रहम है। सात वर्ष परचात्‌ उक्त अभियोग से इसे छुटकारा मिला 
और यह एक कॉलिज में प्राष्पापक दिवुक्त हो गया। १५६८ में इसे अपने घारमिक 
ख़ैचारो के कारण फ्रास छोड़कर भागना पड़ा। १५७२ में यह फ्रास लौट कर 
आया भौर उसी वर्ष सेष्ट वार्थाडोम्यू (50. ठ2090077८0) के ह॒त्थाकाण्ड में 
मारा गया। 

रँमुस एक बहुत ही सफल वबत्ा था और गणित में इसकी विशेष रुचि थी। इसने 
अवगणित, चाक्षुपी और ज्यामिति पर पुस्तक लिखी है और यूबिंठड फा सम्पादन 
किया है। 

जर्ती--अल्बे हट ड्यूरर (#97०८१६0४:८7) (१४७१-१५२८) एक जमंन 
चित्रकार था। इसके पिताजी दे' १८ बच्चे हुए जितमे से इसकी सल्या दूसरी थी । 
अस्व्रेष्ट अपने पिता का सबसे प्रिय पुत्र था। पिता ने इसे १५ वर्ष की अवस्था में 
ही नगर के एक प्रसिद्ध चित्रकार के पास बिठा दिया या। यहूं केवल एक बढ़िया 
जित्रकार ही नही था। इसने उत्किरण (#गहप्०शंगा8) और ज्यामिति में मो 
विश्वेष रुचि दिखायो है। इसने ज्यामिति, गढवन्दी, मानवीं अनुपात आदि पर कई 
पुस्तक लिखी हे । 

ूडोल्फ फेन स्यूलन ( ॥.0009॥ एशा 0व्णॉंव्य ) (१५४०-१६१०) 
जनेंती वा एक गणितज़ या जिसका अधिकांश समय हॉलण्ड में दीवा था। यहूं १६०० 
में लोड्न में सैनिक इंजोलियरी वा प्राष्यापक हो गया। यूँ तो इसने अंकगणित और 
ज़्यामिति पर भी एक ग्रन्प छिखा,किन्तु इसकी विदेप प्रशस्ति इस बात से हुई कि इसने 
# के मान ३२५ दशमलव स्यातों तक निकाला | उक्त संख्या का महत्व इसी से प्रत्यक्ष 
है कि यही सरूप। स्पूलन की कत्र पर खोदी गयी है। बाद को स्पूजेन के कार्य से 
प्रोत्साहित होकर स्नॉलियव ($प्रणे॥०७), हवाइगन्स (58:7७) आदि ने कू का मान 


और मी आगे तक निकाठा। इस प्रदार & का मान ५०० दशमलव स्थानों तक निकारू 
लिया गया है। 


! 
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विशेफर इवेरियय ( महत्ता टोन्सफ़ ). (१५३३-१६१२) 
अमंती के उन दिद्ानों में मे था जिकोले गदित के अप्ययत हो बहु प्रोत्याहित रिया। 
इशती बाइए पुस्तकें आपने विधय-दिल्दाग और उपस्घायत के दिए प्रशिद थीं। इसरा 
अपगधित १५८३ में प्रताशित हुआ भौर घहुध शोक दिये सिद्ध हुआ। इसहा दीड- 
गथित १६०८ में प्रराशिए हुआ जिसते बीजगणित के क्षेत्र को स्थापड बताने में महयता 
दी। १५७४ में पर्ससिप्स से पूतिजड पर एड दन्च दिया। उग शमय तड यूदिता! 
वी 'समालारा र्पयगिद्ि (शैजंट्ता री फ़पशीदेा) के प्रति प्रतिक्ति 
आराम हो चुरी थी। ब दें दियय में उस रफ्प सिद्धि को औ प्ररागित करते का प्रयले 
हिए। । जिस्दु इंसता शर्ते महर्वपू्े दत्प ८०० पृष्ठ ही एक पुस्तक भी जो इसने 
विपिपत पर छिसी पीं॥ उस गमप तर पूषध्टी आई के वियय में जिवती मी 
जानतारी लोगों को थी, सबशा समावेश उक्त प्रन्य में घा। 

हॉसेबा-मेंटियस ( )ै८यंधड ). (छग्मग १५४२-१६२०) हवस का 
मिंदागी था। इसका वास्तविक नाम एँड्ियेंन (8कांप्था) था। मम्मद है इसता 
सम्बन्ध भेंद्य (१८४८) से रहा हो डिसके कारण इसका माम मेंटियस पड़ गया हो। 
इसका एक पुत्र था जिसका नाम मी एंड्रियेन ही या। उसका जीवन काछ १५७९८ 
१६३५ था। उसका विशेष गाय ज्यौतिष में है। पिया और पुत्र दोतों ने ऋ की मरते 


नम दिया है। उन्होंने इस असमता 


से आरम्म किया। फिर दोनों अंघों १५ और १७ का मध्यक १६ और दोतों हें का 
 अलिदक कि ३५५ मिल 

मध्यक ११३ प्राप्त किया, और इस प्रकार इन्हें उपयुक्त संल्या ३ मिल गयी जिसका 
निकट मान ३.१४१५९२९ है। उस समय के लिए इसे पर्याप्त मुइ्म मान माता 
जायगा, किन्तु कदाबित्‌ उन दोनों को पता सही था कि चीन में इससे कई झतारं 
पहले ? का यह निकट मान ज्ञात हो चुका घा। 

पुर्तंगाछ--पुर्तेयाल का एक यणितज्न पेड्रो नू्तेज (2८०० 7पप्पथ्ड) या जिसका 
स्थिति काछ १४९२-१५७७ था। इसे मूयोऊ का मी अच्छा सान गा । इसने बे 
में टोढेमी के कुछ मायों का अनुवाद क्या । गणित पर तो इसनें एक ही दही 
लिखी जिसमें अंकगणित, दीजगणित और ज्यामिति तीनों का समावेश था। इसह' 
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शोप पुस्तकें ज्यौतिष ओर नौतरण ( 'घ०ए3०४०7 ) पर है। इसका लेंटिन नाम 
नोनियस (४०४ांध5) था । इसने एक उपकरण तैयार किया था जिससे छोटे कोण 
भापे जा सकते थे । उक्त उपकरण का नाम भी नोनियस पड़ गया है । इसके अति- 
रिक्त इसने प्राचीन पुतंगाछी यम्त्रो का एक विवरण दिया जो प्रसिद्ध हो गया है। 

हथ ऊपर देख चुके है कि सोलहूवी शताब्दी में गणित के क्षेत्र में इटली अग्रणी 
रहा है। सत्रहवी दताब्दी में इटली की मानसिक शक्ति कुछ घटी अवश्य घी, किन्तु 
फिर भी उसकी गणितीय प्रतिमा का सदंधा ह्ास नहीं हुआ था । पिसा, जिसने 
लियोजार्डों ज॑सी प्रतिमा को जन्म दिया था, अब एक समुद-पत्तन ($02-२070) 
नदी रह गया था और वेनिस की शोमा भी दिन पर दिन घटती जा रही थी। तिस पर 
भी सत्रहदी शताब्दी में इटली में कई उच्च कोटि के गणितज्ञ हुए हे । 


इटलौ--बोनावन्तुरा केवेंल्ियरी (छगापएटापपए+ 0ब३एनीटस) (१५९८- 
१६४७) का जस्म मिलत में हुआ था। अल्पाइस्था में ही यह एक घर्म प्रचारक 
हो गया और यूक्लिड का अध्ययन करने लगा। १६२९ भे यह बोलोना में प्राष्यापक 
हो गया और मृत्यु तक उसी पद पर रहा। १६३५ से इसने ज़्यासिति पर 
एक प्रन्थ लिखा जिसमें 'अविभाग्यों के सिद्धान्त! (0८7८ ०६ ताताशंत्र2$) 
वा प्रतितदन क्या । उक्त सिद्धान्त का सार यह है कि प्रत्येक रेखा में अनन्त विन्दु 
होते हे, प्रत्येक समतल में अनन्त रेखाएँ होती है और प्रत्येक ठोस अतन्त समतलो से 
बना होता है। उष्त सिद्धान्त दहुत सन्‍्तोपजनक रूप में मही दिया गया था 
गुल्डिन (0/00) ने उसकी आलोचना की । उक्त आलोचना के उत्तर में कवैलियरी 
में एक अन्‍य पुस्तक लिखी जिसमें उसो सिद्धान्त को सन्‍्तोपजनक रूप दे दिया गया चा। 
उबत पुस्तक में ही परिक्रमण दोसों सम्बन्धी उस प्रमेय की परप उपपत्ति दी गयी 
थी जो आज “पुल्डिन प्रभेय' के नाम से प्रसिद्ध है। उक्त अ्रमेय वा उल्लेख पेंपस की 
डुतियों में भी भा चुशा था। 

कबेलियरी ने अपने अविभार्यों के सिद्धान्त' की विधि से केप्लर ( एक्ाक) 
दास प्रस्तावित ऐसे कई प्रश्नों को हल दिया जो आजकल चलराशिवठन (7पवटूप्श 
(८प्रोप)) परी जिवि से किये जले है 

उपरिलिख़ित पुस्ठशो हे अतिरिक्त केवलियरी ने अन्य कई पुस्तर विशोधसिति, 
चाशुषी, ज्यौदिष आई पर लिखों हे । 

इबेजजिस्टा दॉसिवडो (:एआहलेप प्रणापंप्ण3) (१६०८-१६४७) का 
जरम फरन्‍्बरा (7077+) में हुआ दा) अध्ययन के लिए यह रोनथवा। बह इसने 
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न 
ग्रेलीलियो की कृतियों का मनन किया और उनसे स्फुरण प्राप्त किया। १६४१ में 
यह (लॉरेंस्स जाकर गेंलीलियो से मिला | तीन महीने यह गेंढीडियों के शिष्पल 
में रहा । गेंलीडियो के देहान्त के परचात्‌ यह प्रलास्स की परिपई में प्राध्यापक 
प्नेयुक्त हो गया। 
टॉरिसेली का मुख्य कार्य भौतिकी में हुआ है। इसने संसार को वेरमेटर 
(8970प्रथ(्था) दिया। पारे के बेंरामेटर में जो ऊपरी स्थान में निर्दात होता है, 
उसे आज मी टॉरिसेंलो निर्वात (व0ापंप्ला। एं4८एए०गा) कहते है। इसके 
अतिरिक्त टॉरिसेली का ज्यामितीय कार्य मी महत्त्व का हुआ है। १६३८ में मर्सीत 
(?१(८८८७7८) ने गेंलीलियो को लिखा कि “र्वबेल ने चक्र+ (0:घ०४) 
का क्षेत्रकलत कर लिया है ।” गेंलीलियो ने उतत पत्र टॉरिसेली के पास मेजा। इसके 
उत्तर में टॉरिसेली ने चक्रज का क्षेत्रकलन करके दिखा दिया । इसके अतिरिका इसमे 
क्वेंलियरी के अविभाज्यों के सिद्धान्त का भी विकास किया है । 
विर्तेजों विवियानी (प्रगाव्याण० एशंगर) (१६४२-७०३) मी 
गॉलीडियों के शिष्पों में से था । इसकी रूचि मौतिकी और ज्यामिति में थी। इसी 
को प्रेरणा से पहॉरेन्स में वैज्ञानिक प्रयोगों के लिए एक परिषद्‌ को स्थापना हु 
टॉरिसेली इसका सदस्य या ( उक्त परिपद्‌ में वायु के दवाव पर प्रयोग हिये जी पे, 
किन्तु वह कुल दस वर्ष ही चल पायी। विवियानी मे एक ज्यामितीय प्रश्न उपस्थिठ 
किया-- एक बु तावार मन्दिर है जिसपर एक अध॑गोलाकार गुस्बद विठाया हुआ है। 
शुस्दद में चार समान सिड़कियाँ ऐसे आकार की हूँ कि शेर तल का ठीक दीक माप 
निकाला जा सकता है। खिट्कियों का आवार बताओ |” इस प्रश्न के कई हल अत्य 
गणितगों ने निकाछे, विन्‍तु सबसे सरल हँद स्वयं विवियानी का ही था। इसने स्पाधिति 
पर कई प्रत्य लिखें हूँ जिनसे पहले से ही इसकी प्रतिष्ठा जम गयी थी। 
क्रांत--रैंगी दकातें (7८0० [05८270७) वा जीवन काल १६६९६-१६५९ 
था। इसतर शर्टार तो कभी तगड़ा सही रहा, विनतु इसकी मातसिर शर्कि अश्ा 
भी। इसी कारश इसके पिताजी बचपन से हू! इसे छूघु दार्शनिक कहां कराते ६ । 
सुकुल के पहटे धाच यर्षों में इसने गणित, तक शास्त्र, मौतिकी आदि का अध्ययर्त फिया। 
१६ वर्ष की अवस्था में इसने स्डूल छोड़ा । सन्‌ १६१६ में यह कानून का स्‍्तावडइ 
हो गया। १६१८ में यह हाँदंश्ड गया ॥ वही उ्ते हितों यद परियादी पी हि गई 
हिसी के हाथ कोई कटिस प्रसत रूय जाता था तो वह उसे चुनौती वे शेप में संग का 
दीदारों पर चिपका दिया करता था। एक बार दहतें ने ऐसी एश चतौती देखी वा 
डइच मादा में लिखी हुई थी । एच ब्यकित उसड़े पास खड़ा था हो सबोग से बनिद 
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गणितज्ञ बौकमेंन (८८८८४४४॥) था। दकातें से उससे चुनौतों का अर्य पूछा । 
बीफमेंद ने उसका अनुवाद कर दिया और मखौल में दवातें से कहा कि वह उक्त 






हे 


७३ 
महल 


चित्र ७०--दहरें (१५९६-१६५०) 


[शोएर पम्थ्के/स, एफर रेटेंड, न्यूडॉ२--१०. बी शनुष्टा मे, रो सर रच ८ 
बॉसाइड हिएी अरड दबे ह टिक्सा (१.७४ सॉटर ) हे परयु दर्द] ड़ 


र९४ सथित छा इतिहास 


प्रथम का सावन करे। दो दिन में दकाते उस प्रन्‍व को हु कर लाथा। इस ह्शःर 
दोनों रधितर्जीं में मेरी हो गरी। दकाते ने सग्ोत पर एक पुस्तक डिसी जो बौपरेंस 
को समफ्तरि कर दी। 
दवातें ने मेना में नाम छिसा लिया था, किल्तु १६२१ में उसे छोड़ दिश। उसे 
अयते चार वर्ष परंटन में बोले । पिरेश में ही उसने दर्शनशारत्र पर टुडे इत्य विश 
को उसके जोवन काल में छाप नहीं पाश । त्परबाए्‌ गई वर्षों के परिश्रम से उपरे 
विडान पर एफ बृहत्‌ इत्थ लिया जिसमें तीन परिद्रिष्ट थे। इर्ही परिति'रों में मे 
एज उदामित्रि पर चा । 
इस प्रकार दाने को जमितिं १०० पृष्ठों के एक परिशिर्१ से आरण्म हु 
उर्त पुस्तिश में उसने तिरेंधाश र्गमित्रि (00७्ीगिआर दल्णाएलाओ) ही 
मद डा । दो सपयाता चाहिए हि दवातें ते रेरोमिर पर ढोयणित वां प्रो 
दिशा। उकद रियर की रुस्प समस्या यह है वि दिसी समर दर तिसी गिएु ही 
स्दिति रिस इड़ार जाती जाए । इंवायें ने पक पद्धति विशाी हि दो रेशाओं मे यश 
हिरदु दो दरें नाप हो शार। इस प्रषार हिल्‍्दु को स्थिति सुनिश्यिव को शी है। 
उक्त दढति को आज मी कातोय पड़ति शत है । 
दफा में इक बा दर्गीदत्ण फिदा और समोहरण विदात में मौ प्रगीदो। 
पैसे अर वसिफक उलहें मरेत वियि डे ऐश में भी मई जता दितारी है। गशो पा! 
दसोश बाजपड़े को उर7 बरहर-- इस प्रशार ये, बलिया ॥। प्रणारी घरगी । 
झाब हूं! दए धहडा दया था डिसने राखत वर्णमाडा दे पहले दो ॥ 64, हैं 
कप शादियां ढो, और अख्चिय इज ४, 3, < से अजाई राशियाँ को निदतवि! हिए/। 
बह इचारों आज डर बार है। 





हराओ है रप डे बई शेजए्व परिशान नविरठ है। इस के द्वारा श्य आह 
कमियो कप अराधिजद आई अनठने गे ॥ इस अपिटिक् उसों है पटरस्ग 
आडिय, भरा और इश्क (277० रत शजा का विद (४४ इक 
दरार बा ४4र बाएजिक शचटिल्श का शत है। 

अइहश चाम्शड 4:८० ५2.७) (१६२२-०१६६०] शाम का एक ब्लड 
दादी रिक बा; आई इक चार #7 4 का हजा इुंगहा मारा दसवीं ॥ अर 
शादिशर अप छा / आना अन्‍डर छाए आय चाजिज रवि हे हिएा। (७ ढ27 ४ 
करम“श श अं शाइर बच #एए बटर हर के आट्ट्रक हैंड टिया छह भ बात फटी 
अदा + इक द्राए गण रहा काका आए रिलाई माफ ये ऑप्ज' कम्कि ली एक गधा जी का 
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अथक परिध्रम करता रहता था। १६४८ में इसने अपना बेरॉमेटर सम्बन्धी प्रयोग 
प्रकाशित किया । बेरॉमेटर के सिद्धान्द का प्रतिषादन तो दकाते और टॉरिसिली ने 
कर दिया था, किन्तु पूर्ण प्रदर्शन पास्कल के श्रयोगों द्वारा ही हुआ। 


5 * द 
। 


८ 





जित्र ७१--रास्कल (१६२३-६२) 
[ ढो+र एब्लिकेश्नंस, इन्फ्रोप्ोरेटड, न्यूयॉक---१० की भठनुड्ा से, डी० रदृइक कृत '५ 

बॉन्‍्साइज्न दिस्द्री आफ मेंथेमेंटिक्स' ( ९.७५ डॉलर ) से प्रत्युत्/दित । ] 
पॉस्कछ में असाधारण प्रतिमा थीं। इसने यूक्लिड के प्रथम माग के अधिकाश 
साध्यों को स्वतन्त्र रूप से स्त्रय॑ सिद्ध किया था। सोलह वर्ष की अवस्या में इसने एक 
पाण्डुलिपि लिखो थी । जब वह हस्तलिपि दकातें को दिखायी ग्रयी, उसे विश्वास 
नही हुआ कि वह सोलह वर्ष के किसी छडके की इृति हो सकती है। उन्ही साध्यो मे 
से एक यह था--प्दि किसी श्ञाकव में कोई पद्मुज खीचा जाय तो सम्मुख मुजाओं 
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की तीनों जोड़ियों के कटान बिन्दु मरंखिक (०४८०४) होंगे। यही साध्य पके 
प्रमेध के नाम से प्रसिद्ध है। पास्कछ ने इसी प्रमेष से ४०० उपप्रमेय निकाडे। 

पास्कल के समय में बहुत से सशितनों ने चक्रज पर गवेषणा कार्य किया दा। 
पास्कल ने उदत वक का यूरस्व केस्द्र, उसके परिक्रमय द्वारा निर्मित ठोसों के गुर 
कंद्ध और तन्मम्बन्धी और बहुत से फल प्राप्त किये उसकी उपस्थिति में तो उसे 
ज्यामितीय बाय में से केदल 'अंकगणितोद त्रिमुज” वाला अंश प्रवाधित हो पाया 
जिम आजकल पास्कल त्रिमुज बहने हे। जैसा सवंविदित है, उक्त त्रिमुज के द्वारा 
सरूष संह्याओं' (पंठप्पशा८ 'रिपशाटाक) के गुण व्यक्त किये जाते हैं । पक 
की ज्यामितीय इतियों का झेयांध १६६५ में छपा। 

जैरई देमाग॑ (5धगर्ए 76गष्टण७छ) (१५९३-१६६२) फ्रांस को एक 
ग्थितज्ञ था। व्यवसाय से यह एक इंजीनियर था । इसके कार्य से दकावे मौर पार्क 





चित्र ७२-देसाग का एक विश्यः्त प्रमेष। 
मी प्रभावित हुए थे । इसका अधिकांश कार्य ज्यामिति पर है 


समुत्करण सदा 
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(७८००३ ० 7₹०एघं०ए) के दिए गणितोष जगत्‌ इसी शा आमादी है। 
इसरी सद मे प्रसिद्ध पुस्तक धावत्रों पर है। 

देसागं का एक विर्यात प्रमेय यद है-यदि दो त्रिमुजों के छ्ीप तीन संगामी रेसाओं 
घर रियितहों तो उनही भुजाएँ तीन संरेगिक बिन्दुओं पद मितेेगी। १६३९ में 
जद देसागें में शाक्वों पर अपनी पुस्तक भा प्रारूप तँयार किया तो विसी 
को थहू विश्वास नहीं हुआ झि वारतव में बहु उसी का लिसा हुआ था। अत. 
बहू रद्दी की टोकरी में डाल दिया गया। सौमाग्य से द छा हायर (9९ |9 [76) 
में उसकी सकल गर ली थी । इस प्रगार उक्त पुस्तक सप्ट होने से बच गयी। 
उसमें देसागें ने अतस्त की बल्पना की सुमित्रा बाधी है। उसने छिखा है कि जब 
शंगु (207८) भा धीर्ष अतत्त को घछा घाता है तव दाडु था बेलन वन 
छाठा है। और इसी पुस्तक से एकक्ो-सयति ([40770०५५) की भी नीव पड़ी । 

द झा हायर (१६४०-१७१८) पेरिस का निवासी था। इसने अपने जीवन में 
अनेक विषयों को अपताया। आरम्म में यह विश्रवार और स्थापत्य-शास्त्री था ! 
दत्पश्चात्‌ गणित गा प्राघ्यापक हुआ और अन्तिस वर्षो में फ़रास के भूमितोष (9०00०#०) 
सर्वेक्षण कार्य में नियुक्त हुआ। इसने गणितीय विषयों पर अनेक छेस लिखे । इसके 
अतिरिक्त शाववों और वीजगणिते पर पुस्तक भी लछिसी । किम्तु इसका सबसे प्रसिद्ध 
कार्य माया वर्गों पर हुआ है। इसने माया बर्गे बनाने की एक नयी विधि दी जिसरे 


किसी भी वर्ण (073८7) का भाया वर्ग बताया जा सकता है.। इस विधि का 
सशोपित रूप इस प्रकार है-- 


पहुके दो सहायक वर्ग बनाइये । यदि पांचवें यर्ण का वर्ग बनाना है तो एक वे 
हन मंकों-- १, २, ३, ४, ५ से बनाइये, दूसरा ०, ५, १०, १५, २० से।.. ४० 
।/7 


| : |! | 





























दोनों वर्गों मे से प्रत्येक की प्रत्येक पंकित, प्रत्येक स्तम्म भर एक विकर्ण में दिये 


हुए भंकों में से केवल एक ही आयेगा। पहले बर्गे के शेष विकणण में देव ३, ३,. 
ह भौर दूसरे वर्ग के शप विकण में केवल १०, है० 
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अब दोनों वर्गों की संगत कुटियों ( ८८ ) के अंकों को जोड़ने से इच्छा 
माया वर्ग प्राप्त हो जायगा। 





(७) अदूठारहबीं और उप्नोसयों शताब्दियाँ 
यूरोप 


रद्द मिम्मत (२०६ 58०) एफ अंप्रेड गशिवश था जिगड़ा जीरा 
बाल १६८३-०१७६८ था। शिक्षा तो इगते डावटरी की प्राप्त की, दिस्तु यह ए्रणों 
(0!2६९०४) में गणित का अध्यापक हो गया। स्वूठ के विधार्पी इस प्गोष मे 
भरी भाँति परिबित होते है -- 

“यह किसी पिमुज के परिदुल्त के विसी 
जाप तो उसके सूछ सरेखिक होंगे ।” 

झपामितिं पर सिम्सने बा यह प्रमेष प्रसिद्ध है कौर शल्गम्वस्धी रेसा को तिएत 
हेखा' बडठे है। मिग्सन ने यूविलत का मी एफ मस्करणश प्रराशित दिया वा भो दर 
लोकप्रिय हो गधा है। सारविक्ष अनुर्घात समीकरण पर मीं सिमतवा हाय 


रिरु में तीतों गुशओं पर शार शी 


ब्रश्मवीय हुआ है। 

जोज सामत्र ( "<ए/ह८ 52/%०7 ) (१८१९- 
(सवालों था। इसहा कार दई क्षेत्रों से फैला हुआ था शिलमें मे मु मे बेन पर 
बोददित, विश्चक-निडान्त (वमित्णए॥ णी वाएममा0)/ पोशा भर बंखिय 
[88:८४३-- हा 29) रगमित्रि4 इसरो “आचूविश 7च्च अजगर 


१९०४) आपरपेशा पा 


व्िबिड-लिद्वान्ट का ध्रवत इस्य बज्टाता है। 
विलिएम तिशहदक कोई (9० कया ईिफस्टर्फ: 
3 दैखेटर (05८८४) का विराम बा । इसते हतदत औौर इेट्विंज में 7 
१८३४१ में बट बरी शिी काट हड, शत्दक, में व्राष्पापश विटत दूत जी 
१८३३४ में रायद सोचाइदी कर बरिमदस्द बन बाग यों विश शहर सिर ५ 


9008 44) (१८१४ 











स्कज्र १८३६ में है दसशा स्दास्ध्य शराब देते शत अप १८८९ में ४€ बे बी आटा 
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बस्था में ही इसका देहावसात हो यथा । इसकी पत्ली मी प्रतिमाशालिती थी और 
अग्नेज्ी उपन्यासकारों तथा याटककारों में उसने अच्छा स्थान प्राप्त कर लिया था। 
इसकी लड़की ऐविल (5८४८) कवपित्री के रूप मे प्रसिद्ध हो गयी थी । 

कबिलिफोईड में असाधारण मौलिकता थी। इसके अतिरिक्त इसमे वक्‍तृता शक्ति 
का मी बाहुल्य था और इसकी लेखन शेली स्पप्ट थी । यह एक उच्च कोटि का गणितज्ञ 
था। उस समय तक केम्ब्रिज के गणितन्नों में वेंड्छेषिक परिषाटी का प्रचलन था। 
क्लिफोर्ड ले उक्त परिपाटी के विरुद्ध आवाज उठायो और एक शुद्ध ज्यामितिज बनने 
का प्रयत्न किया। इसकी विशेष रुचि इन विपयों में थी--वैर्व बीजग्णित 
(ए्राए८७) #860:9), अ-यूक्लिडी ज्यामिति, दीर्घवृत्तीय फलन, दिचतुप्टय 
(800०४८८४००५) । इसने आ्ेखिक (67२ए॥7८०) विधियों का भी प्रचलन 
किया। इसकी सबसे प्रसिद्ध पुस्तक है--0०छागणय 5८७८ ० पोल फरबद 
$लंदाएह, 


पेरिस के एक गणितेज्ञ फ्रेसॉय निशोल (7८०४ 7८०८) (१६८३- 
१७५८) का नाम भी उल्लेखनीय है। यहूं बचपत में ही एक बहुत होनहार लडका 
दिखाई पड़ता था। १९ वर्ष की अल्प्रावस्या में इसने चक्रः (09000) का 
चापकलन ((१८८४८४४०॥) कर लिया घा। इसने इन विषयों पर अपनी लेखनी 
उठायी--शाकव, तिघात वक्र, समत्रिमाजन समस्या, सम्माव्यता (070092॥0/7 ), 
सान्त अन्तर कलन ((:४ ८४७५ 6 छाग्रा० )कद्िला०७) 

फ्रांस का एक अन्य ग्रणितज्ञ गेंस्पड मॉजे (5359० 0००8८) (१७४६- 
१८१८) विश्ञेप उल्लेखनीय है। यह वर्णनात्मक ज्यामिति का जन्मदाता कहदाता 
है। इसकी शिक्षा बियॉन (3८400८) और लियॉस में हुई थी। विज्ञान में इसकी 
विशेष रुचि थी। इसने १४ वर्ष की अवस्था में एक अग्नि इजन का निर्माण किया था । 
यह २२ वर्ष के वयस्‌ मे गणित का, और २५ वर्ष के वयस्‌ में मौतिकी का प्राष्या- 
पक नियुक्त हो गया। ९ वर्ष परचात्‌ यह पेरिस में आम्मसी ([/6740॥०) का 
प्राष्पापक हो गया। 

१७७० से १७९० तक माँ जे ने गणितीय और मौतिक विषयों पर दर्जनों छेख 
लिखे। १७९२ में यह फ्रांस फा नौसेना मन्त्री हो यया, किन्तु उक्त पद पर यह १७९३ 
तक ही रह पाया। इसने दो शिक्षा संस्थाओं के स्थापन में बडो सहायता को और बारी 
बारी से दोनों में वर्णनात्मक ज्यामिति का प्राध्यापक रहा । नेपोलियन के पतन केः 
पश्चात्‌ इसके समस्त पद और सम्मान छोन लिये गये और इसकी प्रतिष्ठा समाप्त 
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हो गयी। इसकी अवकल समीकरणों के साथन की विधियों को आज भी पादृव पुल 
में स्पान प्राप्त है ) इसछी सबसे प्रसिद्ध पुस्तक वर्णनात्मक ज्यामिति पर है 4_उबः 


लक अं 





वि. 3३--माँजे ( १३४६-१८१८) हा 
हिपर ब्लड मे, इन्सपरो गे ड, स्यूव्टि-१०, थी अनु है, टीन खुश्श इुव ॥ बहस 
किए शाद नेशेटिस 7जपटाइर) मैडदु र दिव तु 
४ ॥ ही अपिया 
रुपपमिरयि झम्दस्वी इसड़े शिद्ाल्द दजियट ([८र८7) ने १३७३८ से ही बराग्षिर 





बेर टिए थे, हित्तु माँ से उसहा असविश्कपेर स्ववल्त्र दप से डिया था। हि 
के पद >्टा हर 
ड डे र-नि शोदस-महस्पू राइट काजों | ]7 72 - रिडस्लैं + वि फटा 





7०६) (१३५३-१८२३) एच कागीसी शदिपश था। इसदी दिल्री 


ज्याभिति ग्रे 


सेना के लिए हुई थी, जत. इसका गणितीय कार्य बहुत देर से आरम्म हुआ। सेना में 
सो यह बहुत ऊँचे ऊँचे पदों पर पहुँच गया, किन्तु जीवन के अन्तिम दिलों मे नेपोलियन 
ने इसे देश निकाला दे दिया। 

कार्नो की विशेष हचि सांड्लेपिक ज्यामिति में थी । इस पर मॉजे को कृतियों 
का विशेष प्रमाव पडा था। मॉँजे ने चंविम आकाश (7]70०-टंएथाझंणाला 
507८८) का अध्ययन किया था। कार्नो में इस विषय का विवेचन किया कि कोई 
वियंक्‌ रेखा किसी आकृति को किस अनुपात में बाटती है। कार्नो के सबसे प्रसिद्ध 
आविष्कार पूर्ण चतुर्मुज, पूर्ण/चतुप्कोण ((९००००्म९88०) और ऋण परिमाणों 
सम्बन्धी हें । आज भी विद्यार्थी झाकवों और त्रिमुज़ों के कटान विन्दुओ पर कार्नो 
के प्रमेय का अध्ययत करते है । 


चाल्से-जूलियन ब्रियाकन (()आं6 णीलशा फऐसं॥्राटाणा) का जीवन 
काल १७८३-१८६४ था । फ्रांस के प्रतिमाशाली गणितत्ञों में इसका भी उच्च 
स्थान है। यों यह मी एक सेन।पिकारी था, किन्तु इसका झुकाव ज्यामिति की ओर 
था। पास्कल ने शाकव के अन्तलिखित पड्मुज पर एक प्रमेय दिया थां। ब्रियाकन 
ने २३ बद की अल्पावस्था में परिगत पड्मुज सम्बन्धी तत्स्थानी प्रमेय दे दिया जो 
आज तक उसके माम से विख्यात है। घुव और घुवी (2०८ 206 7077) का 
भाव सबसे पहुंछे व्रियाकन ने ही दिया था, किन्तु उसका विकास वाद में पॉल्स्ले 
(?०४८८८:) ने १८२९ में किया। 

जीन-विवदर पॉन्स्ले (]८४-५७४०००?कात्टै७) (१७८८-१८६७) एक 
फ़ास्मीसी इंजीनियर था। इसने पेरिस और मेद्ज़ (2४८८८) में शिक्षा पायो 
और एक सेनाधिकारी हो यया। रूसी युद्ध मे यह वन्दी हो गया । १८१४ में यह फास 
लौटा। १८१५ से १८२५ तक यह सेनिक इंजीनियर रहा और १८२५ से १८३५ 
तक मेंदूज़ में यान्विकी का प्राध्यापक | तत्पश्चात्‌ जीवन के अन्तिम दिनों तक यह 
पेरिस में मिन्न मिन्न विद्योचित पदों पर नियुक्त रहा। 

जिम विक्षेप ज्यासिति (श0 ०८४४८ 5००४८४५) को माँ जे ने जन्म दिया, 
पॉस्ले ने उसका पोपण किया। पॉस्‍्ले ने ही पहले पहल उक्त वियय को अपने 
एक प्रन्य (१८२२) में एक स्व॒तन्त्र स्थान दिया। पॉस्ले के दो आदिप्कार झगतु- 
प्रसिद्ध है--+ 

(१) ईंपता ब्िडान्त (?मंगरलंज्रां८ ०६ 0एञजक9) 

(२) आनन्तिक बतुंल बिन्दु ( (जय ए0ंगाछ ३६ किए ) 


रैण्रे गरधित शा इतिहास 


माइकेल भेडित्ग (एावाएल टग्वेंछ) ( १७९३-१८८०) पेरिन 
शिक्षा पाकर पहले एफ ब्यापारी दवा, किन्तु बाद में व्यापार छोड़कर गगित के अध्यप 
में छग गया। यह पहले एफ कॉडिज में मूमित्रि (5200०/) और गालिती 
अध्यापक नियुवत्र हुआ और छुछ समय परदात्‌ पेरिस विश्वविद्याठयमें उच्च ज्यार्नि_ 
का प्राध्यापक । इसने दो पुस्तक शाकवों और उच्च ज्यामितिपर लिखी और ने 
अमिपत्र प्रकाशित करिये। इसने और स्टेनर ($:८एंट7) में अपने अपने ढग हे 
विक्षे्र ज्यामिति कय विकास किया, किन्तु उन दिनों आदान प्रदान के साधन इसे 
हीने थे कि एक को दूसरे की कृतियों का पता नही चल पाता था। मेंडेटॉरिल ने !3* 
में यह सिद्धान्त प्रतिपादित किया था दि यदि एक ब्रिमूज की मुजाएँ कमणः ठीत 
स्थिर विन्तुओं में से होकर जाती हों और दो शी दो स्विट-रेहाओं पर स्थित 
हों तो तीसरा झीप॑ एक शांकव का सर्जन करेगा। चेडिल्स ने इस साध्य का 
विकास किया। पर थ 

काले प्रेंडरिक याउस (750 एसंल्तनत्ी 6305) जमेनी का एक लहर 
गरणितज्ञ हुआ है जिसका जीवन काल १७७७-१८५५ था। एक यह राज 
(मजदूर) का पुत्र था और तत्वालीन राजा की हपा से ही शिक्षा प्राप्त कर सशा। 
जीवन के आरम्म में 4ह निजी रूप से शिक्षा देकर निर्वाह करठा रहा। १८०३ मैं 
जब परियत (66:फरगहर८्य) में एक वेबशाला की स्थापना हुई, यह उसता निरैशर 
भर ज्यौतिय का प्राध्यापक निधु के हुआ। 


जब गाउस विश्वविद्यालय का छात्र था तभी “न्यूनतम वर्गों के सि्ांत' 
("फ्नव०7५ ० 7.००5५६ $तृएश८४) का माव इसके मन में अंकुरित हुआ। और उत्दीं 
दिनों इसने यह प्रमेय सिद्ध किया कि किसी वृत्त को यूक्ठिड की विधि से १७ बराबर 
भागों में ढाँटा जा सकता है।/ १८०१ में संख्या सिद्धान्त परै इसका प्रसिद्ध ग्रे 
प्रकाशित हुआ। इसके पश्चात्‌ इसने शुद्ध गणित पर अनेक अमिपत्र लिखे। इसके 
अतिरिक्त इसी ने सर्वश्रवम अ-यूस्डिडी ज्यामिति को जन्म दिया । 

गाउस की प्रतिमा बहुमुखी थी । इसने सारणिकों और कापल्पनिक राष्षियों का 
बिस्तृतः उपयोग किया, द्विपद समीकरणों (छाग्र०कांज! ऋवृष्छपंगाऊ) के हैई 
निकाले, अनन्त श्रेणियों के अमिसरण ((०7ए्टाए्ूटा८८) के छिए पद परीक्षणों 
का आविष्कार किया और दीप॑वृत्तीय फलनों को ट्विकाव्ता (000 ८३०९- 
८८७) सिद्ध की । इन विपयों पर इसका गवेयणा कार्य इतना मौलिक और महत्वपूर्ण 
रहा है कि छॉप्लास (7-शु/२८८) और छँग्रांज के साथ इसे आधुनिक गंगिवीर 


ज्यामिति इ्ण्रे 


विश्लेषण के तीन महान्‌ विद्वानों में बिना जाता है। इसके अतिरिक्त इसने ज्योतिष, 
चुम्यकत्व, विद्युत्‌ और मूमिति पर मी बहुत महत्वपूर्ण अनुसन्धान किये है । 


विककस  क 3 
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दित्र ७४--गाउस (१७७७-१८५५) 
[शेर एप्ल्वेशम एसएरें रेड, न्यूयोरं--१०, री, भनुश से, टो« दुत इ१ 'द हर्ट पद 
प्रो अकि मेबमेरिस्स' (१.७५ शॉलिर) से प्रस्युष्दशदव 
शॉगस्ट फ्रशिनेंप्ड मोबियय (#आहण्ज लठैस्खाद व 6 ७) (१३९०- 
१८६८) एए जर्मन ज्योडिरी बौर गणित था। इसने लाइप्डिय (६-०, 22), 


[लगे है । इसने 

एक नये विपय आारदेसटो पलन (3060० (ग०ण०) 

मोवियस बत्य (हग्णंक गा) नि एक ही तल होता है, ई्मे 
नही (7०0००) दर 


ब्रवेश हो सता है। 
ब्लकर ([एॉए5 ज़ड्चप्णो ५ ८०१९-१८ 
और मौतिकीश था। जमेनी में शिक्षा यह १८२२ 
१८२८ में यह बॉन फठाणा) मैं 4 आध्यापक सिंयकी 
चलित, हाल (89०) और बॉन में रहा। १८ 
घर एक ग्रत्थ बिकला (जिसमें इसने संक्षिप्त सं: बैतलिपि का पर 
इचात्‌ इसने ' 


ज्या्ितिं में आजर्तर प्रयुक्त हो रही है। तरल! 
अन्य लिखें जिनमें इसने दैधवा सिद्धान्त अठिपादित वियी 
ट्फश्क) सम्बन्धी ६ समीकरणों वा आविष्कार विया। 

/ बहुडाते है.। इसके अतिरिी इसने निर्देशाकों क्के 
रेखीबरण (८गीफव्ग००) और ध्युत्कमता (प्व्पं 
आग प्रतिपादन या और लिक्रम बतरों (एपप्श्छ न 
अर्गकरण विया। इसने इस वरतरों के २९ अकागर गिनापे ४ 
औरतिकीय विषयों पर हूं 

अत जियोदाती सो (ठग्स एट्ल्र् 

___ आय है। इसने १६३७८ में मिम्तलिखित प्रमेय मिउ 


ब्यामिति ३०५ 


यदि विसी विमूज के झ्ीर्पों का, खा, गा के मध्येत ऐसी तीन रेखाएं खीची जायें 
जो संगामी हों और सम्मुख मुजाओं को या, रा, छा पर कार्टे तो 
बा छा. खा या. गएरातच"ला खा. था गा. रा का ३ 
यह प्रभेय 'सीवा प्रमेष” वहूंठाता है। 
उपरिलिखित गणितज्ञ का एक भाई टोमेंसो सीवा (70007950 (८६७) 
(१६४८-१७३७) था। इसने मी ज्यामिति और भौतिकी पर बहुत से अभिप्र 
हिसे हें। इृतिहासन्नों मे इस वात पर रतमेद है कि उपरिलिखित प्रमेय जियोवानी 
भा था अथवा टोमेंसो का । 
छगें हाथों इटली के ही लुईजी गाइडो ग्रेंप्डाइ ([.प्र 50० ठ/थ्ाए ) 
का मी उल्छेख करते चले जिसका जीवन काछ १६७१-१७४२ था। यह पहले एक 
मिक्षु हुआ, फिर पिसा में दर्शन ढा प्राध्यापक और अस्त में पिसा में ही गणित का 
प्राध्यापक नियुक्त हुआ। इस ने ज्यामिति पर कई ग्रन्य लिखें हें । अपनी पुस्तकों में 
इसने वृत्त और आयताकार अतिपरवलय ([रि०८८आहुणेगः प्र|एन००ण३) 
की तुलना की है, पुष्प को आकृति के बच्चों का अध्ययन किया है, जैंसे--- 
अजज्या सह (ए58४४ 70) 
और गोलों के तलों का क्षेत्रकलन किया है। इसने एक स्पान पर रह मूत्र दिया है-- 
औ७ १--१+ १-०१+ १८ कै: + ००० 
<(१-१)+(१-१)+(१-१)+ + «०४०४ 
ह्ः्04+:0+0 ६. . ब्न्न 
इस सूत्र को इसने इस तथ्य बा प्रतीक मामा है कि सृष्टि की उपज घूत्य से हुई 
है। इसने एक पिता की बल्‍्पना की है जो एक मोती अपने दो पुत्रों को इस शर्त पर 
देता है कि दोनों उसे बारी वार से अपने पास रखे। इस प्रकार, यह बहता है हि मोत्री 
आषा आधा दोनो पुत्रों वा हुआ। 
दिना पेरिया गेंताना अस्तेसी (७74 63८८ए७ 8८5) कया नाम लिये 
हुटलो के गणितजों बह बहाती अयूरी दिखाई पहली है। इसका जीवन काल १७१८- 
१७९९ था। यह आरम्म से हो एक होनहुःर छडकी थी। इसके पिता जी गणित के' 
प्राष्यापक थे । इसके परिवार को इच्छा थी कि यह धामिक क्षेत्र में पचपंथ गरे 
हिन्तु २० वे व अवस्पा से ही इसने अपने/ जीदन गणित को सेवा में समधित कर 
दिश। १७५२ में ज॑ब इसके पिठा रोगरस्त हो ये को गद्दी पर इसे आमीन कर 
दिएा गदों किल्तु उनहीं मृत्यु के दरडात्‌ इस ने रझित का छेत्र छोडरूर बिविस्सालध 
२० 








३०६ गणित का इतिहास 


की सेद्ा मे अअना जीवन झगा दिया। इसड़ा प्रमुख छापे वैश्लेयिक स्याकिति ५ 
हुआ है! एक वक का इसने विशेष रूप से अध्ययन किया था जो आज मीं इसड़े कः 
पर 'अस्नेसिका' (१४८७७ ० ४87८४) बहलडाती है। 

इस स्थात पर जियोढातों कस्पैस्‍स्कों ज्यूनेंप मत्फ़ाती (609शए घेर्ण 
६620 0069० उैगैशिय) का नाम देना मो अनुपरुक्ा न होगा खितत 
स्थिति काल १७३१-१८०७ था। इसने रिफष्ष”टो (फरत्या्) के संरक्षतर मे 
शिक्षा पपी। १७३१ में यह करारा (छलाइ»३) में गकित वा प्राघ्यपक हो गग। 
१८०३ में इसने निम्नलिखित प्रश्न उपस्यित किवा--एक छाम्विक प्रिमुजीय संझेत 
(२७४६ छघहुएभ ए75७) में से ठोन बेंलन ऐसे काटो जिनके उच्चाच 
संक्षेत्र के उच्चल के समान हों, और जिनके आयलन अधिकतम हों। मत्झाती ने 
दर्शाया कि यह समस्या इस प्रश्न पर आश्रित है--कित्ती तिमुज के अस्तर्यत तौन 
बृत इस प्रकार खी वना कि प्रत्येक वृतत शेप दोनों वृत्तों और विमुज की दो मुजाओं को 
छुएं। इसी प्रश्न को आजकर 'मल्फाती प्रश्न! कह/ जाता है। स्टेनर और प्वकर 
ने भी उक्त प्रश्न पर परिश्रम किया है। 

लॉसन्जो मंगैरॉगी. ([.ठ0८ार० स्‍्टलाण्) (१७५०-१८००) 
पविया (7३४७) के विश्वविधालय में गणित का प्राघ्यापक या। यीं इसकी 
रुचि मौतिफी और कलन में भी थी किन्तु इसका प्रमुख कार्य ज्यामिति में हुआ है। 
१७९७ में इसने अपनी ज्यामितीय रचताओं का संग्रह प्रकाशित किया। उ्के एव 
में इसने केवल प्रकार की सहायता से अनेक रचनाएँ करने की विधियाँ बतायी थीं। 
इने को बहुत सी विधियों में उच्च कोटि की मौलिकता दृष्टिगोचर होती है। 

लुईजी क्रेमोना (7.एं8 (८००79) (१८३०-१९०३) का जन्म द्विदा 
में हुआ था। वही के विश्वविद्यालय में शिक्षा प्राकर यह पहुंडे क्रमोवा और फिर 
मिलन में प्रारस्मिक गणित का अध्यापक हो गया । तत्परचात्‌ यह क्रमशः बोडोदा 
और मिलन में उच्च ज्यामिति का प्राष्यापक नियुक्त हुआ। १८७१ में यह रोम मे 
उच्च गणित का प्राध्यापक हो गया और वहाँ इसने एक इंजीनियरी कॉलिज संपर्टित 
किया। इसने अपना सारा जीवन उच्च यणित की शिक्षा के सुधार में लगा दिया 
इसमें यूरोप की गणितीय पत्रियाओं में जनेक अभिषत्र प्रकाशित किये इसका सी 
मे प्रसिद्ध कार्य वक्रों और घन पृष्ठों (0०७4८ 5ण८८) पर हुआ है । 

यूजीनियो बल्ट्रेगी (28०0० ऊलेफ्णा) (१८३५०१९०० )जा कलम 
ऑमोता में हुआ था। इसने परढिया में ब्रियॉस्वी (छठे) से शिक्षा सावी। 











ज्यामिति कै 


१८६२ तक इसने इटली के रेलवे विमाय में नौकरी की। तत्पस्चात इसने 
अध्यापन कार्य आरम्म किया और यह थोडे थोड़े वर्ष ऋ्रमश, बोलोना, पिसा, रोम 
और पविया में प्राष्यापक रहा । इसके अन्तिम दिन रोम में ही बोते । इसका विशेष 
कार्य अ-्यूबिलडी, ज्यामिति पर हुआ है जिसमें इसने रीमान ((रिंशा)शए) और 
लोवाच्यूसको (7.0शटरीट्शप्रं:४) की प्रणाली को अपनाया है। यों तो इसने 
बहुत से अभिषत्र मौतिक विषयों पर भी लिखें है किन्तु इसकी प्रसिद्धि इसकी अति- 
परवलीप आकाश (9८००४८ $92८८) सम्बन्धी कृति पर हुई है जो इसने 
१८६८ में प्रदाशित की। 


जेकब स्टेनर (]2८०0 $६८ए८) (१७९६-१८६३) टस्विट्जलेण्ड का एक 
गणितज्ञ था । १८ वर्ष की अवस्था में यह हनरिच पेस्टेलोजी (िलांतती एलाव- 
]0ट्) का शिष्य हो गया। कुछ दिनों इसने हाइडेलबर्ग ([7०0८४७८४६) में शिक्षा 
पायी और तत्पश्चात्‌ यह बलित (92॥7) चला गया। १८३४ में बलित विश्व- 
विद्यालप में इसी के लिए ज्यामिति की एक नयी गदही स्थापित की गयी । मृत्यु तक 
यहू उसी पर नियुक्त रहा। 


जब से स्टेनर ज्यामिति जी उपत गद्दी पर डेठा, उसने ज्यामिति पर गवेधणा पत्र 
लिखने आरम्म बर दिये। इसके अमिपत्र अधिवतर चैले जल ((7९॥6 ]0फाओं) 
में प्रकाशित होते थे | इसने ज्यामिति पर उच्च कोटि के दई ग्रन्थ लिखे हे । बिन्दु 
माला ( रिशाहुए ०६ ?०॥७5 ) और रेसावली ( एलातो ० पणाह ) के 
भाव इसी ने दिये और उनमें एरंद्री-संगति (06-0९ ८णाल्क्रुमठ॑लातट) 
र्यापित की। इसने विशेष ज्यामिति के सिद्धाल्तों के प्रतिपादन में विश्छेषण से अन्त 
स्पूति ([ध0गमंणा) को अधिक महत्त्व दिया । इसके अतिरिक्त इसने बक्ों और 
शिपात पुष्ठों के सिद्धाल्व का विशास हिया। 


जहाँ कही अ-्यूक्दिशी ज्यामिति का उल्देख आयेगा, जान बोडिये (|णीय 
छ0[)) बा भाम छेगा ही होगा। इसके पिता प्राकंस बोडिये (2/35 
0)» ) (१५७०५-१८५६) हंगरी के एक नगर में गणित के शिक्षत थे । 
शटिगन में उस समय शिक्षा पादी थो जव गाउस मी बहा पर जिछार्थों दा। दं। 
कमी कमी पत्राघार भो हुआ इ₹रता या। फ़ांस ने यूक्टिंद का समास्तरता अंदाध्यो- 
पत्रमा (?आभौत 70७5६ ७३५६) सिद गरने बा तो प्ररत्त डिया भौर 
फिर झो दतशाई ने हुये ६ इन्होंने रास शो दो पद हिसे शिल्‍मे उद्यमिति रो एए 










३०६ सथित का इतिहास 


की सेवा में अपना जीवन छूया दिया । इसका प्रमुख कार्ये वैस्लेपिक उ्याशिति पे 
हुआ है। एक वक का इसने विशेष रूप से अध्ययन किया था जो आज भी इसे र-र 
पर अम्नेसिका' (फ़पाता ०६ #ट्ाव्प) कहडादी है। 

इस स्थान पर जियोवानो फ्रेस्पैस्को ज्यूतप मल्फ़ावी (00एशएं पिखे- 
८७०० 6०7७८ उशर्गश्निप) का नाम देना भी अनुपयुक्त ने होगा शिव 
स्थिति काछ १७३१-१८०७ था। इसने रिकटी ([रंतव्याप्) के संद्षत रे 
शिक्षा पायी। १७७१ में यह फ़रारा (हल्मग73) में गथित का प्राष्यापक हो गय। 
१८०३ में इसने विस्तलिखित प्रश्द उपस्थित किवा--एक छाम्विक विमुशय शा 
(रड॥६ प्रंधाहुण।7 !४ंक्रा) में से तीन बेन ऐसे काटों जिनके उच्च 
संक्षेत्र के उच्चत्व के समान हों, और जिनके आयतन अधिकतम हों। महक से 
दर्शाया कि यह समस्या इस प्रश्न पर आथित है--किसी दिमुज के अनयेत तीन 
दुस इस प्रकार सो बन कि प्रत्येक बुत शेप दोनों वृत्तों और विमुज की दो मुझाओों रो 
छुपूँ। इसी प्रशतत को आजकल मल्फाती प्रश्न! कहा जाता है। रटेतर और हार 
ने भी उसत प्रसत पर परिथम जिय। है। 

लॉरिंग्डो मर्गेरॉनी. ([.ठालाए०- #ऊलीटागर्य),. ((०६०-१८*) 
पिया (72४3) के विश्ददधयालय में गणित का प्रास्यापक था। यो एव! दीं 
रवि भौतिरी और कल में मी थी किस्तु इसका प्रमुस कार्य एयमित्रि में हुआ है। 
१७९७ में इसने अयनी एरशामितीय रबताओं का संग्रह प्रकाशित किया। उस 
में इसने बे दल परहार की सद्वायता से अतेक रचनाएँ करने की विधियों बत!पी पीं। 
हलतें की बहूत सो विधियों में उम् कोडि को सौलिकता दृष्टिगोंबर होती है। 

सुईजी प्रमोता ([.छढ (:ल्यग०09) (१८३०-१९०३) का उत्म गिर 
में हुआ था। वही के विधवविदालय में शिक्षा पात्र यह पहूते कमोता रौर ७॥ 
मिडम सें प्रारम्मिक गतित डा अस्यापद हो गया। वलाइबात्‌ बढ कसंश बॉलोनी 
और मिडन में उच्च फरामिति का प्रषष्यापक तिरक्‍्त हुआ | १८७३ में पद रोमब 
उल्च गणित का धराष्यापह हो दया और व? इसते पुद्द इ बीतियी किक स्दित 
हिदा। इसने आपला सारा बीदत उच्च दखित ही छिल्ला के मुपाद में छगः दि 
हुबने दरों को सगिटीद दरविष्टाओों सें अतेड़ ऑनियव अद्माटित हिंद । दसरी इ़ 
मे ब्रमिद बार बे कौर घत दू्टी (0८७८८ ५७४८७) पर हुआ है ६ 

दर्बजियों बेन्ट्रेनर (हशटथा30 सतायबका) (ह८३५-१९००) जा हाई 
दुआ चा। दैसते बरिपां में विनस्विः ([टिन्‍कटज) में शिक्षा । 











ज्िपामिति' पश्क 


१८६२ दक इसने इटली के रेलवे विभाग में नौकरी की। तत्इचात्‌ इसने 
अध्यापन का आरम्म किया और यह थोड़े योड़े वर्ष ऋमशः बोलोना, पिसा, रोम 
और पविया में प्राष्यापक रहा । इसके अन्तिम दित रोम में ही बीते । इसका विशेष 
कार्य अ-यूब्िलिडी ज्यामिति पर हुआ है जिसमें इसने रीमान ([सिटाआ9) और 
लौवाध्यूसकी (7,09श८८एछऑ:७) की प्रणाली को अपनाया है। यों तो इसने 
बहुत से अभिषत्र भौतिक विषयों पर मी लिखे है किन्तु इसकी प्रसिद्धि इसकी अति- 
परबलोप आकाद (7ए८००॥८ 592०८) सम्बन्धी कृति पर हुई है जो इसने 
१८६८ पें प्रकाशित को। 


जेकब स्टनर (]४८०७ $इपा।८०) (१७९६-१८६३) स्विट्जलेप्ड का एक 
गणित॑ज्ञ था ( १८ वर्ष की अदस्था में यह हँनरिच पेस्‍्टेलोजी ([प्रलभंधली एलड- 
]०श्स) या शिप्प हो गया। बुछ दिखों इसने हाइडेलवर्ग (0620८ ६) में शिक्षा 
पायी और तलश्चात्‌ यह बलिन (92८7॥0) चला गया। १८३४ में बछिन विश्व- 
विद्यालय में इसी के लिए ज्यामितिं की एक नयी गद्टी स्थापित की गयी । मृत्यु तक 
यह उसी पर नियुक्त रहा। 


जब से स्टेनर ज्यामिति की उबत गद्दी पर बैठा, उसने ज्यामिति पर गवेषणा पत्र 
लिसने आरम्म कर दिये। इसके अमिपत्र अधिवतर तेले जनंल ((.7०॥९ ][0४72) 
में प्रकाशित होते थे । इसने ज्यामिति पर उच्च कोटि के बई ग्रन्थ लिखे है । विन्‍्दु 
माला ( शाह ०६ एणा8 ) और रेखावडी (लातों ही पाल ) के 
भाव इसी ने दिये और उनमें एरेडो-संगतिं (00-0९ ८७एए०ऋणात॑लातए) 
स्थापित की। इसने विक्षेप्र ज्यासिति के मिद्ान्तों के प्रतिपादन में विश्लेषण से अन्ध 
_सफूति (॥रप्राप्त00) को अपिक महत्व दिया ॥ इसके अतिरिक्त इसने दत्षों और 
शिपात पुष्ठों के सिद्धान्त भा दिशास जिया 


जहा बही अनूक्डिडी ज्यामिति का उल्लेश आयेगा, जॉन बोलिये ([एौ॥ 
ए०)अ) शा माम छेना ही होगा। इसके ऐिता फ्ारंस बोलिये ((37]35 
0)) (१७०५५-१८५६) हंगरी के एक नगर में पथित दे शिक्षक थे। इत्हो 
यटियन में उस समय शिक्षा पायो थी जब दाउस भी वही पर जिदादों था। दोनों मे 
कभी दमो पराघार मी हुआ बरता दा। प्रररंस से यूकिदड का समान्रता अशाष्यो- 
पत्रम' (मील 005%73४८) सिद्ध करते का बहुत दिनों प्रयश्व विया और 
फिर भी हतरारें ने हुये । इस्होले बाउस को दो पत्र लिखे जिनमें स्शमित्रि को तर 





३०८ गणित का इतिहास 


पुस्तक की रूपरैया बनायी थी। उक्त पुस्तक में इस्होंने “तुल्य रूपों के स्थायी 
(एएच्ाशाला-८ तह हवुणध्ग॑दा। ]6फाे के सिद्धान्त का प्रतिपादन जिया या। 





चित्र ७५-स्टेनर ( १७९६-१८६३ ) 
[ छोदर पब्लिकेदंस, इन्क्गेरेंटेंड, स्पूॉ्क-१०, दी अनुश से, डी* सुश्छ इत दे 
बॉन्पाइज दिखी आँक मंथमेंटिक्स' (१.०५ डॉलर) से प्रत्युचाइित। ] 
जॉन बोलियें का जीवन काल १८०२-१८६० यथा। लड़कपत में ही इसे मी 
गूक्छिड के उपरिलिखित अवाध्योपक्रम पर माया पच्ची करने वा खब्त सवार हुआ | 
“१८२० में इसके पिठा ने इसे एक पत्र लिखा जिसका आशय यह था-- 





ज्ष्यामिति रण 


“तुम इस ब्यसन से दूर ही रही तो अच्छा है। यह तुम्हे चैन से बैठने नही देगा 
और खाना, पीना हराम कर देगा। तुम्हारा जीवन दूमर हो जायगा।/ 
जॉन ते उबंत अवाध्योपत्रम को एक स्वतन्त्र स्वयं सिद्धि मान लिया और यह उक्ति 
दी, कि यदि हम उक्त स्वयंसिद्धि के स्थान पर एक रूवी स्दयसिद्धि माने कि “किसी 
समठल के किसी बिन्दु के मध्येन ऐसो अनन्त रेखाएँ खीची जा सकती है जो एक 
दी हुई रेखा को म कार्दे” तो एक नथी ज्यामिति तैयार हो सकती है। जॉन ने अपने 
पिता की अग्रकाशित पुस्तक का मुदण कराया और उसके परिशिष्ट में अपने विचारों 
का प्रतिपादत किया । उद्तत परिशिप्ट में बोलिये ने इसका मी निर्देश किया है कि 
अतिपरवलीय आकाश में बृत्त के वर्गंण (00३0 एशण/८ ०६ धो तंप्ले८ ) की 
रचना किस प्रकार की होगी। 
जहाँ तक अ-यूक्लिडी ज्याभिति का सम्बन्ध है, जॉन बोलिये को अधिक श्रेय दिया 
जाय या लोवाच्यूस्की को, यह कहना कठिन है । 
निकोलाइ आइवानोविच लोवाच्यूस्को (४८० [एशा०शंटी [.00गथीटश- 
शत) (१७९३-१८५६) एक रूसी गणितज्ञ था। इसने काजाँ (2भ)) 
विष्वविद्यालय मे शिक्षा प्राप्त की और १८१२ में वहीं पर अध्यापक हो गया। 
१८२३ में यह प्राष्यापक हो गया और १८४६ में उसी स्थान पर रहा । लोवाच्यस्की 
उम गणितज्ञों में अग्रणी रहा है जिन्होंने यूकिछिडी आकाश के विरुद्ध खुला विद्रोह है। 
इसने अपने उक्त विचार सर्वश्रयम कारों में एक व्याख्यान (१८२६) में व्यकत किये थे। 
इसने समान्तरता अवाध्योपक्रम के स्थान पर यह सिद्धान्त प्रतिपादित किया घा-- 
“मात लीजिए कि विसी समतल मे एक ऋजु रेखा और एक विन्दु दिये हुए हे । 
श्रो समतल में उक्त बिन्दु के मध्येन जितनी रेखाएं खोचो झा सकती है, उन्हें हम 
दी हुई ऋणषु रेखा के विचार से दो वर्गों में वोट सकते हे--छेदक (#लः्ल्व्या) 
और अछेदक (परणावी॥४०5८८४॥४) । दोनों वर्गों की सीमा रेखाएँ उक्त ऋजु 
रैजा के समान्तर होंगी। इस प्रकार किसी दिन्दु से, किसी रेखा के समान्तर, एक मही 
दो ऋजु रेखाएं खीची जा सकती हे जो उससे अनन्त पर मिलतो हैं । अतः प्रत्येक 
ऋबु रेखा के दो विन्दु अनन्त पर होते हे ।” 
बोलिये और लोवाच्यूस्को दोतो का विचार था कि यूक्लिडी ज्यामिति उनकी 
साविक ज्यामिति को ही एक सीमा स्थिति है। दोनों यह भी कहते हे कि कसी भी 
छोटे से स्थान की ज्यामिति सर्देव यूक्लिडो होती हे और हमारों आँखें वास्तविकता 
मक नही पहुँच सवतीं, केवल उसकी एक झलक दे देतो हे । दोनो ने अपने गवेदणा- 
फल एक दूसरे से स्व॒तन्त्र रूप से निकाछे । छोवाच्यूस्क्री ने अपने सिद्धान्तों को पहले 





अध्याय ६ 
त्रिकोणमिति 
(१) धूप घड़ी 


आधुनिक गणित मे त्रिकोणमिति का मुख्य कर्म है त्रिमुजो की मुजाएँ और कोग 
सापना और उतके पारस्परिक सम्बन्ध उपकृब्य करता । किन्तु पूर्व ऐविहासिक 


न 


लाला 


ब््ा ध्ल्। 


5५ 


काल में विकोगमिति केइल ज्यौतिष की एक सहँवरी के झूप में उतन्न हुई थी। भारत 
में भी इसका आरम्भ इसी प्रवार हुआ था। प्राचीन समय में घड़ियों का तो आविप्कार 
हुआ नहीं था। किन्तु समय जानने वी सवको आवश्यकता पडती थी। इसके लिए 
एक घूप घड़ी ($0॥-0») बनायी जाती थी। सर्दे प्रथम तो उक्त उपकरण में 
केवल एक रूम्बमान शलाका होती थी जो एक समतल पर खडी होती थी । उक्त 
शलाका को उन्नताश, दग्ड अयवा कीछी (6707707) कहते थे। समय जानने के 
लिए देखते थे कि उक्त्र कीलो की छाया किस दिशा में पड रही है। और इस प्रकार वे 
लोग समय वा अनुमान लगा लिया करते थे । 

५ आइति में ला मा कौली है और छा मा उसकी छाया। ला मा की रूम्वाई तो 
स्थिर है, छा मा को रूम्बाई सूर्य की स्थिति के साथ घटती-ददतो रहती है। अतः 


भ११ बदित गग इतिहास 


कष्ट है हि छा मा की रम्याई ८ छा के मात पर निर्मर है। था यो कटिए हि 
अनुपात छा मा * सा छा पर निमर है। आदुनिक झब्झवरी में इस अनुगद को 
हुम कोरपरंग छा अयश सोगर (<ठ्प्प्पट्टलाए) छा रुदते हूँ। इस बात का सोई 
प्रमाध महों है तिदग अनुपाद का सोम अयबदा भाव हँसारे पुरखों के मत्विष्क में 
विधमान पा । 

धूप पड़ी का प्रयोग कैवछ मारत में ही सदी हुआ था । आायः समस्त आत्रीन देश 
इस प्रयोग बरते थे । मिल्न के अहमिस पेंपिरस का उल्ठेय हम एड खिछले अस्यार 
में कर चुके है । उक्त परस्य में सूचोस्तस्मों पर पाँच प्रस्‍त दिरे हुए हूँ। इत प्रलों में 
में चार में 'सेकत' शब्द का श्रयोग किया गया है। आहवि में हमते एक सम मूत्री* 
स्तवम्म बनाया है । विद्वानों वा अनुमान है हु 
कि सँबत से लेखक का तात्पयं अनुशत 
प्रामा: साला से है जिसे आधुनिक शब्दा 
बलीं में हम लोग' कोस्प मापाछा बहेंगे। 
हम अंकगणित के अध्याय में दता चुके हें 
कि उक्त मूचीस्तम्भ इस प्रकार बनायें 
जाते थे कि / पा लगमग अचर रहता का 
था। यह भी सम्भव है कि 'सेकत' वा 
सम्बन्ध / भा का छासे रहा हो। इस. चित्र ७७-घूप घड़ो के लिए समा" 
प्रकार यह सिद्ध हो गया कि अहमिस स्तम्म 
पपिरस के समय (ठगमग १५५० ई० पु०) में ही मिद्त में घूप घड़ी का प्रयोग 
आरम्म हो चुका था । 

मिछ्ध की सबसे प्राचीन धूप घड़ी इस 
भआाकार _ | को है जो वलिन के संग्रहालय 
में सुरक्षित है। यह १५५० ई० पू० के 
आसपास की है। इसकी क्षैतिज चुजा 
६ मार्गों में बाँटी गयी है जिस पर 
घंटे अंकित हैं | सबेरे से दोपहर तक 
इसकी प्रीठ पूर्व को ओर रहती थी, 
तोसरे पहर पर्चिम की ओर कर दो 
जाती थी। 


सा 


२ 





चित्र ७८-मिल्र को प्राचीन घूप घर. 
( इस्साइक्ल्ेप्रीडिया लिरटेंनिका से ) 


त्रिक्ोगमिति डे१३ 


हम एक पिछले परिच्छेद में चौन के चउ-पेइ का उल्लेख कर चुके है जिसका 
समय लूगमंग ११०० ई० पू० है। उचत ग्रन्थ में कई स्थानों पर समकोण त्रिमुज का 
अयोग किया गया है। उक्त त्रिमुज़ को सहायता से ऊँचाइयाँ और दूरियाँ निकाली 
जाती थी। अत. यह सम्मव है कि जिमुजों की मुजाओं के अनुपात का भी उन छोगो 
को बुछ ज्ञान रहा हो । उक्त पुस्तक में एक स्थान पर लिखा भी है कि “ज्ञान छाया से 
भाता है और छाया बीडी द्वारा उत्पन्न होती है।” इससे पता चलता है कि सम्मवतः 
चौनियों के पास भी उस जमाने में कोई धूप घड़ी थी । 
आरत पें घूप घड़ो वा आविष्कार चव हुआ यह चहना किन है। शुर्त्र सूत्रों में 
आई रथानों पर कोली का उल्लेख मिलता है। अतः यह मानेवा पड़ेगा कि ईसा से 
कई हजार वर्ष पहले ही हिन्दुओं ने किसी-न-विसी प्रकार की धूप घडी बता छी थी । 
भारत का प्राचीनतम ज्योतिषीय ग्रन्य यूयें सिदाल्त माना जाता है। पश्चिमो विद्वान 
तो इसका रघनता काछ ईसा के पश्चात्‌ का मानते हैं । उक्त ग्रन्थ में अधे-जीवाओं 
(प्र2(-७0४०7१95) फी सारणी दो गयी है जिससे पता चलछता है कि उस समय तक 
भारतीयों को त्रिकोशमितीय सम्बन्धी शा थोड़ा बहुत शान हो चुरा था। धूप घी 
का समय उससे कुछ पहले फा ही रहा होगा। इस प्ररार भी यह सिद्ध होता है कि 
भारत में धूप घड्टी का प्रयोग ईसा से पहले ही आरम्म हो चुका था। 
बादुल (वब्लित) पा एक माय चेंल्डिया (0॥23८45सल्दी) कहलाता था। 
ऊक्त प्रदेश शा एक ज्योतिषी बिरोसस (८0905) था जिसका जीवन बाल 
छगमय ३०० ई० पू० था। इसने एक घूप घड़ी बनायी थी जिसमें एक अपधंगोले के 
बेन्द्र पर एक वीला खड़ा किया गया था । भूय की किरणें पहले से वीले की छाया 
अपंयोले के अन्दर पहती थीं। अर्धयोले का ऊपरी वदिनारा शैतिज रखा जाता था। 
शोले बी छाया दिन मर में एक वृत्तीय चाप दना छेती थी। उक्त चाप को बारह मायों 
में बौटा गया था। इस प्रवार घेंल्डिया निवासियों को समय वा ज्ञान होता था। 
हेशोघेदस (घा८०००८४७) ने लिखा है कि यूनानियों ने पूप घड़ी गा ज्ञान 
बादुछ केः निवासियों से प्राप्प रिया था। यह सम्भव है रिन्‍नु जुछ समय १शचात्‌ 
यूनानियों ने रव्य बहुत मौलिक और जटिल घूप धड़ियाँ बनानी आरम्म बर दी । 
टोसेमी से अपने अत्पाजस्त में गई प्रकार को घर धट़ियो गो रचना-विधि दी है। 
इसमें बेवल शैतिज और ऊप्द (४८४८०) घहुियों गा हो उल्लेस है। दिन्तु 
एंपन्स (8७) में एक स्मारक वायु मोतार (क्‍0७ल ० ऐट ७णाएेड) 
है जिसमें बप्टनुज (05९०४) को आहति को एक घूप घददो बनी हुई है। दप्टमूज 
के आठ पलक पर आड़ घट्रनोर (072) बने हुए है, घार प्रभुष दिशाओं गो ओर 





३३१४ गणित का 


और दोष चार मध्यवर्ती दिशाओं की ओर । 
इससे पता चलता है कि ये लोग तिरछी 
घड़ियाँ दनाना मी जानते ये । 
रोम में सबसे पहली घृप घड़ो २९० ई० 
पू० में प्रस्थापित हुई थी किन्तु यह कदाचित्‌ 
विदेश से आयी थी। वास्तव में रोम में 
पहली धूप घड़ी १६४ ई० पू० में बनी थी । 
विद्र,वियस (फ्रप्रपशए७) ने १३ प्रकार 
की घष्डियों का वर्णन क्रिया है। इनमें 
सबसे रोचक हँम' (200) घड़ी थी जो 
मुवाह्य (207:25०) होती थी । संलग्न 
आकृति की घड़ी में नीचे की ओर महीने दिये 
हुए है। दायी ओर की उंगली को धुमाकर 
चालू मद्दीने वाली ऊर्घ्व रेखा पर ले आते हैं। 
घष्टे वाली टेढ्ी लग्रीरों पर छाया पहती 
है उसी से समय का पता चलता है। 
(१) शिकोणसितोय फलन 

हम ऊपर लिख चुके है कि घूप घड़ी 
का! आविष्कार सहस्नों वर्ध पट्ले कई देशों 
में हो चुका ा। अतः उनमें से विसी 
एक देश को श्रेय देता कटिन है । हिल्‍्वु 
इसमें सन्देह नहीं दि त्रिकोशमितोय 








फलनों में से तोन की स्पष्ट रुप से परि- मू 


भाषा सबसे पहले हिन्दुओं ने ही दी यो । 
मात कीजिए रि का पा एड बस 
गा भाष है जिसका केंद्र सू 
त्रिम्या ते है। 
था में विस्या मूं का पर याडा 
कझम्ब शालिएक 
हो क्या ढा प्राल्या सा, 
कोरेटिज्या का पाक्मूला 
और उल्कर-क्दा का पा-श का $ 


इतिहृरस 





223 कर ई० रो। 


( 5054/033%| जिटनिदा सै) 


मच! 


की 
व मं 
चा 
बित्र ८*-- 
कब धही ढे लिए विदोजमितीय बात 


जिकोगपरिति ३१५ 


यह त्रिकोणमितीय अनुपात दीक वही नही है जो आजकल उतत नामो से व्यक्त 
किये जाते है । एव मौलिक अन्तर यह है कि आधुनिक त्रिकोणमिति में अनुपातों का 
आधार कोण मू होता है जबकि उपरिलिखित परिमापाओ का आघार चाप का पा 
है। आधुनिक संवेतलिपि में उपरिलिखित परिभाषाएँ इस प्रक/र लिखी जायेंगी-- 
ज्या तक्षनपालाच्चतत ज्या क्ष, 
कोटिज्या तक्ष >मूछा--त कोडिश्या क्ष, 
उत्तरम-ज्या तक्ष5ला बात उत्तम-ज्या क्ष । 
किन्तु यदि हम बृत्त की त्रिज्या को इकाई मान लें तो इन परिमाषाओं और 
आधुनिक परिभाषाओं में कोई अन्तर नही रह जाता। 
ज्या--ज्या' का द्यब्दिक अर्थ है 'धतुष की डोरी।' ऊपर दिये हुए चित्र में 
पा ला को छा फा तक इस प्रकार बढाइएकि ला फा रूपा छो। इसी प्रकार चाप पा का 
को भी फा तक बढ़ा दीजिये तो पा फा चाप पा का फा वी जीवा हो गयी । यदि मू फा 
को भी जोड़ दें तो यह घनुष बाण की आहृति बन गयो। इसी लिए ४०८ का नाम 
"बाप! अधवा “घनु' पड़ा बयोकि चाप का अर्थ भी धनुष है। पा छा इस चाप की अर्घ- 
जीवा (/-ला०70) हुई। यदि दृत्त की त्िज्या १ हो तो यही अर्ध-जीवा ज्या क्ष 
(80८ ८क्ष) गा सान हो गधी। अतः उक्त अनुपात का सबसे प्राचीन नाम 'अर्घ- 
जीवा' ही है। समय के फेर से “अर्थ! उड़ गया और “जीवा' वा 'ज्या' बन गया। 
मुछ प्राचीन पुस्तकों में इसरा नाम “अ्धे-ज्या' अथवा 'कप-ज्या' (॥ञ0८६ 0८) 
भो आता है। 
सबसे पहले 'क्या' वा प्रयोग आयंमट्ट ने (लगमंग ५१० ई०) किया था। भारत 
में यह धब्द अरव यया जहाँ 'जीवा' के रूप में प्रचलित हो गया । कुछ समय पश्चातू 
“जीवा' का वितार 'जैब' में हो यया । अरदो में “जेव' का अर्थ 'वक्ष' है। जद के मोता 
कै घेराडों ने (लगमग ११५०) अरबी की पुस्तकों वा लेंटिन में अनुवाद दिया तो 
“जैब' के स्थान पर 'साइलस ($७0७) ' का प्रयोग बिया जिसरा छेटिन सें एव अर्च 
“बश' भी है। 
प्रद्मगुप्त ने ज्या के अर्थ में हो व्रमज्या' का प्रयोग रिया है। इसका यह नाम 
इसलिए रखा कि 'उत्तम-ज्या' (४लऊवतें ज्ञा८) से इसका अन्तर रपध्ट दिसाई 
पहे। बरवी में यही एग्द करज! के रुप में प्रचलित हो गया । अल रगारिजमो मे भी 
बरज' जा हो प्रयोग जिया है। इस शब्द के बई विजृत रुप भो प्रचरित हो गये-- 


जे रदग, करदज, ररकय, गरणग ॥ याझूबव इब्त तारीग (रूगमग ७३०) ने गरदज 
का इयोग डिया है। 
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कोटिज्या--'बोटि' का एक अर्थ तो 'समकोश विमुज की मुज्रा' है दिल दूसस 
अर्थ धनुष का यक्र सिर भो है। इस प्रकार 'कोटिल्या' का अय ९०९ के चापका 
समपूरक! पड़ गया। अतः विज्ोणमिति में 
बोटिज्या' का अर्थ हुआ 'समपूरक चाप गो 
ज्या'। अब संलग्ग आकृति पर विचार 
गौजिए । पाका का झमपूरक चाप पा के है। हल दा 
जब चाप पाका वी ज्यापालछा है तो चाप 
पा के की ज्या छे पा अर्थात्‌ मू छा हुई| इस 
प्रकार आधुनिक संकेतल्िपि में ८ क्ष 
की कोटिज्या मूछा हुई। इसका संक्षिप्त 
रूप कोज्या बन गया। पश्चिम में जब ज्या 
को साइन कहने रूग्रे तो 'कोज्या! का माम चित्र ८!-विकोणमितोय कोटिस्स 
आप से आप कोसाइन (0०५॥८) हो गया। यतः आरम्म में ज्यां वी साइतत 
कहते थे, अतः आरम्म में कोज्या का नाम कोसाइनस (00॥79) पड़ा । जब 
साइनस का संक्षेपण 'साइन में हो गया तब कोसाइनस का कोसाइन बन यया। 

उत्क्रम-ज्या--उत्कर्म' का अर्य है उल्टा । जब॑ ज्या' का पश्चिमी नाम चाल 
पड़ा तो 'उत्कम-ज्या! का नाम 'एट5८8 झंए८' पड़ना ही था। एक बात दिये 
रुप से ध्यान देने योग्य यह है कि अंग्रेजी में ४८४८० अंए0८ #/ का अरे है: (-- 
(०० 47, न कि 7-76 4/। जव इष्टरमीडियेट का विद्यार्यी तिकोणमिति वा 
अध्ययन आरम्म करता है तो शेप अनुपातो के नाम तो प्राइतिक दिखाई पढ़ते हैं शिव 
५८5८४ जंग्र० का अर्थ --(009४८! पढकर चकरा जाता है। परन्तु इस वामका 
कारण इसकी उत्तत्ति में ही निहित है। यह नाम उत्तम-ज्या का शामब्दिक बे 
बाद है। यदि उक्त फलछन का नाम भारतीय नाम से न लेकर स्वतन्त्र रूप से बताए 
गया होता तो इसका नाम ४८७८ते अंग्र० के बदले एटउल्वें ०059८ होता।._ 

| उक्त फलन को उत्कम-ज्या कहने का कारण यह है कि ऊपर दी हुई आइति रा 

यदि हम छा पा को दाहिनी ओर ९०९ के कोण पर घुमायें तो वह ला वा की सौर मै 
भा जायगी । अत: छा का को हम उल्टी पा छा! अयवा घूमी हुई पा छा कद 
हैं । अरब छेखकों ने इसौलिए इसको “घूमी हुई जीवा' कहा है। समय के प्रमाव हैं 
“उत्कम-ज्या' का संक्षिप्त रूप 'उज्ज्या' मो प्रचलित हो गया 4 

स्पज्या और कोस्पन्या--हिन्दुओं ने उपरिच्खित ठीव फछनो का तो शपप्ट ३४ 
से प्रयोग किया है। आयंम्ट्ट ने तो ज्या और उज्ज्या की सारणियाँ भी दी हैं। गिल 


प्र ज्ञा-क 
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शेष त्रिकोणमितीय अनुपातों का उन्होने स्पप्ट रूप से कोई उल्लेख नही किया है। 
सूर्य सिद्धान्त में ज्या/कोज्या के भजनफल का प्रयोग तो आया है किन्तु इसको कोई 
स्वतन्त्र माम नही दिया गया है। जब पश्चिमी गणितज्ञो ने वस्तुओ की छाया नाप कर 
ऊँचाइपाँ, गहराइयाँ और दूरियाँ निकाछझनी आरम्म की तद कीड़ी और छाया वी 
छप्बाइयो के सम्बन्ध में स्पज्या ([आएु०६) और कोस्पज्या (ए०प्ण8ुणा।) 
जी आवश्यकता पड़ी | यों सूर्य सिद्धात्त और अन्य हिन्दू ग्रन्थों में मी छाया व्यवहार' 
के प्रकरण विद्यमान है किन्तु उन्होंने इन दोनों अनुपातों का फलनो के रूप में प्रयोग 
नहीं किया। यूरोप में सर्द प्रथम थेल्स ने उक्त अनुपातों को फलनों का रूप दिया। 

जहाँ तक हमें पता है, छायाओ को सबसे पहली सारणी अरब के अलवत्तानी 
(लगमग ९२० ) ने बनायी जिसमें ९५९ तक की, एक एक अश के अन्तर से, कोस्पन्याए 
दी हुई है। स्पण्याओं को पहली सारणी अवुलनवफा ने (लगभग ९८०) बनायी डिसमें 
१५! के अन्तर से, कोणों को स्पज्याएं दी गयी है। 


डपुकोज्या और स्पजश्या--इन दोनो अनुपातों का विकास घोष फलनों के बहुत 
पीछे हुआ है। विश्चित रूप से इनका सब से पहला उल्लेस अबुछ बा बी इतियो 
में मिलता है किस्तु उसने मी इनको कोई विशिष्ट नाम नही दिये थे । १५ वी शताब्दी 
से व्युकोज्या ($८८००४) और ब्युम्या का उल्लेस भी सारणियों में होते छगा । 
इनके पूरे नाम व्युत्कम-कोटिज्या और ब्युत्त म-ज्या है। यों तो 'उत्तम' मौर '“ब्युत्वम' 
दोनो का अर्थ 'उस्टे ऋम वाला है रिन्‍तु प्रयोग में उत्रम '(प्रए८०७४०" 00 [२९८ए८७८ 
रे भें में आता है और ब्युलम [२८0॑/४०८४' के अर्थ में । ५ और छे एक दूसरे वे 
'सुत्तम' है। इससे रपप्ट है कि 

अ्युग्पों के जा ल्‍ ब्युशोग्या त्क्षज ॥ 

इन दोनो परनों को प्रथम सारणो शोपरतीकस ((०[८सांव्य४) के कित्य 
गहैटिबस ([र)॥2८४८०४) ने बनायी थी जो उसकी मृत्यु के पश्चात्‌ १५९६ में छपी । 

अब हम यहाँ समस्त विदोशमितीय फ लनो बे: नाम और सक्षिप्त्‌ रूप देते है--- 


50९ ज्या का ग्या 
(0ज्ं॥८ कोज्पा (5 बोज्‌ 
भाइलाए स्पत्पा फ्मिस्त 
(:०प्णहुलार कोस्पम्दा ०४ स्ोस्च 


5ल्‍्प्थया ब्युक्‍ोग्या $6८ ब्युशोजु 


१८ * गणित का इतिहाप्त 


(5 ०गा5 ब्युज्या (०5८८ ब्दुज्पा 
पितफवव $पाट-7--0०प्रघ८2.. उत्तम ज्यान१--कोर्या 
प्रतआ उनज्ज्पा 

(<०एलश्लवें. धा2०7--906.. उत्तोज्या+(-ज्वा 
(०ए्तञ्य उत्कोज्‌ 


(३) २०० ई० पू० से १००० ई० तर 

जुछ पास्चात्य विद्वानों का यह मत है कि विकोशमिति का आएस्म यूताती 
ज्यौविषी हिप्पाइंस (7/$7ाटलोफ़) से हुआ है जिसका जीवत काल गियर 
घवाब्दी ई० प० में माना जाता है। इसको अधिकांश हृतियाँ नष्ट हो घुतो है। होरो 
शो जीवाओ पर ही इसने १२ ग्रस्थ लिसे जिनमें से एक भी प्राप्य नहीं है। स्पौतिए 
में तो इसका कार्य बहुत महत्वपूर्ण हुआ है। इसने भूमण्डल पर हिसी इस्तु की रिपी 
विश्चित करने के लिए अक्षाय ([.वधप्0८) और देशान्तर (छाह४०८) हो 
प्रदति अपनायों॥ इसके अतिरित्रत इसने १००० से अधिक तारों गो गूवीय 
तैदार रिया। गोजोप विज्ञेप (5लल्‍्०ट्टामॉमंट (परुत्त्य॑ंणा) का बमशाण 
बास्वव में यही या यथवि कुछ छोग गछतो हे टोडेमी को रमशते है। उस्त शिए 
मे दिए इसने उत्तरों छरुव को की और विषुवत्‌ वृत्त के समत को आपार माता थ। 

इसमें सन्देद नहीं हि ट्प्यारस को यह सूत्र 

शेया! का+कोज्‌'का 5 १ 

हात था। हिसी विमुज के निर्धारश के दिए द्विप्पारंस इस आपार से घटाया दी हु 
विमुश एड बल में अ्वलिखित (४5८75) है। इगे प्रदार विमुज जी मरा 
एश बत को जीदाएँ बन झती थी । और ठद विज्या के पद्दो में सतह मात विश 
छाता था। बुछ इतिहासजों का मत है हि हित विस्नदिशित दूत हैं हैं 
दरशिवित थो-+ 

सदा! (का + सा) 5 ज्या का कोश ला कोट शा उटा शा, 

डोज (का > हटा) >बोज्‌ व शोक शा) झया का गया शा, 


दे वसि क्सग 
हिसी विदुश को परििकिखा का - ८ ५, * 








हिल्टू इड झुघर हरे पुष्टि कर बे ठिविचत ब्रमगण अबी दह नही लि है। 
इजेसशिरः $ दटन (०) ने बीबत बाड़ है सिम में 6 
दहला नििबद का बनती ड़ हाल है हि इक मुस्व ढाय १२००-१० ११९ बंदर! 
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इसी विशेष शि श्दाशिति और दानिरशी में दी। इपने बई पृरतक दिती है । 
विकोशमिति है दियाए से इसरी सगे रहस्‍्वपूर्ध पूरतर पेड़िया (॥८७॥:८७) है। 
चरबत पद में इसने दिम्रिपर हझरमित्रोर आहतियों के क्ोपररन हे पृष दिये हैं 
फैदे वदिमृण, घतुर्नुश, धरम बटुसुश, बल भौर होपपृत । इगहे अधिरिश डगप 
पुरा में टोंगो हे साड ओर आदापत हे गूरों दा भी दिरेदन है। जिसुर दे संबर्प 
में हूँ रात बा सरते सूरशपूणे खत या है जिसरी उसने रशामितीय उदपपापत्ति ही है+ 

शि विशी विदुज दो सुजाएँ व, ल, य हो, और हम अर्पपरि सात ६ (९ + राग) 
को रे से निशदित बरेंतो 

8४४ भें (म-१)श-ल) (म-२) । 

दंत भा एश प्र्ष भू सइशषण पर भी है। 

हेहग्शच्युश मे भेनोशोर (ऐलाटोउ05) का रिपति काश १०० ई० थे 
आस दास था। इसने ६ भाों में जीराभी घर एक पुस्तक लिरी जो अब एु्त ही 
चरी है। उपतर प्रन्प बे अपि- 
बांश में तो गोहीय शिरोश- 
मि्ति के दिपय हैं विश्तु छिर 
भऔ उससे श्या्भिति और सम- 
सझ विशेशमिदि पर मी 
अदूत पुछ है। इसहे दो प्रभेष 
सो प्रसिद हो गये है-एक 
सपत प्रिमुओों पर, दूसरा 
गोलीय तिमुजों पर । समदल 
विमुझों सस्वत्पी इसडा प्रमेप 
इस प्रतार है +- बित्र ८२-मेंतिरतार्ध का समतल त़िभुम प्रमेष । 

यदि किसी विभृज हा था गा बी तीनों मुशाओं को कोई ऋणु रेथा था, फा, वा 
पर बादे तो 

व याता ाता 
बाला दाग फाशा 7 





यह प्रमेय आजकरछ 'मेंदीस्ोंड वी प्रमेयिदा' ([.८य79) बहुछाता है। बानों 
ने, जिसका उस्लेख हम एक पिछले अध्याय में बर घुके हैं, शी साध्य को अपनी 
“विरयप्रेसा सिद्धान्त! (ग]००7५ ० पक्शाउर्लउओ) गा आधार बनाया था। 


३२० सणित्र का इतिहास 


एडेंसेशिया का टोलेमी (?:०टवा9) एक ज्यौतियी, गणित और गूपोलत् 
था। इसका मुरुष कार्य १५० ई० के रूगमग हुआ या। इसने चालीस वर्ष दरावर 
ज्यौतिष की सेवा वी और कदाचित्‌ ७८ वर्ष की आयु में स्वरवासी हुआ। सर्दी 
इसकी प्रमुख इचि ज्यौतिष में थी, तथापि इसने प्रिकोशमित्ति की नीव पुष्ट करने में 
मी बहुत सहयोग दिया है। इसने जोवाओं की एक सारणी बनायो जिसका उत 
दिनों उतना हो महृत्त्व्या जितना आजकल ज्या सारणो का है। टोडेमी का विकोग- 
मिति के सिद्धान्तों का प्रतिपादन इतना परिपक्व रहा है कि उसने १४०० वर्ष तक 
गणितज्ञों का मार्ग प्रदर्शन किया है। इसकी सबसे प्रसिद्ध पुस्तक आजकल अल्याू 
जस्त' के नाम से प्रसिद्ध है। इस नाम का भी एक इतिहास है। प्रत्थ का मौलिक 
नाम 'सिम्टैक्सिस' (5,755) था जिसका अर्थ है गणितीय संग्रह। यूतानियों 
ने तुरन्त उसके गुण को पहिचाना और अन्य संग्रहों से मेद करने के लिए उसकी वान 
“महात्‌ संग्रह” रख दिया। जब पुस्तक अरब पहुँची तो अरबों ने उसका इतना बादर 
किया कि उसका नाम 'अल-मजिस्ती' (मद्ृत्तम) प्रचलित कर दिया । उत जि 
अरबों का यूतानियों पर कितना प्रमाव था, यह इसी बात से जाता जा सकता है कि 
ग्रन्थ का यह उपनाम 'अल्माजस्त' इतना प्रसिद्ध हुआ कि उसका मौलिक ताम बिस्मूति 
के गर्म में समा गया। 
अल्माजस्त में १९ की जीवा का मान .०१७२६८ दिया है! उस समय के हिए 
यह मान श्रेयस्कर है क्योकि शुद्ध मान .०१७४५३ है। उसी पुस्तक में हवा मत 
३.१४१६६ दिया गया है। टोलेमी का एक प्रमेय प्रसिद्ध हो यया है जिसे 'दौतेमो 
प्रभेण! कहते है ! हम इस प्रमेय का उल्लेख पिछले अध्याय में 'ब्रह्मग॒प्त' के अत्तरत 
कर चुके हैं! इसी प्रमेय की सहायता से ज्या (का सा) और कोजू (काका) 
के सूत्र निकल आते है । पु 
सूर्य सिद्धान्त प 
इतिहासन्ञों में इस बात पर मतमेद है कि आधुनिक सूर्य सिद्धात्त प्राचीव गये 
सिद्धान्त का ही संशोयित रूप है अथवा ये दोनों ग्रन्थ एक दूसरे से भिन्न है। वर: 
मिहिर का उल्लेख हम अन्यत्र करेंगे। इन्होने अपनी “ंचसिद्धास्तिका' में पाँच 
सिद्धा्तों का सार दिया है, जिनमें एक सूर्य सिद्धान्त मी है।॥ जो छ्षूर्य सिद्धान्त आजर 
प्राष्य है, उसमें और वराहमिहिर के सूर्य सिद्धान्त में कुछ बातों में अलवर दिलाई 
पड़ता है। इसी बिता पर कुछ छोगों का विचार है कि उक्त दोनों ग्रत्थ अछग बह 


समय में अछग अलग छेखको द्वारा लिखें गये हैं! अल्वेखती का विचार है कि गे 


जिकोणमिति भर 


सिद्धान्त के रचयिता छाटदेव थे किन्तु इस बात में विशेष तथ्य दिखाई नही देता । 
वराहमिहिर ने रोमक और पौलिश सिद्धान्तों के विपय में लिखा है कि ये छाटदेत्र 
द्वारा विरचित थे। यदि उनको यह पता होता अथवा उनके समय में यह बात प्रचलित 
हो गयी होती कि मूर्य सिद्धान्द के रदयिता भी छाटदेव ही थे तो अवश्य ही उन्होने 
अपनी पचसिद्धान्तिका में ऐसा लिख दिया होता । 
भारत में प्राचीन समय में यह परिप्राटी थी कि प्राय: छेखक अपना नाम गुप्त 
रखते थे और अपनी पुस्तक को दैव-वाणी बताते थे। ददाचित्‌ इसी कारण सूर्य सिद्धान्त 
के छेखक ने मी अपना नाम गुप्त रखा हो । जो वुछ ग्रन्थ में लेखक के विषय में दिया 
हुआ है, उससे वास्तविकता का बिलुल पता नहीं चलता । हम यहाँ ग्रन्थ के इलोक 
२-६ उद्धृत करते है । इनका अर्थ हम विज्ञान परिषद्‌, प्रयाग द्वारा प्रकाशित सूर्य 
सिद्धान्त के 'विज्ञान भाष्य तथा मूल से देते है -- 
अल्पावशिप्टे तु इृते मयनामा महासुरः॥ 
रहस्य परम पुष्य जिज्ञासुर्जञानमुत्तमम्‌ ॥२॥ 
वेदागमग्रयमखिल ज्योतिपां गतिवारणम्‌ । 
आराघयन्‌ विवस्वन्त॑ तपस्तेपे सुदुश्चरम्‌॥३॥ 
तोषितस्तपसा तेन. प्रीतस्तस्मे वराधिने । 
प्रहाणा चरितं प्रादान्‌ू मयाय सविता स्वयम्‌॥४॥ 
विदितस्ते मया मावस्तोषितस्तपसा हाहम्‌ । 
द्यां कालाश्रयं ज्ञान प्रहाणा चरितम्‌ महत्‌ ॥५॥ 
न मे तेज.सहः कश्चिदास्यातुं नास्ति में क्षण: । 
मंदशः पुस्षोष्यं ते निश्येपे:ः क थयिष्यति ॥६॥ 
इत्युवत्वाउत्तर्दघे देव” समोदिश्याशमात्मनः ॥ 
स्‌ पुमान्‌ मयमाहेदं प्रणतः प्राऊ्जलिस्थितम्‌ ॥७॥ 
श्णुप्वैकमना: पूर्व यदुक्‍त ज्ञानमुत्तमम्‌ । 
गुगे युगे महर्षोणा स्वयमेद विवस्ववा॥८॥ 
क्षास्त्रमाद्य॑_ तदेवेद॑ यत्यूब' प्राह भास्कर: | 
युयानां परिवर्तेत कालमेदोउत्र केबलम्‌॥९॥ 








अर्थ--सत्ययुग के कुछ शेप रहने पर मय नामक महासुर ने सब वेदांगों मे श्रेष्ठ, 
सारे ज्योतिष्क पिंडो की गठियों का कारण बताते वाले, परम पवित्र और रहस्यमय 


उत्तम ज्ञान को जानने की इच्छा से कठिन तप करके सूर्य भगवान्‌ वी आराधना की ॥२॥ 
रे 


डर२ गयिद का इतिहास 


उसकी तरस से संतुष्ट और प्रसन्न होकर सूर्य मगदान्‌ ने स्वयं वर बाले गे 

भय को ग्रहों के चरित अर्थात्‌ ज्योतिष झञास्त्र का उपदेश दिया। 

मगवान्‌ सूर्य ने कहा कि तेरा भाव मुझे विदित हो गया है और तेरे ठप है ें 
बहुद संतुष्ट हैं; में तुझे ग्रहों के महान्‌ चरित का उपदेश करता हूँ, जिससे समय का 
ठोक ठीक ज्ञान हो सकता है; परन्तु मेरे तेज को कोई सह नहीं सता और कगेय 
देने के लिए मुझे समय भी नहीं है। इसलिए यह पुरुष, जो मेरा अंध है, तुगे मरे 
अति उपदेश देगा॥५-६॥ 

इतना कहकर सूर्य मगवान्‌ अंतर्थोन हो गये, और सूर्याश पुरप ते, बरैशपुता५ 
मय से, जो विनीत माव से शुके हुए और हाप जोहे हुए थे, कहा--एराइदित होहए 
यह उत्तम क्षात सुनो, झिसे भगवान्‌ सूप ने स्वयं रामप समय पर महपियों में कही शा। 
भगवान्‌ सूरे में पहले जिस शास्त्र गा उपदेश दिया था वही आदि शास्त्र यह है; पूगोडे 
परिवर्तन में केवल काल में गुछ मेद पद गया है ॥३-५॥ 

गूरँं मिद्धास्त के 'रपध्टापियार' नामक अध्याय ने (५९वें और वें शहोएं है 
७राएँ निशादले की विधि बवायी गयी है। 

राशिलिप्ताध्टमो भाग' श्रषमं ज्याधंमुच्यते । 

तलदिमकत रम्पोनमिध्रित॑ तद दिवीयव्रम ॥0५॥ 

आदेतेव कमान पिश्दास्मक्ता रब्पोनंयुता ॥ 
खहझाे स्पुगघतुकि्धग्स्रा्थपिश्शाः अमादमी ॥!६॥ हु 

क्याओं का मरते विडाछने ढे दिए दिल गशितत एड चरण के २४ माय इऐोव। 
इस प्रडार एड गाय ३१ ४५ का दया जिससे २२५ होते है। उफ़ते होश हो राग ड़ 
को ये होर २२५ ही मानते थे। यह पहदी उा कहदागी थी । 

दूससे एश दिध्ालने लिए बह दी ए्ग को उसी में माग देडर ररिए (० 
जण में मे बशाइर, दिर पहली गग जोड़ हो, या यो कि! हि पी रा 
में से १ घटा दो 
डुयरी #रा+>२०२२६४-१०४४९, 














१ 





अत्य शोई मो झूय टिडाहते के दिए बददे उसे दद दी श्या मे शग कि 

ऋजबहुद हो 2क्ड एया में झे घटा दो । धघटाप को उक्ट शेप और उनसे हिट ए हे है 
पं यह दो, अं रे या 

अतहर में घोह ही, सो अर ने मरा वप्क डा जपगरी ॥ इसी बहार ऑरया र 
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जिकोणमिति इ्र्३े 


उपर्युक्त मापा में बड़े उल्झ्ट हैं। आधुनिक सकेतलिपि में हम उबत सूच्र को इस 
प्रकार लिखेगे-- 


ज्या (स+१) अ 55 (ज्या स अ>ज्या (स-१) ज) 


ज्यासभ 


कंज्या स अ> 
जिसमें अजू३९४५” और सर, २, ३े»--- 





अर्थात्‌ ज्या (स+१) अ>ज्या (स--१) अ+ नस ज्यास भ। 
इस परिकलन मे पृथ्वी की तिज्या ३४३८ मानी गयी है। 
उपरिलिखित चूत्र कहाँ से प्राप्त हुआ ? इसकी कोई उपपत्ति सूय॑ सिद्धान्त में 
नही दी गयी है। किन्तु हम उपपत्ति का अनुमान लगा सकते हैं। हमें प्राप्त है 
ज्यॉ(प+फ) तक (ज्या प कोजू फ+कोजू पज्या फ), 
जिसमें तर हमने त्रिज्या के लिए रखा है। 
«४ ज्या (६+फ)-ज्या प 
_१्‌ 
त्र 
और ज्या प-ज्या (प-फ) 


(कोज्‌ प छया फ-ज्या प्‌ उज्ज्या फ) 


वन ्यि (ज्या प उज्ज्या फ + कोज्‌ पज्या फो 


पा ज्या जज्ज्या 

. ज्या (प+फ)-+ज्या पज ज्यां प-ज्या ((-फ) “डर “7 
ज्या १ 

ऋज्या प-ज्या (प-फ)-ज्या प (है) न 


यहाँ तक तो यह यूत्र सर्वया शुद्ध है। अब इसके आगे सूर्य सिद्धान्त के रचयिता 
निषद भान निकालते के लिए निम्नलिखित प्रसर का आश्रय छेते हे-- 
( र्ण्याई )- [ न्क्न रर५ ) 
तर) ज )+ (कल 
१ 
अछगमा सुर 
अब उपरिकिसित सूत्र में प"स अ, फ>अ रखने से हमें अमीप्ट मूत्र प्राप्त हो 
छाता है+- 


द्र्४ गचित का इतिहास 


ज्या (म३१) अलम्या ग अ+ (ज्यास अ-ज्या (-१) भ) 
शत -ज्ग सअ पर 


रु 

इस अन्तिम सूत्र में ज्या दा वदी अर है जो आधुनिक जिशेशमिति में 5ए£ व 
होता है। विन्‍नु ऊपर दिये हुए प्रमर में ज्या वा प्राचोन अर्य है । हम इस बब्याय 
आरम्म में बता चुके हैं कि ज्या और 57८ में क्या सम्बन्ध है । 

आधुनिक परिकलन से इस मूत्र में बेब इतना अन्तर पटता है कि अत्तिम मेज 
२२५ के स्थान पर २३३.५०६ लिया जाता है ब्योंकि 








टरि स्यान् ) (२ ज्या १९५२९ ३०) '०.००४२८२५५७ खत 
अतः ज्याओं के मान में बहुत थोड़ा अन्तर पड़ पाठा है। व्यावहारिक दृष्टि से 
भूय॑ सिद्धान्त के दिये हुए मान प्रायः ठीक है-- 
अब हम भूयंमिद्धान्त के स्प्टाधिकार' के इलोक १७-२७ देते हैं जिनमें प्वा 
सारणी के आँकड़े दिये हुए हैँ । तत्पश्चात्‌ हम चौबीस ज्याओं की सारणी भी द्ंगेडों 
हमने विज्ञान भाष्य' से उद्धृत की है-- * 
तत्त्वाश्विनोउद्भधाव्यशता. र्पमूमिधरतंव: ॥ 
खाद्भाप्टो पण्चशून्यशा वाणस्पगुणन्दवः ॥१७॥ 
शून्यलोचनपस्चैकारिच्टदररूपमुतीत्दव: । 
वियच्चन्द्रातिवृतयों. गुघरम्धघाम्वराशिन:॥हैदा 
मुनिषपद्यमनेत्राणि अद्धाम्तिहतदखकाः ! 
पण्चाप्टविषयाक्षीणि कुज्जराशिनगादिवनः ॥१९॥ 
रन्घपण्चाप्टकयमा वस्वदू छुयमास्तवा । 
कृताष्टशून्यज्वछना नगादिशप्िव्लय:ः रशा 
पद्पडचछोचन. गुणाइचद्धनेत्राम्ति वह्चयः । 
यमाद्रिवहिज्वलना रम्घघूल्याण॑वाग्तय: ॥२ ह॥ 
हूपाम्तिसागरगुणा वस्वस्निशतवह्तयः । 
प्रोमयोत्कमेणव्याता्धोदुत्कम ज्यार्थपिष्डकार.. ॥रेशा 
मुनयो रन्घ्यमठा रसपट्का मुनीझराः । हु 
इधप्टैवा रूपपड्दस्ता:ः सागरायंदताझना:॥र३॥ 
खतुवेदा सवाधुर्या दिद्वनयास्प्यथंजुक्जराः । 
नग्रास्वरवियच्चद्धा ख्पमूपरशदुरा: धरा 
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शराणंवहुताशंका. मुजज्जाक्षि. शरेन्ददः । 

नवरूपमही धेका ग्रजैकाडूनिशाकरा: ॥रेपा 
गुणाश्विरूपनेत्राणि पावकस्निगुणाश्विनः । 
वस्वर्णवर्थयमलास्तुरज्र्तुनगाश्विनः 0२६॥ 

नवाष्टववर्नेत्राणि प्रावदकयमास्तय । 

गजालिसागरगुणा. उत्करमज्याधंपिण्डका: हरणा 


सूर्य सिद्धान्त की ज्या सारणो 
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३२६ गधित का इतिहास 
आयंमट्ट 
आर्य॑मट्ट को आयंमरटीय का उत्देश हम पिछले अध्यायों में रूर चुड़े है । उस 
पुरतत में आयंमट्ट ने ज्या सारणी बनाने के दो नियम दिये हैं जिनमें से एक वो श्र 
यहीं है जो सूर्य सिद्धान्त में दिया हुआ है विन्‍्दु आउंमट्ट ने उसे दुसत रूप दे दिया है 
“पहली ज्या म से, उसरो उसी से माग देकर घटा दो। इस प्रझर सालेत 
ज्याओं बड़ दुमरा अन्तर प्राप्त होगा । कोई सा मी अन्तर निझलते के लिए रे 
पिछले समस्त अन्तरों के जोड़ को पहली ज्या से भाग देकर, उससे पिछले बलर ने 
से घटा दो। इस प्रकार सारे बन्तर प्राप्त हो जायेंगे ।7 
इन वियमों का प्रमाण आयंमटीय॑ के गीतिक्ापाद' का १० वाँ इ्दोझ है-< 
मखसि भसि फलि धसि घसि मस्ति इसि हस्क त्वक्ि किप्म शूपकि किखे 7 
घ्लकि किग्र हवय घाहय स्त सूग इक डूब लक प्ठ फ छ कठापेज्यार/ [था 
त 


मान छीजिए कि सारणिक ज्याओं के बन्तर कमयः अ,, मछ बैल 

हूं। तो उपस्लिखित सूत्र के अनुसार, प्रत्येक ३९ ४५ की घृद्धि के छिए 
ब(तब,+-००-०- “मल 

अक्तध+ बक्षण ब्यावग्रप 

किन्तु ज्याओं के जो मात इन सूत्रों से आते है, आयंसट्ट ने ठीक वहीं मात की 
सारणी में नहीं दिये हैं वरन्‌ अगले बयवा पिछहे पूर्णाक में उन्हें परिणत कर दिया हैं। 
यह सम्भव है कि आयंमट्ट मे उपरिलिखित सूत्र से उनका निकट माने निजाझआ हो बोर 
फिट ज्ञात कोणों (३०९, ४५", ६०९) की ज्याओं से उतकी तुछता करके उन 
संय्योघन कर दिया हो। हम यहाँ बार्यंमट्ट की ज्या सारणी के साय साथ ज्याओं ई 
आधुनिक मान भी देते हें। यह सारणी हमने इस लेख से प्राप्त की है-- 

2. कप, 5छष्टा) : सरपंच प्॒श्न॑ड्णागमव्प-सि०८ फैगागस कम 
$02०., पटए 35व्घंट 4 (7939) 77-92. 
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वराह मिहिर 
बराह मिहिए एक भारतीय ज्यौतिषी थे। इनका जीवन काछ निश्चित रूप से 
मही बताया जा सकता किन्तु इन्होंवे अपनी प्रत्थ रचना पाँचवीं शताब्दी में की, इसमें 
सन्देह नहीं है। इनकी पृत्यु के सम्दन्ध में एक वाद्य प्रचलित है-- 


नवाधिक पंचशत संख्य झाके 
बराह मिद्दिराचार्यों दिये गत ॥ 


डेर८ यथित का इतिहास 


सघापो 
पं 


यह पता नही कि यह उक्त्ति द्राह्मस्फुट सिद्धान्त के टोकावार पृवूरद सा 
की है अथवा आमराज की । इस वाक्य के अनुसार वराह मिहिर हो मूथ्ु झप्स 
५८८ ई० (शाके ५०९) में टहरती है। और उक्त ज्योठिषी का सबसे शरिखि 
ग्रन्थ 'पंचसिद्धान्तिका' ५०६ ई० में लिखा गया था, ऐसा अनुमात उक्त पुलः 
के पाठ से ही लगता है। अतः बराह मिहिर का जन्म ४८६ के परचात्‌ गा नही हो 
सता क्योकि साघारणतया कोई छेखक २० वर्ष की अवस्था से पहले अपनी हेवरो 
नहीं उठाता। 
वराह मिहिर अवन्ती (उम्जयिनी ) के निवासी थे। इसके पिता को नाम अपिय- 
दास था और इन्होंने अपनो अधिकाश शिक्षा उन्ही से प्राप्त की। इन्होने गधित रे 
अतिरिक्त यात्रा, विवाह, संहिता आदि दिपयों पर भो ग्रन्य छिसे है। रचतां रात डे 
अनुसार इनझे ग्रन्य इस प्रकार ह- 
प्रंचसिद्धान्तिक्ा, विवाहपटल, बृहस्जातक, खूघुजातक, यात्रा, बुहसंहिती । 


उपरिशिखित प्रस्पों में मे विवाह और यात्रा सम्बन्धी ब्रस्यों को छोड रए 
शेष समस्त प्रस्थ उपलब्ध हैं । 

वयह मिहिर ने भी ३* ४५” के अखर से विमिन्न कोणों की एक रश सारती 
दी है डिन्तु इन्होने गोले की विज्या को ६० माना है| ज्याओं का मात निरवते है 
डिए इस्टोने इस सूत्र का प्रयोग किया है-- 

ञ्र |3अउन कल्प 
स्गया ला र्भं औउरस्पा आ। 

हरख एक मारतीय म्यौतिपों थे जिनेदा ओवन झाछ ६०० 
खाता जाता है। इन्होंने ६९८ ई में एक पथ धोवदिदवत्त! लिया जिसमें रगार्जीए 
उरम्य सारधिईाँ दी देरी है। इ्होले गोदे की विस्या को सूर्य सिदाल की शी 
३४३८ माना है। इसड़े अतिरितत दुह् अत्य रगा सारणों भी दी है डिय्ये दिशा 
१५० मानी गो है। 

मारधियएों के सम्बन्ध में दो हर्द वकय“त डे विषय में मो कदये है। 

इतहों हटियो का दस्टेख दिछिदे रई अध्वापों में हो चरा है। शहर मोह 
केश भारत्षों दी है रकम विस्श ३२३० मो है। क्या झा माम जिडालते में ६47 
दस शुतर का को बपोर हिया है 


आइए ४) नल 





# हे आमप् 
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सन्‌ ९५० के लूगमग एक मारतीय ज्यौतिषी (द्वितीय) आयंमट्ट हुए है। इन्होंने 

भी एक आय सिद्धान्त लिखा है, जिसकी एक भ्रति पूना के डकन कालिज मे सुरक्षित 

है। इस पुस्तक का उल्लेख हम अंकगणित के अध्याय में कर चुके हे। वही पर 

हम यह मी बह चुके हें कि 'अलबेरूनी ने जिन दो आयंमट्टों का उल्लेख किया है, वह 

बस्तुतः एक ही व्यवित थे।' अलवेखूनी का अभिप्राय इन दूसरे आयंमट्ट से हो ही नही 

सकता था क्योकि जो बातें अलवेझनी ने लिखी है, द्वितीय आयंमट्ट पर विलकुछ भी 

लागू नहीं हे। यदि यह मार मी लिया जाय कि द्वितीय आर्य मट्ट मो अलबेरूती से पहले 

* हुए थे तो भी यह स्पष्ट है कि इनका आय सिद्धान्त अलबेरूनी ने देखा ही नही था। 

इनके आय॑ सिद्धान्त में अंकगणित, दीजगणित, ज्यामिति और गोछा--समी विषयों 
का समावेश है। इन्होने इस सूत्र 


ज्पा | (डं ्ऊप ) जि ऊंज्या प) 
भी सहायता से ज्या सारणी बनायी है जो सूर्य सिद्धान्त को सारणी से अभिन्न है। 
अरब 


उघर अरब देश मी त्रिकोणमिति की ओर जागरूक हो चुका था। अल्वार्ट जिनस 
उक्त देश का एक प्रसिद्ध ज्यौतिषी हुआ है। इसका पूरा नाम मुहम्मद विन जाबिर 
अछवबतानी था और जीवन वाल छगमय ८५०-९२९ । इसने स्वय वहुत से ज्यौतिपीय 
अवलोवन किये और टोछेमी के दिये हुए मानो का शोघन किया। इसरो ने अपने देश में 
ज्याओ और स्पज्याओं का प्रयोग आरम्म विया था| इसने ज्यौदिष पर एक प्रन्थ 
लिणा जिंसडी पाण्डुलिपि आजतक रोम में सुरक्षित है! 

अबुल दफा (९४०-९९८ ) को सारणियों शा उल्लेख हम ऊपर कर चुके है । 
इसने यूलान की गणितीय पुस्तकों के अनुवाद किये और डायफ॑ण्टस पर एक टीका 
डिखी किल्‍्तु ये सब इतियाँ छुप्त हो चुत हैं । इसके द्वारा अत्माजस्त वा बड़ा 
प्रचार हुआ। इसकी ज्यामितीय रचनाओं (6०णालफंन्‍्गे (0छपरण८४णा5) 
वो एर पुस्तक अव मी प्राप्य है जिसमें १२ अध्याय है, बिन्‍्तु वह इसने हवय नहीं 
लिसी। यह इसके एक शिष्य ने इसके ब्याख्यानों के आधार पर लिखो है। इसने 
विशोणमिति के प्रमेयो को व्यवस्थित रुप में प्रस्तुत दिया । बह सवते है कि विकोघ- 
फिति को एक स्ववन्त्र विषय जा रूप देना इसी नए बाम था। इसने ये सूत्र मो सिद 
दिये थे -- 


३३० गणित का इतिहाय 
>-होजु ध-२ श्ग पी 
शाह 
उप्ा हज २ जया कोर यु 
(४) १००० इं० से १७०० ईं० तक 
भारत 


भास्कर 


भास्कराघाय की ज्यौतिष सम्बन्धी पुस्तक सिद्धान्त शिरोमणि है शिसके मृस 
सण्ड चार है--छीछावतो, बीजगदित, गणिताप्याय और गोदाष्याय। इततें मे 
प्रथम दोनों सण्डों ने तो अब स्ववस्त्र पुस्तकों का रुप घारध कर लिया है। इन दोतों 
का उल्ठेस हम ययास्थान कर चुके हैं । अब “सिद्धान्त शिरोमग्रि! से अधिकतर 
हैसकों का तात्ययें तीसरे और घौये खण्डो से ही होता है। 

सिद्धान्त शिरोमणि! की आजतक अनेक टीकाएँ छप चुकी हैं। आंत हे 
टीकाकार परमादीश्वर ने एक पुस्तक “सिद्धान्त दीपिका भास्कर के ग्न्यों पर 
डिखी है। एक अन्य प्रसिद्ध टीका है शानराज के पुत्र 'गूयंदास' की लिखी हुई जिया 
नाम 'पूर्य प्रकाश' है। गोलाघ्याय कः अंग्रेजी अनुदाद बापू देव शास्त्री ने सत्‌ ८४ 
में 'विश्लियोधिका इण्डिका” में छपवाया था। 

“सिद्धान्त क्‍झिरोमणि' का एक अध्याय यन्त्रों पर है। इसमें एक स्वचल (070 
ग्ाआ०) का भी उल्लेख है जिसमें आचार्य महोदय के अनुसार चिरस्पायी गति 
(?८ए०पए॒थे 2४०४०) प्राप्त हो सकती है। उक्त यन्त्र का वर्णन इस अर 
है। 'छकड़ी का एक पहिया वना कर उसमें समान दूरियों पर आरे छगाओं । 
सीधे नहीं वरन्‌ एक ओर झुके हुए हों और अन्दर से पोले हो। उनके एक ओर सतत 
आकार के छेद बने हों। इन छेदो में पारा डालकर छेंदों को आधा भर दो और छश 
का मुँह बन्द कर दो । फिर इस पहिये को एक घुरी पर कस दो । अन्त में घरों 
पहिये सह्दित दो स्तम्मों के बीच में स्थिर कर दो। पहिये को एक बार गति देंगे ते 
पहिया सर्देव घुमता रहेगा।' 

बहुत से आधुनिक यथितज्ञों ने मी चिरस्थायो गतिमान्‌ यन्त्र बसाते के प्रयत 
किये हैं जो उपरिलिखित यन्त्र के वर्णन से पूरा पुरा मेल खाते हैं ! स्पष्ट है कि उक्त 
थन्‍्त्र कमी बन ही ने पाया होगा। 


जिफोणमिति श्र 


भास्कर ने भी गोके की तिज्या ३४३८ मानकर एक ज्या सारणी वनायी है। 
इन्होंने मी कोणों का अन्तर ३९ ४५” लिया है। सारणी बनावे की इन्होने सात॑ 
(वधियाँ दी है--छ रैद्धान्तिक और एक आलैखिक (60+९ए८००) । 


अन्य देश 

स्पेन में एक ज्यौतिषी हुआ है इब्त-अकू-्डर्काला जिसका जीवन काल ऊगमग 
१०२९-१०८७ था। यह अजकिल (4४2८८) नाम से मी प्रसिद्ध है। इसनें 
भी ज्याओ और उज्म्याओं की एक सारणी वनायी है जिसमें गोले की त्रिज्या को १५० 
माता है। 

टॉमस फिक (7 ठजा३$ रा) डेस्मार्क (0७ शा:) का एक गणितज्ञ 
(१५६१-१६५६) था। इसने १५८३ में ज्यामिति पर एक पुस्तक प्रकाशित की 
जिसमें जिमुजों के सम्बन्ध में एक महत्त्वपूर्ण सूत्र दिया | यदि हम किसी त्रिमुज के 
शीर्षों को का, खा, गा से और मुजाओं को क, ख, ग से निरूपित करें तो उक्त सूत्र इस 
प्रकार लिखा जायगा -- 
ैकियल) कख स्पई (१८० -गा) 
रललले-ल “लग (जान) 

बीटा का उल्लेख हम बीजगणित के परिच्छेद में कर चुके हैं। इसने उपरिलिखित 
सूत्र को यह आधुनिक रूप दिया - 

क+ख _स्प३ (का+खा) 


क-ख रुप | (का-खा) 

कह सकते है कि बीटा के समय से ही समतऊू और ग्रीछीय त्रिमुजों का तिकोण- 
मितीय निर्धारण होता है। वीटा को त्रिकोणमिति को केवक इतनी ही देन नही है। 
उसने १३ दशमलब स्थानों तक ज्या १९ का मान निकाझा और उसी की सहायता से 

अपनी ज्या सारणी तैयार की। 
बार्यालोमस पिठिस्कस (छिक्राणणा००५ छाएं5८७४४) एक जर्मन गणितज्ञ 
था जिसका स्थिति-काल १५६१-१६१३ था। यह व्यवसाय से धर्म प्रचारक था 
किन्तु इसकी रुचि गणित में थी । व्िकोणमिति नाम से सबसे पहली पुस्तक इसी ने 
भ्रकाशित की थी | इसने वड़ी रूगन के साथ प्राकृतिक त्रिकोणमितीय फलनों के भान 
निकाले । इसी के समय में गणितज्ञो ने उक्त फलनों को रूम्दाइयो के बदले अनुपातों 
का रूप देता आरम्भ किया । इसने अपनी पुस्तक में दायीं ओर ज्याओं, स्पम्याओं और 


इ्रे२ गणित का इतिहास 


व्युकोज्याओं के मान दिये हैं और दाहिती ओर शेष तीनों फलों के जिन्हें इसने पूछ 
फलन (८०प्राफ्नौध्प्य८) कहा है। इसके अतिरित उक्त सारणियों में इसे 
१०” तक के अनुपाती माग ([7०ए०पंणार्ग ?श5) भी दिये है। दिशा हो 
इसने १० * माना है। इसके अतिरिक्त इसने र॒हेटिकस की सारभियों का भी सगोण 
किया है। 

इस सम्बन्ध में जॉन न्यूटन ([ण॥ए 7ए८एा०ा) (१६२२-१६७८) की गा 
मी उल्लेखनीय है। इसने १६५८ में दो मागो में त्रिकोणमिति पर एड प्रत्प ट्रि्ो- 
मेँद्रिया ब्रिद्रेनिका' (व्राडणा०गाव्पां+ छत्तोष्ाधं८॥) प्रकाशित विया। हों है 
कि उस समय तक की त्रिकोणमिति सम्बन्धी समस्त पुस्तकों में यही सबसे सं 
थी। इसमें १ से लेकर १००, ००० तक की संख्याओं के रूपुगणद मी सि 
गये थे । 

जैम्म ग्रेगरी ([गरग5 ठाल्हुण५) (१६३८-१६७५) स्वादर्हो वा है 
गणितद्ध और ज्यौतिषी था। इसने ऐवडीन (#92व्ला) में शिक्षा परी और 
गशित और सौतिकी दोनो में रुयाति प्राप्त को ।, १६६९-७४ तक सेट्ट एस रे (5: 
4९८८७) में प्राध्यापक रहा। १६७४ में यह एँड्खिय (80/77/0०४४) मं 
प्राष्यापक नियुक्त हुआ डिन्तु एक ही वर्ष पश्चात्‌ इसकी मृत्य हों गयी। (६७४ ॥ 
इसने एक पुस्तक प्रकाशित वी जिसमें एक नये प्रकार के दूरदीश (रत॑ब्ब्णपे 
का आविष्कार दिया गया था। १६६५ में यह पहुआ गया जहाँ हुछ वर्षों तक कर 
करता रहा। १६६७ में इसने एक अन्य पुस्तक प्रकाशित भी जिसमें वृत्त औरएड 
वरदखूय के क्षेत्रफल अनन्त श्रेणियों के रुप में दिये गये थे । १६६८ में इसने क्वार्गि 
पर एड पुस्तक लिखी जिसमें वत्तों के चापदलत ([९८ट्यसट्यधं0)) और पटिरा 
टोसों के आयतर्नों के सूत्र डिये गये थे । 

शुद्ध गथित में इसकी कई गवेधणाएँ महरवप्रू्ण दैँ-- 

(3) अमिसारों और अपसादी थ्रेत्ियों का अल्तर । 

(४) ८ को असु्ेयठा 

(४२) रुप क्ष, शव * दा और ब्युकोज्‌ ' श का प्रसाद इन में से राय है हा 4 
इस प्रदार का है-- 

स्व क्ष-स-ह सु शो-डे कक ०-०० 

एड छठ पषरों ध्लोचो' के माय मे प्रसिद्ध है) 


त्रिकोणमिति इ३३ 


आँख से अत्यधिक काम छेने के कारण जीवन के अन्तिम दिलो में ग्रेगरी अन्धा हो 
गया घा। 


अब दः स्वात्रे (0८ (0०7५४:८) (१६६७-१७५४) दा उल्लेख करना आवश्यक 
हो गया है। इसका जन्म दो फ्रास में हुआ था किन्तु अद्गरह वर्ष की अवस्था से यह 
लन्दन में ही रहा। अतः इसका मसाम भी अग्रेज गणितज्ञो में ही गिना जाना चाहिए। 
विपन्नावस्था के कारण इसको संस्थागत अध्ययन तो लड़कपन में ही छोड देना पड़ा । 
यह अपनी जीविका व्यक्तिगत शिक्षण और गणितीय पहेली बुझौअल द्वारा चलाने 
लल्‍ूगा। इसका अधिकाश समय लन्दन के एक कॉफो गृह में बीठता या जहाँ यह छोगों 
द्वारा भ्रस्तुत क्ये गये प्रश्नो के उत्तर देकर किसी प्रकार निर्वाह किया करता था। 
इसकी दो पुस्तकें प्रसिद्ध हुई हैं। पहली प्र॥८ [00८077० ० (४४४८८ में इसने 
भावतें श्रेणी (२०८४४ांगड् $८ां०५) सिद्धान्त, आशिक मिन्न (एशाध ह॥९- 
पं०४४) और संयुक्त मम्माव्यदा (0079०घ्पावं ए00४॥५9) सिद्धात दिये है। 
दूसरी पुस्तक में इसके जिकोणमितीय फल है। 

दः म्वाद्रे का सबसे महत्वपूर्ण जिकोणमिततीय प्रमेय यह है--- 


कोज्‌ स क्ष+ज्या स क्ष- (कोज्‌ क्ष+ए ज्या क्ष)", 


जिसमें ए-%/-३। यह फल 'दः स्वाद प्रमेष' कहलाता है। इसी प्रमेथ की सहायता 
से इसने कोज स क्ष और ज्या स क्ष के, कोज्‌ क्ष और ज्या क्ष के घातों के पदों में, प्रसार 
निकाले है । यद्यपि उतत प्रमेय कोट्स ((.0८3) को मी ज्ञात था, तथापि उसे आधुतिक 
रूप दः म्वाब्रे ने ही दिया था। यह कहने में अत्युकित नहीं होयी कि त्रिकोणमिति का 
वर्तमान विवास बहुत कुछ उबत प्रमेय पर ही आधृत है । 


दः म्वात्रे ने एक और महत्त्वपूर्ण कार्य यह किया कि व्यजक 
या -र२कय १ 
के गुणनखण्ड तिकाले। 
द: म्वात्रे की मृत्यु के सम्बन्ध में एक लोकोवित है कि एक दिन उसने निश्चय 
क्या कि बब उसे प्रति दित अपना सोने का समय १५ मिनट बढ़ाते जाना चाहिए। 
मान लीजिए कि जब उसने यह बात बही थी, वह प्रतिदिन आय घण्टे सोता था। तो 


अगडे दिन बह ८. घष्टे सोयेया, उससे अयले दिन ८४ घण्टे और इसी प्रकार डे घप्टा 
अति दिन बढ़ाता जायगा। रप्प्ट है कि ६५ दें दिन उसकी मृत्यु हो गयी होगी 


इहेड गणित का इतिहास 


(५) अद्ठारहवीं और उन्नौसवों शतादियाँ 

अट्ठारहबी दताद्दी में पदा्पंण करते ही टॉमस-फेल दः लेनी (77070 
शथे 4० 7.89) का नाम वृष्टिगोचर होता है। यह फ्रांस वा एक गरितित् 
था । जिसका जीवन काल १ ६६०-(७०४ था। इसने मूल निकालने और गोले के 
धनण ((ए७४पा०) आदि पर अनेक अमिपत्र ठिसें। समोकरण सिद्धास इखखी 
इसके बुठ फों का हेली (7202)) ने बाद को संशोयन हिया है। १७३० ईं 
डेँगी ने ही स्व प्रयम स्प सक्ष और व्युकोज्‌ सक्ष के साविक यूत्र दिये हैं । एमी 
ने सबसे पहले प्रिकोणमितीय फ़लनों की बरादर्तता (ए०मं०960) रिद्व की है। 
उक्त समय तक दशमलव मिन्षों का प्रचार होने छगा था किन्तु लॉग्ली ने ही सर्वे प्रथम 
4७१९ में एक अमिपत्र में स्पप्ट रूप से लिखा कि ज्या ९०८१. इससे पहले प्राः 
समस्त छेखक ज्या ९०्रिज्या देते थे । और त्िज्या ये छोग अधिकतर ६० की 
छेते थे। 

डेंग्नी की मृत्यु के विषय में एक कहाती प्रसिद्ध है। लॉती मृत्यु शय्या पर पड़ा 
था जब उसने मॉपपशियस (?(००७८४४५) को बुलाया । मॉपशियस ने उससे 
पृछ्ठ कि “१२ का वर्गे कितना होता है ?” छंग्ती उठकर बैठ गया, प्रइन का उत्तर दिया 
और परछोक स्िघार गया। 

ऑगस्टस डी मॉर्गन (परडफ्रफ 006 १/०8०) . (१८०६-१८५) 
का जन्म मद्रास भ्रान्त के मदुरा नगर में हुआ था। १४ वर्ष की अवस्था में ही इसने 
तीन भाषाएँ---लेंटित, यूतानी और हिद्ू सीख छी थीं । १६ वर्ष की अवृस्वा में इसने 
क्रेम्ब्रिज के ट्रितिटी कॉलिज में माम लिखा लिया। उन दितों एम० ए० की उपारिं 
हेने से पहले कुछ घामिक परीक्षाएँ मी देनी पड़ती थीं। इन परीक्षाओं पर इसरो 
नैतिक आपत्ति थी । अतः इसने एम० ए० की उपायि लो ही नहीं। १८२८ में गह 
लन्दन के यूनिवर्सिटी कॉलिज में प्राध्यापक नियुक्त हो गया । १८३१ में वॉलिज गो 
प्रबन्ध समिति से किसी वात पर मतभेद होने के कारण इसे उक्त स्थान से त्यायपत्र 
देना पड़ा । जो व्यक्त उस स्थान पर नियुक्त हुआ, सन्‌ १८३६ में उसकी डूदते से 
मृत्यु हो गयी । तब डी० मॉर्गेन ने फिर उसी गद्दी का कार्यमार सेमाल्य। 

डी मॉर्गेद अध्यापन में अद्वितीय था । यह छोटी छोटी टिप्पणियाँ छिसकर 
ले जाया करता था और उनकी सहायता से धारावाही रूप से व्याख्यान दिया करता 
था। छिखने में मो यह सिद्वहस्त था किन्तु फिर भी इसको लेखनी में वह बाठ नहीं 
आती थी जो बकतूता में बाती थी । इस के दो शिष्य बहुत प्रसिद्ध हुए है--टॉट्हैंटर 


जिकोणमिति श्श्५ 


(प०काण्पााण)] और राउय (2०0७) । डी मॉर्गव मे अनेक पुस्तकें लिखी हैं 
जिनमें से ये प्रसिद्ध हो गयी हैं-- 

() जिकोणमरिति और द्विक बीजगणित (पूस्हुआएप्राएए आ०१ 20004 
8०5०) (१८४९)--इसमें सांकेतिक कलन (590०८ (:/८४७५) की 
उस समय तक वी समस्त संहतियों (59४८॥$) का विवरण दिया हुआ है। 

(४) त्रिकोणभिति के मूलतद॒व और तिकोणमितीय विश्लेषण (छक्षायला।$ ० 
पुप्नं्ठणणमणाव्तए आते परम्नंहुणाग्मव्माव्य काप्रोप्र४ं६).. (१८३७)--इसमें 
एक प्रकार से डी मॉर्गत ने चछन कछनत की मूमिका बाँघी है। 

(४) फलन कछन (९४८०० ०06 एजाटएं०छ) 

((४) सम्माव्यता सिद्धान्त (०079 ०६ 009४४) 

(५) विरोघामास संप्रह (8058० ०६ 9279007८5)--जो इसकी पत्ती 
ने, इसकी मृत्यु केः पश्चात्‌, १८४७ में प्रकाशित किया । 

तकंशास्त्र में डी मॉर्गंग का कार्य और मी महत्त्वपूर्ण रहा है। इसने कई पुस्तक 
(लिखी हैं. जितमें तकंशाप्क्रियों और गशितज्ञों में समझौता कराने गा प्रपत्न किया 
है। १८६६ में इसे फिर फॉलिज छोड़ देना पड़ा। इसका कारण इसके घामिक 
विचार थे जो प्रवन्ध समिति के सदस्यों वेः विचारों से मेल नहीं खाते थे । १८६७ में 
इसका युवा पुत्र, जो बड़ा ही होनहार था, स्वरंवासी हो गया। तब से यह रुण 
ही रहने ऊगा और चार वर्ष पश्चात्‌ इसवो मृत्यु हो गयी। 

डी मॉर्गेत बी बहुत सो शतियाँ तो पुस्तकों, पत्रिकाओं और संदर्म ग्रत्यों में प्रवा- 
शित हो चुरी है बिस्तु अब भी बहुत सी सामग्री ऐसी है जो इसने विद्यार्थियो के लिए 
सैयार भी थी और अमी तक अमुद्वित ही पड्टो है। शो मोर्गन के विषय में बहा जाता 


है शि “यह जितना विद्ानू था, उतना ही दयाठु मी या। इसके द्वार से बसी शोई 
याचक खाली नहीं जाता था।” 


हमने इस अष्याय में बेवल उन गणिठझों का उल्लेख विया है जिनवा मुस्य बाय 
जिश्ेणमिति में हुआ है। अदूटारहबवी और उप्नीसवीं एताब्दियों में अतेक गणितद 
हुए है. और उन्होने बड़े महत्वपूर्ण कार्य रिये है। बिल्नु उनमें से प्रायः समी का 
गवेफ्धा काये 'फलन मियान्द' (78007) ० ए०४८घंआछ) पर हुआ है । सब 
पूछिए सो आज समस्त छुद्ध गधित दो मुश्य दिमायों में बेंट गया है--अयामिति और 
दिश्लेपण) विस्लेपण देः अनुसन्धानर प्रायः इस दिपय बी सभी एासाओं दर बरी 


इ्इ६ सशित कर इरिशित 


मेखती उद्याते है, रसे बी जगदित, विशोशमिति, अराल समीकरण, सर सपौफ़ ए। 
ओर ये झब दित पर दिन फतात मिदाना में समादिद होती बडी शा रेट 
हैं॥ आप इस दवितको में से ऐसो को हृपैश निकाय कठिन है शिदोने कैश) हिशे/ 
#िकि दर कार्य किया हो । दा यो कमिए कि दिोगमिती की रवारा सता हदार 
हो शा परी है और बट प उन सिद्ठाना में गयाती जग रहो है। अपर, शा हर्ट गो 
$ ऐच दकिएओों में वे सिटारे दितरिशरमित पर भी का किया होगा यही कतए 
है! प्गोथ प्रपओ़े वरिश्ये३ में होगा। 





अध्याय 3 
कलन और फलन सिद्धान्त 
(१) नाम और कम 


योतो 'दछन! वे अनेडः अप है विम्दु एक अर्थ 'हिगार ढगाना' ((:३/०एॉ३७०5) 
भी है। धरहप-भेप्रेड़ों के सदंघात्य एग्शकोपों में मोनिरर विडिय्स (#ैएचाल- 
७, 70903) और बागन शिदराम आप्टे वे को प्रमृश है। उफ्प दोनों बोदा में 
'बष्टग' बा यह अर्थ भी दिया है। प्राय गरइव-ट्न्शे छोर हिरी-दिस्‍्दी बोध इस्टी दोतो 
बोषयों ते शायरी प्रहश व एते है। ह४ने एस प्रशार के प्रार धरे बोष देंगे है जो बाशर 
में उपतण्ध है। बढत बा डबढ अर्थ प्रार. समी में पिया रश है। एगी एग्द में टयसग 
हदाने से 'सक्शत' और 'स्यवपशत' शत हैं। 'सरखन बा अप है--शोता, एरट्णा 
बरता, अध्छ िएणों वो अलगए एरज बरता। धायः रस भ्रदाए वे एर्द 4 भो 
पाहहन' ही काने है। ध्यदबष्टन' बा अप है “छटाना, पृ: बर्गा, दिए ।” 

बाज ((.2 ८०४४७) का धापे दे अर्दे में पश्पेग शारगे पते ४७ शुदाइर 
(३ेएी ने विश था। ड्बिदीशों बारी बे झमौर एश॒री ड्रार के (वशाशी थे। इगबा 
बरस बाल (८९० है? ढा। यह आएं मे रास्ब:३ रात अर टिर, 
बाएी ने पृए्दरपपदत्त थे । झतू १८९० में ६७ शय देह घागरी दे 7 दार्जजरत 
पीने दर ये दशबे (हज दर शॉलित ढौए सयौल्दि वे रूष्र अप्यापद जिदुत है१। 
एलओरी मे 'ब कब ककतत' और बल्राण इल्ब--इत ६! भा प्ररोष आएपश दिया 
और हिदेरीयी ओे एस इचचण अहरो बत्वार गे पएऐ स्प्पाधाश वो 
दटदी पियें री। दफा #र_त्र में झनेर एरद लिये है [शरुपे मे अब न गए पद 
(दिदई) एर है । एगहे बृछ हद, सिटिदा शरझ दर्ज वे कै | है 

६६) ९४ रेचनाओर (६[४प+श (धन्य) ) 

(३) दुजिच्ज वे 7३. १६६ ४१९ १६३ शाप! हए रखु न डे श०ापडर अहबा7 के 

३१६) लव अर्तालनं (किहये बाररीर शप्रौनदर+ शए हटट७ इरटहिकर दिक 
रद है (१८९१). 
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द्ववेशो (१८६०-१६+ 
॥ इसका इसे 


चित्र ८इ--वुपाकर 
3] सूद दास वी चमक 
में अवाधित ईआ और 


५7 ! अक प्रेणि 


कलन ओर फलन दिद्धान्त ३१९ 


(८) ब्राह्मस्फुट सिद्धास्त टीका सहित (१६०२) 

(९) दिवीय आर्यभट्ट का महासिद्धान्त टीका सहित (१९१०) 

उपरिलिखित समस्त प्रन्य संस्वृत में हैं। द्विवेदीजी ने कई गणितीय प्रन्व हिम्दी 
में भ्लीलिखेहै--. * 

(4 ) चलन कलन (जलिलापंगं 0/०्पॉप) 

(॥) घलराशि कलन (गिल्डा (मेव्पॉफ) 

(80) समीकरण मोमांसा (7॥009 ०६ हधृध्ग्ंठ्णफ) 


घलन कलन 


“चलन! वा अर्थ है चाल' या चछता'। अत चलन कलन' का अर्थ (आ चाल 
या गति का हिस्ताव /' दास्‍्तद में 'डछन कलन' था यही कर्म हे। माल कीजिए कि 
दो राशियों य, र में यह सम्बन्ध है-- 

रज्र्य+१ 4 (१) 

इस समीकरण में यदि हम य5२ रखें तो २७९ होता है। यदि यन्‍ूरई तो 
र१३३, और यदि य>३ तो र१९. जैसे जैसे हम य को मिप्न मिप्र मान देते 
जायेंगे, र का भो मान बदछता जायया। 

कोई विक् जिसका मान बदलता रहता है घर (४३४८३०८) कहूछाता है। 

बहू दि जिसरा मात नहीं रइलठा, अचर ((:00:0ण०) बहुलाता है। 

(१) में य एक चर्‌ है, २ और १ अचर हैं। 

इसके अतिरिक्त, समोकरण (१) में य को हम स्वेच्छा से कोई मो मात दे सर दे 
है, इसलिए य वो रववस्त्र चर ( [4 लापता: एशउफी८ ) बहने है। र बा 
मात ये के मान पर निर्मर है। अतः रको परवन्त्र चर ( 0लू'"लावेला: एगए406 ) 
बाहते हैं 

समीष रण (१) में य के प्रत्येक मान के अनुसार र का बेवछ एक निरिचत मान 
होश है। शोई बिल डिसका, यथ के इष्देझ रात के लिए बेवत एक हो और निरिचत 
मान होता है, थ का पलत ([0:८घं०7) बहूलावा है। इस प्रतार, रमोदरण 
(१) में र, य शा फ्लन है। 

स्पष्ट है कि विसो फहनीर सम्दन्प में एड राशि वो परिवर्देत दर (९::६ 6६ 
ल5एएए) दूसरी धाशि को परिवर्देत दर एर विमेर होठों है। इस प्ररिदर्दत दर का 
अध्ययन हो घलन बटन गा घ्येद है। 


डर गणित का इतिहास 


फलनों के उदाहरण 


() थदि र-५ य-८, तो य के प्रत्येक मान के छिए र का केवल एक ही और 
निश्चित मान होता है। इस में र, यका फलन है। य एक चर है और ९ मौर ८ 
अचर हूं। 

(४) किसी वृत्त के क्षेत्रफल क्षे और विज्या तर में यह सम्बन्ध होता है, शे लखब । 
इस सम्बन्ध में श्र एक चर है, मै एक अचर है और क्षे, भर का फलन है। 

(४4) यदि ट>क कोजू ठ+ख ज्या ठ +ग, तो ठ एक चर है, के, स, गे बचर 
है और ट, ठ का फलन है। 

अवकल गुणांक (शिलाएग 6०रतींतंदा। ) | 
माने लीजिए कि 
र्ज्य 


ये का एक फलन है। अब इस फलन के आचरण वा अध्ययत शीजिए शा 
यर-३२- य के २ के समीप के मातों तया र के संगत मानों की ताहिया शिक्षा होगी 





पा 


र घर ५.२९ ४.४१ ४.०४०१ ४.००४००१ 





बिन्दु य5२ पर र-४. यदि हम य में .५ वी अच्य वृद्धि करें, तो र में २२४१ 
बूद्धि हो जाती है; यदि य में .३ की वृद्धि की जाय, तो र में १.२९जी वृदि हो रा 


ला न परम 

है, आदि आदि। यतयार मतों गयी अल्प वृद्धियों को हम क्रमगः तोप ता जोर 
कु हि व ४ कं शत तो दि 

निरुपरित करते हैं, और तोर, तोर तथा कई की वदृद्धियों दी रंगत ही 


व्डनललमन 


४१ ४०१ ,००४००१ 


अज-+++++55+5 


तप्यार करते हैं। 
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इस तालिका में हम देखते हू कि जैसे जैसे तोय, और उसके फलस्वरूप तोर, छोटे 
तोर 











है कि जब तोय और उसके फलस्वरूप तोर, अत्यल्प हो जाते हैं, तो निष्पत्ति के 
की सीमा कदाचित्‌ ४ होगी। 
अब, हम बिन्दु य१ के लिए भी एक संगत तालिका तैयार करते है-- 


य डे श्र | रे । ११ | ०१ १४००१ 














२०१ २००१ 


हि | ९६ ४४ | २१ | .०२०१ -००२००१ 


तोर|तोय ॥ श्४ड | २.२ | २.१ 





यहां भो हम देखते है कि जैसे ऊँसे तोय छोटा होता जाता है, तोर वा मान २ के 
समीपतर होता जाता है। तब क्‍या य के प्रत्येक मात के लिए निप्पत्ति तोर बा एक 
निश्चित सीमान्त मात होता है? 
अब फिर समीकरण र>य' में-- 
मान लीजिए हि हम य में तोय को अल्पवृद्धि करते हैं, और मात लोजिए कि 
इसके फलस्वरूप र में जो दूद्धि होती है उसे हम दोर द्वारा निरुपित करते है। तो 
र+तोर5"(य+तोय) * 
तोर>(य+तोय) '-य 
जतोय (२ य+तोव) 


मल है ब« रुए+तोय ६ 


हैशर गणित का इतिहास - 


»्सी, दोर 
+। होय-»०  तोय 


के वी इस सीमा को, जब तोय -»०, ये का, य के प्रति, प्रथम अवकठ 
गुणांक कहते हैं। इस प्रकार य' का य के प्रति प्रयम अववल् गुप्रांक २ य॒ है। और यह 
फल, उपर्युक्त ताबिकाओं के अनुसार,हमारे अनुमान से संगत है, क्योंकि जद यू 
यह सीमा ४ है और जब य--१, यह सीमा २ है। 
व्यापक रूप से, मान लोजिए, र >फ (य) । 
तब र+तोर 5 फ (य+तोय) 
*« तोर5"फ (य+तोय)-फ (य) 
अत; सो. वोर ट सी. फ (य+तोय)-फ (य) 
तोय-+० तोय.. तोय-+० छोय 
ओर यह सीमा फ (य) का, य के प्रति, भ्रयम बवकल गु्धांक वहदाती है। 
इस सीमा को प्राप्त करने की क्रिया को “फ (य) का जदकलन करना” कहते हैं। 


रोत्यनुसार इस सीमा को जप डिखते हैं। अतएव 
_वार _ सी. वोर _ सी- ५ (वन्‍वोग) ह0) (य+लोय)--फ (य) 
ताय वोष-+० तौय तोब ++० 


१६--यह मछी भाँति समझ छेवा चाहिए कि कप गौर और होय वी विश्रत 


तार नहीं निकालने तर हो 
है, परन्तु नव एक निष्पत्ति नहीं है, वरन्‌ सीमा निकालने का फल है। व 
“क्ोन्या या को 


“तार और ताय का मजनफ़छ” कहना उतना ही बशुद्ध है जितता “की 
“कोज्या” और “य” का युणवफ़छ कहना 4 

इसी संबल्पता के लिए अन्य चिह्न यह है-- 
-पा८ (4), वाफ कर (य), का, फं, फ., र, रू, र, ता, र । 


ताय ताय 
पं० सुवाकर दिवेदी मे चलन कलम! मास चलाया जो पिछले पचाकत दर्ष से प्र 


रहा है। विस्तु इस शास्त्र वा अधिक उपयुक्त नाम 'बवकछ कछव होगा। अदीश 
गुणांक के लिए उन्होंने यह चिह्न कु 


कलन और फलत सिद्धान्त * इड३ 


तार 
ताय 


निर्धारित किया था। इसका कारण यह था कि यह राशि फलन र को, य के प्रति, 
तात्कालिक गति का तिरूपण करती है। 
समाकलन ([ए्ट्टप्ब्षंणा) 

मान लीजिए कि रत्च्यों 
य का एक फलन है। य-र से य+5३ तक इस फलन के व्यवहार पर विचार कीजिए । 
इस अन्तराल ( /८एर्थ ) (२, ३) को २ की रूम्बाई के पाँच बराबर भागों में 
बॉाँटिए । जब य२ तो २-२"; जब य-२.२ तो २-(२.२)'; जब य-२४ 
तब २5 (२.४) ' इत्यादि। इनमें से र के प्रत्येक मान को उपान्तराल (509-पालपएश॑) 
बी हम्बाई से गुणा कीजिए और सव गुणनफलों को जोड़ दीजिए । तो योग यह होगा- 
(२) (२)+(२) (२-२) +(:२) (२-४)+ (:२)(२६)+(.२) (२.८)' 
(२) [२५(२-२)'+(२४) + (९-६) + (२४) ) 

हमने सरलता के लिए अन्तिम मान य5३ को छोड़ दिया है, किन्तु उसे छे छेने 
से भी अन्तिम निष्कर्ष पर कोई प्रमाव नहीं पड़ेगा। 

यदि हम उपरिलिखित योग को यो से निरूपित करें तो यो5५.८ 

अब, अन्तराल (२, ३) को .१ की लम्बाई के दस बराबर माग करके संगत योग 
तिकालिए। तो उक्त स्थिति में 
बोर [२+ (२.१) + (२२) + (२३) '+ (२४)+(२५)'+(२:६)" 

+(२.७)'+(२-८)+(२.९)" 5६. 

अन्त में, यदि हम अन्तराल के बीस समान माग कर दें तो उनमें से प्रत्येक वी 
छाम्वाई “०५ होगी । और संगत योग 
यो (०५) [२+(३-०५)'+(२-१)"+(२-१५)/+-----(२-९५) '] 














_+ खगगग ६.२ 
इन फलों को सारणी बनाइए--- 
मल मो सख्या 357 568 4 “ चक 
प्रत्येक अन्तराले की हम्दाई | २ -१ । _०्य्‌ 
यो रा मान ५८ | ६। हर 








इेडड ह गणित का इतिहास 


इस तालिका से यह पता चलता है कि जैसे जैसे अन्तरालों की संध्या बढ़ते बतो 
है, और फ़लत. प्रत्येक की लम्बाई घटती जातो है, वैसे वैसे यो का मान बढ़ता बता 
है। इससे यह अनुमान निकछता है कि यदि अन्तरालों की संस्था और भी बह 
ओरर फलतः प्रत्येक की लम्बाई और भी घटायें तो कदाचित्‌ यो दा मान और शे 
बड़े जायगा । अब मान लीजिए कि अन्तरालों की संख्या असीमित रुप से बड़े शी 
है और फलतः प्रत्येक की रूम्वाई असीमित रूप से घट जाती है। गया यह सस्मर 
है कि जब अन्तरालो की सस्या अनन्त की ओर जाय और प्रत्येक की छम्बाई एूल्य री 
ओर जाय तो यो' का मान एक निश्चित सीमा को ओर प्रवृत्त हो ? 


मान लीजिए कि (३, ३) के मध्यस्य अन्तरालों की संश्या स और प्येह़ की 
रूम्बाई ट है। तो 
३न्‍च्रे+ंसंट 
और यो ल्ट [ २+(२+ट)'+(२+२ ८) +. ....« 
+(१+ (स-१)। '] 


धर 


ऐअक 
ज्ड छा (र+चट)' 
आू>० 
म-१ स-१ सन! 
-5 $ २ फभ्द 5 बट £ घ' 
ख्-० च->० घ्‌रू० 
ऋट [स-२+डंट 4१+२+३+- ० ०*(ग-१)। 
कट शक +३+-----(ग-१) १) 


नह [एस फर्टस(म-१) हु ट्‌ (म-१)०( स्स-१) ] 


>३" झट स्स ट(सट-रट)+ है सद (सं ढ-2) (नस 2-४) 
इरनं () से सहन» बत 
सो-२११(१-१)+ (१-८) (२- द) 
और इणडी शोहा, जड 2-००, 

अदालत ६४६ है। 
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अतएव, हम देखते है कि कम से कम इस विशिष्ट अवस्था में तो यो एक निश्चित 
सीमा की ओर भ्रवृत्त होता है जब स-+०० और फलत: ट-+०. 

अब, (२, ३) के स्थान पर य के अन्तराल (क, ख) पर विचार कीजिए । हम 
इस अन्तरालू को रूम्वाई ट के स अन्तरालों में बांटे देते है । तो स्पष्ट है कि 


ख -- क+-सद। (पं) 
मान छीजिए कि 
योननद [क"+ (क+ठ) +(क+रट) '+. «० «*- ( क+ (स-१)5) |] 
स-है 
बट » (क+चट)'* 
चरू० 


-१ स-१ स-१ ॥. 
बडे | 5. फ+रफकट 5 चकदो %& च 
न चुूं>-७ चब्ू० 
अच्ट[ स क'+-२क ८६ १+२+३+- - --(स-१) 
कद (१"+२५३+...... (स-१) 9] 
हद [ सक'+क सट (स-१)+ झ्लेस (स-१) (रस-१) 
बन्सट क+क स ट (सट-ट८) 
कह संट(सढ-ट) (२सट-न्ठ) 
परन्तु (3) से स ट<ख-क। 
अतः गोद क'(ख-क)+क(ख-क) (ख-क-ट ) 
+हऐ(ख-क) (ख-क-ट) ( रेख-र२क -ट ) 
और जब ट-+०, तो इसकी सोमा हुई 
के (ख--क)+क(स-क) +३ (खछ-क) 
ख' को 
अर्थात्‌ लाई! १ 
खा का 
सीमा प्ब् ४ थवके प्रति सीमाओ क, ख के रघ्य य' वा समाकल गह- 


छाती है। उपर्युक्त विशिष्ट दशा में प्राप्त सीमा से भी इस फल मो संग्ति वैठवी है, 
क्योकि जद झ-+२ और ख-+३ तो यह ६३ हो जाता है। 


३४६ गणित का इतिहास 


व्यापक रूप में मान छीजिए कि 
रचफ (य) 
ये का एक परिमित (90770८0) फलव है और (क, ख) य के विधारगत मारते 
का अन्तराल है। हम इस अन्तराल को लम्बाई ट के स बराबर भागों में बाँँे देते 
है। इस प्रकार 
ख न्‍-क+सट (79) 
प्रत्येक मध्यागत मान के, क+ट, क+२ ठ, कई ८,.«०*०* 
क+(स-१) ट के अनुसार हम र का संगत मान रखते हैं -- 
फ(क), फ(क+ट), फ(कर+ रेट), फ(क+३ 2),. ०-० 
**«,फ (क+(स-१) ट) 
तब, सी ट [ फ(क)+फ(कर+ट) +फ(क+शट). 
ट-+० 
न-»-फ क+ (स-१)<८)] 
को “सीमाओं क, सर के मध्यस्थ य के भ्रति फलन फ (य) का समाकल (एव) 
कहते हैं, और इसे इस प्रकार लिखते हैं-- 


खा 
है फ (य) ताय । 
न 
और इस सौमा को निकालने की क्रिया को फ (य) का “समावहव” रहते है। 


अतः 
रा फ (य) तायरतसी ट [फ(क)+फ(क+ट)+फ(ककर ट)य*** 

कक टतड० 

कफ कि+(स-१)<) ) 
यहाँ हमने उबत किया का वर्णन साविक धब्दों में क्िया है। उपसितिठित 
सीमा के अस्तित्व के लिए फ (य) पर सातत्य थयवा परिमितता (007४०) 
आदि के अनुदन्ध लगाने, होंगे ॥ 
समाकलत वी क्रिया का अध्ययन वरना चलराशि कलद का को 

ओी प० वापू देव शास्त्री वा ही रुता हुआ है। यह नाम घटुत उपपुतत नहीं हैगर' 
£ है 'विचरघणशील राशि का द्वियाद छगाना 7 इस शाह का मिड गये 

3... समाकडन यदिता। 


ध्येय है। गह हे 


कलन और फलन सिद्धान्त ३४७ 


उपरिलिखित व्यास्या से स्प॒प्द है कि समाकलन एक प्रशार बा संकलन ही है। 
किन्तु उक्त त्रिया का एक ज्यामिवीय अर्थ मी होता है। मान लोजिए कि पा फा एक 
बक है जिसरा समीकरण 

रच्फ (य) 

है। 

मान लीजिए कि गा, खा इस वक पर दो विन्दु है जिनके मुज द, ख हैं। यदि 
बा था, छा छा, पाक्ष पर रूम्व इएे जाएँ तो चा छारूख-क। 

चा छा के स समान टुकड़े था का, 





का, पाए हा, वा, - जा, ५ छा वीजिए 


शा फ़ो 





बित्र ८४--अनुक्छन ढ। एक इपामितोय बक। 
जिनमें से प्र्येझ बी छप्राई ट है। इस दिन्दुओ बा, ब१,, -- ९ ,_, पर गोटियाँ 
तही बोशिएं । इन शोश्यों दो रम्याइयाँ चमयाः 
फ(९), फ(:2), फ( हकरेट ),.....- के (क-(स-१)टौ 
होंगी । भारतों बा का, धाज़ा,, राला,, .- -. हउा,_, एा शो पूर्व चर 
कीजिए । तो इन शाएवो का क्षेदपतद डाश ति बा बा एा रघ॑ वे ऐपद में बम हरा, 
छौर दोनों भा बचर शाहदिशें बा शप्या७ खाहाहाल---- हा, _५ पा पा, 








दैड८ट गणित का इतिहास 


के योग के वरावर होगा । इन आहइडियों को याक्ष के समान्तर सियाश झर हुर 
दर्शा सकते हैं कि इनका योग अतिम आयत सा, _, छा से कम है। 

अब मान छीजिए कि इन मागों की सख्या स असीमित झप से बहती है. और 
पलत प्रत्येक की लम्बाई ट निर्वाच्य रूप से घटती है। अन्त में, जब स-+> जौर 
ड-+०, आयत सा, , छा अपनी चौड़ाई ट के कारण शून्य की ओर प्रदत्त हो जार 
और इस प्रकार आइवियो का सा,गा,, खा, सा, गा, .... . जा योग अल्प हैं 
जायगा । अत, आदतों का का, खा, बा सा, का,. ...के योग की सौर 
क्षत्रए्त का था छा शा हो जायगी । और इस सोमा गा मान 

सीट[फ[क)-फ(कन्ट)+फ(क-स्ट)+.. ...फक+(स-१)?) 

ट-० 

'क 

अर्थात्‌ ः फ (य)वाव 
होगा । 

इस पवार समगारलन का बढ़ों हे क्षेत्ररन (00300) से मा | 
कयागित हो गया । हहाइघात्‌ समाहों का प्रपोग क्ों के चापारत (२८४४३ 
<3०09) और परिदमत्र दोगो के आवतनों (४०कमल) और तहीं (सह 
4८0) के विशरने में मो होते छगा ॥ इस उपयोग की सुलता में ममाइठते हीं 
सबदत बाला अप गौज हो गरा। डिल्तु समान का एच तीसरा अर्प वि 
और धोप था बिसड़े लिए विम्त दिखित प्रमेप को आदविशार हैआऑ-८ 

छतरादि कसत का मूसमूत प्रमेय 
(5335: 5०४7 व८00च॥ ही विध्व्प्ग "मटर्मंफ) 

बरिद व (4) दइ ऐसा शतक फखत है हि उतहा भवइल गुजाई ४ (4) है 

शद्ात 


छू (९) लव (३), 
श्े | हू (4) शाप्-+व (य)-व (१) | 
झपरलि--रत जानते हूं हि 


ह अब) आपल्शोट [ ह(<)-%(४-८)-४(६४-२८) 


श्जजक 


कलन ओर फलन सिद्धान्त झ्ड्र 
+.... --फ (क-(स-१)८) ], 
जब कि स-कचन्‍्स ट। 
अवकल गुणाक फी परिमाषा से हमे प्राप्त है 


क(क) ल्‍यी 2"), 


ट्‌+० 
अतदव फ(ब)ह5 बट मगर) >त,, 


जिसमें ठ॒, एक अत्यल्प राधि (॥/7०णएर्ग वृण्भाध७) है जो, जैसे जैमे :->०, 
चैसे बैंसे घून्य वी ओर प्रवृत्त होती है। इस प्रकार 
टफ(क)स्ल्व(१+ट)>वज(क)कटेस, । 
इसी प्रकार हमें प्राप्त होगा-- 
टफ(क+- ट)वय(क+रंट)--घ(क +८)+ट त,, 
टफ(क+रेट) व (कत इेट)--व(४+८)+ट त,, 


$- ५ 

टडफ (ब+(रा-२)ट]७बव %+-(स-१)८)-ब (क+(स-२)८) 
जट्त, + 

टफ (क्+(स-१)ट] ७ ग(क+सट)-- व (३ +(स-१)८) 
+टत,, 





जमिममें त,, त& त, - - 7, ऐसी राषिपों हे जो ट गे साथ साथ घून्य बी ओर जाती है । 
उपरसिलिखित समस्त समीवरणों को जोहने से, 
ट [फ(क)-फ(क+ट)+फ(४:-रट)-  +फ(ख-ट)] 
. «»ब(ब।सट)-ब(१)>ट(त,+ठ,.+त,+..... 2 ज)। 
याद राशियों त& त,..  ज, में सबसे बह्ये त हो तो 
ड(तजत+-- २) < सटत ७ (एप-+)१, 
ओर इगलिए सीमा में धृन्य वो ओए जाती है । इस द्ररार 
हो ड [फ(र)>फ(ब+ट)-4फ(क-४४)-. ..उ (ख-ट)] 
-+० 






डैश्ट गणित का इतिहास 


के योग के धर होगा । इन आइवियों को याक्ष के समान्तर विसझ कर हर 
दर्शा मकते है कि इनका योग अतिम आयत सा,_, छा से कम है। 

अब मान छीजिए कि इन मागों की सख्या से असीमित रूप से बहती है, और 
फ़लत भ्रत्येव की लम्बाई ट निर्वाष्य रूप से घटती है। बन्त में, जब स-०० बोर 
2-+०, आयत खा,_, छा अपनी चौड़ाई ट के कारण झून्य की ओर प्रवृत्त हो जायण 
और इस प्रकार आकइृतियों का खा, गा, खा, खा, गा, .. ८ का योग अलवनि हो 
जायगा ॥ अत., आयतों का का,, खा, वा, खा, का, . . . ..के योग वी सौसा 
क्षेत्रफक का चा छा खा हो जायगी । और इस सीमा का मान 

सी ट [फ[ के )+फ( क+ट )+फ(क+रट)+. . - -- फकि+(स-+)सो)' 

ट->० 

रत 

अर्थात्‌ गा फ(य)ताय 
होगा । 

इस प्रकार समाकलन का वक्नों के क्षेककलन ((२०००:४ण८) से सदस 
स्थापित हो गया । तत्पश्चात्‌ समाकलों का प्रयोग वनों के चापकलत (०८ 
८गणा) और परिक्रमण ठोसों के आयतनों (फ्रणेण्मा७) और वढों ($७- 
5८०७) के निकालते में भी होने छगा । इस उपयोग की तुलमा में समाइटनकी 
सकलन वाला अर्य॑ गौण हो गया । किन्तु समाकलन का एक तीसरा अर्थ विवहता 
और झप था जिसके लिए निम्नलिखित प्रमेप का आविप्कार हुऑ-- 

चलराशि कलन का मूलभूत प्रमेय 
(फ्फावगालनापगें प्रवव्ठालय एै पाता 0गवण०) 

यदि व (य) एक ऐसा सतत फलन है कि उसवा अवकल गुणाक फे (7) है 

अर्थात्‌ 








फे (य)चच्ब' (य), 
तो हद फू (य) तायननय (ख)-व (क) । 
जपपति<- देय जानते हैं कि 
ः कय) वायलली ट [ फ(क) +फ(क+ठ) +फ(क+ २ट) 


कलन और फलन सिद्धान्त क्र 
२७५०२ २४७ 'फ ईक+ (स-१)ट) ), 
जब कि ख-कच्चस ट | 
अंवकल गुणाक को परिमापषा से हमे प्राप्त है 
फ(क) >्सी ब(क+2)-व(क ) 


ट-+० 


अतएव फ(क)च% वहन) पक) 


जिश्षममें त, एक अत्यल्प राशि (07/०ञागं पुपआ॥7५५) है जो, जैसे जैसे ट-+०, 
वैसे वैसे शून्य की ओर प्रवृत्त होती है। इस प्रकार 

टफ(क) नव (क+ट)-व (क)+ट त, । 

इसी प्रकार हमे प्राप्त होगा-- 

टफ(क+- ट)ल्‍-व(क+रेट)--ब(क+ट)+टे त& 

टफ(क+रट) व (क+३८)--ब(क+ट)+टद ते, 





ड़ की न 
टफ क+(स-२)८)ल्‍-वं (क+(स--१)2)-ब (क+(स-२)८) 
कंडदत,_, + 
टफ क+(स-१)८) 55 ब(क+सट)-- व क+(स-१)८) 
+ंदत, 
जिसमें त, त,, त,, - - -त, ऐसी राशियां हे जो ट के साथ साथ शूग्य की ओर जाती है । 
उपरिलिखित समस्त समीकरणों को जोड़ने से, 
ट [फ(क)+फ(क+ट)+फ(क+रट)+- - -+फ(ख-2)] 
. +ब(क+सट)-ब(क)+ट(त,+त.+त,+- - -- - ४ तक) । 
यदि राशियों त,, त,, «-त, में सबसे बड़ो त हो तो 
- ढ(त,+तल्‍+-- त«) < सट त 55 (ख--क) त, 
को ओर जादी है। इस प्रकार 
$ हा डे [फ(क)+फं(क+ट)+फ(क+ रेट) +- . 5(ख-८)] 
पनक० 






३५० गणित का इतिहास 


व्व(स)-व (क), 
और यही सिद्ध करना था। 
कमी कमी इस फछ को इस प्रकार भी लिखा जाता हैः 


ः फ(या) तायरू [ ब(य)]_ 4 


ते 
चुतरा | फ(य) ताय 
ब 


को भान निकालते की सरल्तर रीति यह है कि 

(४7) वह फछन ब(य) ज्ञात कीजिए जिसका अवकल गुषांक फ (य) हो, 

(४) जब यजूख और यर-क्, तब व(य) के मान ज्ञात कीजिए, 

(४) व(ख) का व(क) से आधिकय ज्ञात कीजिए । 

उक्त ब्राधिक्र्य ही अमीप्ट फल होगा। 

इस प्रमेय ने समाकलन क्रिया की प्रकृति ही बदछ दी । यह वेवल उत्कम बव- 
कलन ([7ए८७८])किटिथाध४ं4४०४) अर्थात्‌ अवकलन की उल्टी ब्िया हो गयी। 
फछतः इसका यहीं अर प्रमुख हो गया और शेप दोनों अर्य गौण हो गये। » 

कछन पिछले पचास वर्षों में 22८०४४ के लिए छूढ़ हो गया है। शे 
इस अर्थ से हटाने का कोई कारण दिखाई नही देता । इस प्रसंग को छोड़ने से पटरे 
कलन और गणन'--इन दोनों शब्दों के प्रयोग पर पुनविचार कर लेगा घादिए। 
केनद्रीय' सरकार की गणितीय झब्दावल्ी में 0 ८ए/३४०४ का पर्याव ग्रणत दिया 
हुआ है। गणन” का प्राचीन आर्य पिनना है किन्तु 0औं८एॉ3४00 में जैव 
मिनने की किया ही नहीं करनी पड़ती । उसमें जोड़ना, घटाना, गुघव आदि सर्मी 
क्रियाओं का समावेश्य रहता है ! ईसके अतिरिक्त जन गयदा' और मत गएता में 
अब मी यह शब्द 'गिनने' के कर्य में ही प्रयुक्त होता है। अतः स्पष्ट है हि ५७४४ 
को उसके “गिनने के अर्थ से नहीं हटाया जा सकता | इसके अतिरि मह ४ 
“गिनना' भर 02८००४०७ दोनों अर्थों में नही चछाया जा सकता। यदि 
फढ़े कि तिनिक गणना करके देख छो', तो इसका ढ्या अर्य निकलेगा ? 48 ज्रु 
देख दो!” या 'टशॉ८एँ३/८ करके देख छो ?' और (ग॑८्पॉफ़ के लिए 2 
चल ही पड़ा है। बतएवं 0भैव्याॉउपंला के लिए उपयुष्त पर्याय भर 
होगा । हम यहाँ इस प्रवार के भक्दों की एक माला देते हैं -- ब 





/ कलन और फलन सिद्धान्त ३ष१ 


एणफाएट्ट._ गणन, गिनता 


(.ग॑ल्पॉग्पृंएघ८.. परिकलन 
एण्माफ॒एध्घांणा. अभिकलन 
झाणाःटाम्धंणा.. परिगणन 
एह्रजगांणा आकलन 
शच्णासटागहु. सल्यान 
]सण्घाटाग्पंणा,.. संब्योल्लेजन 
ए२८ल0गंण्ड्..._ अनुगणन 
एथाफड मतगणन 
(२) यूरोप में आदि काल (सन्‌ ईंसवी से पहले) 
कलत का आधुनिक रूप तो अमिनव है किन्तु प्राचीन समय में भी कभी कभी 
इसके कुछ मूलतत्त्वों की झलक दिखाई पड़ जाती थी। कलन का आधार अत्यत्प 
राशियाँ (॥मोध्मागगे (एण्थ्मपंतं०) हे। उक्त राशियों का सबसे प्राचीन 
लिखित उल्लेख ईलिया के ज्ीनो की कृतियों में मिछ॒ता है। इसके बुछ विरोधाभासों 
का वर्णन हम ज्यामिति के एरिच्छेद में कर चुके है! हमने वहाँ 'कछुए और खरगोश” 
बाला उदाहरण दिया था। उसी का एक दूसरा रूप इस प्रकार है :-- 
“संसार में किसी 
दा 





| $ क 2७5 ्ध्त्धया 2०० 
फू्पू मू 


प्रकार की भी गति असम्मव है | मान छीजिएं कि हमे का से खा तक जाता 
है। तो खा तक पहुँचने से पहले हमे का खा के मध्य बिन्दु मू तक पहुँचना 
होगा। फिर, का से भू तक पहुँचने से पहुले हमे वा मू के मध्य बिन्दु पू तक पहुँ- 
चना होगा । पू तक पहुँचने से पहले का पू के मध्य बिन्दु फू तक पहुँचना होगा और 
इसी प्रवार अनन्त तक । और का खा के विन्दुओं की सख्या अनन्त है। अठः वा से 
खा तक पहुँचने में हमे अन्त रूमय लगेगा ९" 

लेखक गह बात मूल गया है कि रेखा का सा अनन्ततः विनाज्य है, अर्थात्‌ उसके 
अनन्त बार दो टुकड़े दिये जा सबते है । डिन्तु दूरी बा खा अनन्त नहीं है। दूरी 
सात (६४४०) है, देडल उसकी विमाम्यठा अनन्‍्द है। 


उपर गणित का इतिहास 


में अगला उल्लेखनीय नाम ल्यूमीपस ([.८एप[एए४5) का आत्र 
है। इसके जीवन वे विषय में केव इतका पता है कि यह एक यूठाती दार्शनिक था और 
जीनों का समवालीन था। यह पारमाणविि सिद्धान्त (#700ा८ 7००7१) रे 
जन्मदाता कहलाता है। इस सिद्धान्त का सार यह है कि समस्त पदार्थ साल संसद 
के अविमाज्य तत्त्वों के वे होते हैँ । इसी सिद्धान्त से प्रेरित होकर अरस्तू ने बधि- 
भाज्य रेखाओं पर एक पुस्तक लिख मारी। 

ल्यूसीपस के जीवन काछ का ठीक ठीक पठा नहीं है। अनुमान है हि वह 
४४० ई० पू० के आसपास था । 

एषप्टोफॉन (सै709807)--एक यूनानी सूफी था जिसत्रा जीवद वाह ४३१ 
ई० पू० के लग॒मय या। इसे निःभेपथ विधि (7८:४० ०2४००) का 

जन्मदाता कहा जाता है। इस विधि का एक उदाहरण यह है। 

पहले किसी वृत्त में एक वर्ग बताइए । फ़िर वर्ग की प्रत्येक मुजा पर एक सुर 
दिवाहू (50:८!८) त्रिमुज बनाइए जिसका श्यार्प परिधि पर स्थित हो। 9 
अकार हमें वर्ग से एक सम बप्टमुज प्राप्त हो जापगा । फिर इस अप्टमुज को इटे 
मुजा पर इसी प्रकार एक समद्विदाहु त्रिमुज वनाइए। प्रत्येक पय पर सम वदर्दूदुत 
की भुजाओं की संख्या ढुगुती होती जायगी । यह क्रिया तब तक करते अलिए बइ 
तक वृत्त और वहुमुज एकात्मक न हो जायें। बन्त में वृत्त और वहुनुज बिल 
हो जायेंगे और वृत्त का क्षेत्रफल बहुमुज के क्षेत्रफल के वरावर हो जायगा। 








एण्टीफ्रॉन मह मी जानता था कि 
(क्षेत्रफल में) विभी बहुमुज के वरावर 
एक वर्ग कस प्रकार वनाया जा सकता 
है ॥ अतः उसने अपने हिंसाव से एक 
ऐसी विधि किकाल छी जिससे कोई मी 
बहुमुज एक वृत में परिणत किया जा 
भके । इस प्रकार कह सत्रते है कि 
उसने अपने विचार से वृत्त के वर्गणा 
($वबृष्य्फंपड धडल तॉप्टो2)] की सम* 
स्या हल कर री । 


ट्रिंक्लिया का ब्राइमन [छक्‍5०7.. चित्र ८--विलददेशन दिक्वि का एर 
अध्यमुज । 


0६ सत्त॥ते८) एस्ट्रीफॉन बा समका- 
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लीन था। इसने वृत्तके अन्तर्गत बहुमुजों के अतिरिक्त परिगत वहुमुज भी वनाये | इसका 
ऋथन यहाँ तक तो ठीक था कि वृत्त का क्षेत्रफल दोनों बहुमुजो के क्षेत्रफलो के मध्यस्थ 
रहता है। किन्तु अन्त में इसने यह गलती की कि यह मान लिया कि वृत्त का क्षेत्रफल 
दोनों बहुमुजों के क्षेत्रकलों का अंकगणितीय मध्यक (शैपायालाट उैशल्या) 


होता है। 


अब यूनानी मौतिक दाशंनिक डिमॉकिटस ([0070८८/७५) के जीवन पर भी 
विचार कर लेना चाहिए । इसका जीवन काल सम्मदत ४६५ ई० पू० के आस पास 
था । बुछ लोग इसका जीवन ४०० ई० पू० के लगमग का बाते हे । इसने ल्यूसीपस 
के परमाणु सिद्धान्त का परिप्कार किया । इसका मत था कि अनन्त आकाश्ञ अनन्त 
परमाणुओं से बना है जिनमें से प्रत्येक इतना छोटा है कि उसके और टुकड़े नही किये 
जा सवते ) इसीलिए इन्हें 'अविमाज्य' कहा गया है । समस्त आकाश इनसे मरा 
पड़ा है। इनमें मं फोई छिद्र होता है न रिक्ति (४०४८४॥८५४) । इनके विभिन्न सयोगों 
और विन्यास्रो से ही ब्रह्माण्ड के समस्त पदार्थ बने है । 


विश्व की उत्पत्ति के विपय में डिमॉक्रिटस का यह मत है कि आदि काल में अनन्त 
परमाणु आकाश मे नीचे की ओर गिरने लगे । मारी परमाणु नीचे आ गये और उनके 
धर्षण से हल्के परमाणु ऊपर उठने छगे । परमाणुओं के पारस्परिक सघपें से कई 
प्रवार की गतियाँ उत्पन्न हुईं। समान परमाणुओं के एक साथ सट जाने से बडे संसार 
बन गये। असभान परमाणुओं के सम्मिश्रण से छोटे छोटे काय (00॥05) बन 
गये। 

श्षॉँक्ेंटीज और यूडोवसस को क्ृतियों का उल्लेख हम ज्यामिति के अध्याय में 
कर चुके हे । सुम्भवतः इस दोनों ने भी अपने प्रमेय सिद्ध करने में सि.शेपण विधि का 
उपयोग किया था। अरस्तु ने भी अत्यस्प कलन (रशिधोष्ञोगर्श 2ब०्पाफ) 
को नीव डालने में कहां तक योग दिया, इसका अनुमान उसके ज्यामितीय कार्य से 
गाया था सकता है जिसका वर्णन हम पिछले परिच्छेद में कर चुके हे । 
न अर्फकिमेंडीड के कार्य के विषय मे हम अक्गणित के अध्याय में बहुत बुछ कह चुके 
हूं। आ्किमेडोज ने ऐप्टोफॉन और ब्राइसन को नि.शेपण विधि को और आगे बढ़ाया। 
बाइसन की ही मांति इसने भी वृत्त का क्षेत्रफल बन्‍्दर्यत और परिगत बहुमुज बनाकर 
ही निकाला । किन्तु इसगरे उसके साथ यह भी कह दिया कि बहुमुजों की मुजाओ की 


धस्या पर्याप्त मात्रा में बढ़ाने से हम उनके क्षेत्रफलों का अन्तर किसी मो निर्दिष्ट 
रे३ 
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राधि से कप कर सकते हैं। इस प्रकार इसने सीमा को उ दालो परिमादा हो: 
डाड दी । तबिक सीमा की आधुनिक व्याख्या पर प्पान दीजिए । 
मास लीजिए कि 
आ, आ,, अ,, ...... 'अ, 
नह मोई छोटी से छोटी सं 
काई अनुत्रम है, और उ कोई छोटी से छोटी संख्या पहले से दी हुई है। गरि हुए 
पाक प ऐसा उपलब्ध कर सके हि स॒ के, प से बड़े समरत मानों के दिए 
| अ,-म | <उ 

ही हम कहेंगे कि सस्दा मे अनुक्रम अ, की सीमा है। औए जाउ एस हो हु 
दरबार डिसेंगे -«- 


इस परिझावा और आह्िमेंटीब की उपसिलिखित स्पाध्या में पूरा पता हार! 
दिखाई पह्ता है। 

आहदिमें ऐड में सीमा की परिमाषा ही मी दी बरतू समाकलत को तौर शो 7 
है। । उसने सिद्ध हिया हि हिसी परवडयोय अब्बा (56७06) का कशह 
जिले ने सेबररद का ४ ३ होता है जिसे आधार और शीर्ष की हो शो १7१ 
के हो। उसही दिधि यह थी हि बढ़े अवया के अत्दर विरल्शर विमुव बता का 
छितरा क्षेत्रक अबबा के क्षेत्ररत के विद्टयर होता चढा जाप । 

इमड़े अधिरिक्त अपन हे 4 ने कु छ टोसो है सलो और आपात कि 
वलिदाजे हूँ जो अधुनिर सबेवदिति में इस प्रचार डिसे बारे : 

हि्मी उपबोल ($:5८7०2) को अबधा का आबड 


*ः या लाप-+ खाता 


हिसी वसिकशओ ऑडिटडशब [क>तरजडल8 थी ही हट गस्टी 


जूप ही 


कर 
अआपप्रा कर आउडनक 


क्र हे 4क्षप "बे 3 आय - हु का (विज - 5०) । 
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गोलीय अवधा का तल 
च्ल्ण्को है हु २ ज्या क्ष ताक्षरर पक ( १--कोज्‌ ब) 
किसी योले का तल 


भर 
ह् डग्क, हे है| ज्या क्ष ताक्षतन४४ का। 


(३) यूरोप में मध्य काल-सोलहवों ओर सत्रहयों शताब्दियाँ 


करन के मध्य युग में जॉन के पलर ([०ै)आण एकल) का नाम प्रमुख रूप से आता 
है। यह एक जमेन ज्यौतिपी था जिसका जीवन काल १५७१-१६३० था। इसके 
माता पिता की जोड़ी बेमेल थी । चार वर्ष की अल्पावस्था में हो कैेपलर के चेचक 
निकली जिसने इसको हाथों से छुज। कर दिया और इसकी दृष्टि सदैव के लिए खराब 
कर दी । इसको प्राथमिक शिक्षा घामिक क्षेत्र के लिए हुई और १५९४ में इसने 
बड़ी अनिच्छा से उक्त व्यवसाय को छोडकर अब्यापन कार्य स्वीकार किया । 

१६०१ में टाइको ब्राहे (7)८१० 8727८) के देहन्त पर यह प्राय की वेघशाला 
का निरेशक तिथुक्त हो गया । जीवन भर इसने गणित और फलित ज्योतिष दोनों 
में रुचि दिखायी । इसने अपने सप्लाट्‌ को मिलाकर बहुत से बडे बडे आदमियों की 
जन्म पत्रियों मी बनायी थी । इसके जीवन का प्रमुख कार्य ग्रहों की गति के सम्बन्ध 
में हुआ था । इसके ग्रहों के “गति नियम” विश्वविश्यात हो गये हूं किन्तु हम यह इसके 
कलन सम्बन्धी कार्य का ही उल्लेख करेंगे । 

कौपलर ने अपनी कृति में छिखा है कि “प्रत्येक ग्रह एक दीर्घवृत्त मे घूमदा है 
जिसकी एक नाभि पर सूरज स्थित है; और इस प्रकार चलता है कि वह समान समय 
में समान क्षेत्रफल दाले नाभिग द्वेत्िज्य (560८) 5८८०५) उत्तरित करता है ।” 
इस उकित से स्पष्ट है कि केपलर ने दीघंवृत्त के है त्रिज्यो के क्षेत्रफल निकाछने की कोई 
विधि उपलब्ध कर ली थो। केपलर ने इसके अतिरिक्त ठोसों के आयतन मी निकाले 
थे। इस हेतु उसने यह कल्पना को थी कि ठोस बहुत छोटे छोटे अनन्त विम्बों से बना 
होता है। इस विधि में समाक्लने के प्रसर की स्पप्ट छाया झलकती है । 

कॉवेलियरी का उल्लेख हम ज्यामिति के अध्याय में कर चुके है। इसकी कृतियों 
में हमें समाकलन का आभास मिलता है किन्दु आबुनिक मातकों से इसकी विधि सन्‍्तोप- 
जतक नही कही जा सकती । इसने अपनी विधि से यह सिद्ध क्या कि यदि एक त्रिमुज 
और एक समान्तर-चतुर्भुच (0|००१४६०४०) एक ही आधार पर खड़े हो और 
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के उच्चत्व समान हों तो क्षेत्रफल में जिनुज समान्वर-चतुर्मुज का बाज होय 


इसकी उपप्रत्ति इस श्रक्मार है: 
मान लिया कि विनुज स अल्यांथों (८८०5) दा बना है जिले से करे 


दोनों 
डः 
ड् 





तो त्रिमुज का क्षेत्रफल 
है | से (स+१) 

और समान्वर चनुमूज के ध्रत्येक अल्पांध वा परिमाघ से है। बठः उमर 
चतुमुंज का क्षेत्रकल + सर । 

इस प्रकार दोनों के क्षेत्रफलों का अनुपात 

बस (स+१) : स* 

हुआ जिसकी सोमा ३ है! 

कॉबवेंलियरी ने इस दिधि से बहुत सी रूम्बाइयों और क्षेत्रकलों आई के हर 
निडाले। स्पष्ट है कि इस विधि में पस्पता की कमी है दिल्नु सम्मवतः ही शि 
से लिब्तीज ([.ल॥॥४2) को बपने कायं में प्रेरणा मिल्ली हो 

जिस पर्गोने द सुववेल (0765 एऐलड०ए7८ 0० २०४/४थ) ( १६रे- 
१६७५) एक फ़ासीसी गणितज्ञ या यह क्रमशः पेरिस के दो कॉलिडों मं 23 र 
रहा । इसने पृष्ठों के क्षेत्रकह्त और टोसों के आयवत विक्रालते को था को 
का आविष्कार किया जिसे 'अविमाज्यों को विधि! (१(८४४०२ ॥96 पा 
महते हैँ । इसने पृष्डों पर स्पर्शी खोंचदे को एक साविक विधि वितःडी 4 हे 
प्रकार इसे चटन कछन के आविष्कार के प्रेरकों में यित सकते है। इसने 53) 
बढ़ों के क्षेत्रफल निकाछे जिनमें से चत्रज (0:८०) और _बकज( वा हक 
विशेष उल्लेखनीय हैं। मौतिकों के क्षेत्र में इसका सबते प्रसिद आशिता 
#्वपंद तुद्य (०छ५गं 0गंगा८८) है। 

रूवबेल वा एक अन्य आविध्वार बहुत महच्चपूर्त है। इसने समजद 


छोटा १ है, दूसरा २, 





| 
ः ये हाथ 
रब 


-म हज 
जिसमे गम कोई ला 
का निकेट झान निकाला, जिसमें श कोई यत पूर्था क है। इसने उतत समःशच रा ४१ 
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्‌ 
दिया है। और अन्त में इस मान की सीमा की है ॥ यह फल दर्शाता है कि 


रूबदेल आधुनिक समाकलन के कितने समीप पहुँच गया था। 





चित्र ८६-हाइगेस (१६२९-९५) 
[ दोवर पब्लिकेशंस, इन्कॉपोरेटेंड, न्यूयॉर्क-१० वी अनुपा से, टी स्टुइक कत '८ बॉन्साइस 
हिसदी भा मेंथेमेंटिस्स' ( १,७+ डेलर ) से प्रत्युत्वादित ।] 


किड्चियान हाइग स (00753) प्र॒णण््॒ठल5) (१६२९-१६९५) हॉलेंण्ड 
का एक गणितज्ञ, ज्यौतियी और भौतिकीज़ञ था । प्रारम्मिक शिक्षा इसने अपने 
पिताजी से पापी। १६५३ से इसने अभिपत्र छिखना आइम्म किया। इसका 
प्रारम्मिक कार्य दोलक और दूरबोक्ष (7८७८००८) पर है। १६६३ में यह 
रॉयल सोसायटी का अधिसदस्य निदवंचित हुआ । अब यह अधिकतर फाम में रहने 
लगा। १६८१ में यह होंलेप्ड छौट आया । इसका अधिकाद गवेषथा काये लेस 
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(लाभ), प्रा के तरंग विदाल (५७/३४८ पल्‍0% ) और जय सस 
शिपयों पर है और दर्सतडार मौतिकी के क्षेप में गा स्थान बटुत ऊँता है। हि 
बहन में भी इसरा कार्य बदुत महरागपूर्ण हुआ है। उेदतों (£४००७) 
मात रयगे पड़ठे इसी ने दिया है| इसने यह मी सि दिया है हि चरर खा बप 
बैस्दज है। इसने और भी 4ई बढ़ों पर परिश्रम डिया है, जैसे रसुश (एड: 
म्रआ५), परशु (5:00) और कएथगहीप बक। इसडे अविशित इसने गूरि 
भौर अधिरु जि कराता आएं 'वणयाव) के नियमों को आधरतिक रू 
दिया और गतिशीर रेसाओं के अखालोप (£ग्रए८०/८) निकालते की गि 
उपलब्ध की । 

फर्मा का उल्लेस हम बीजगणित के अध्याय में कर चुके हूं। इसे अध्यावसायिय 
का सप्नाद्‌ रद्द जाता है। और उचित ही है। जीवन मर यह सरतार से मे 
रहा । १६४८ में यह राजा का परामर्शदाता तिरुक्‍्त हुआ और मृत्यु तक उसी सवा 
पर रहे।। तिम पर मी इसने इतना गणितीय कार्य कर दिखाया जो मात्रा में तो अपिक 
था ही, इततों उच्च कोटि वा भी था कि इसे सत्र हृवी शताक्दी का सबसे बड़ा गधिवन 
बहा जाता है। 

इसमें सन्देह नही कि फ़र्मा ने अवकलत गणित के मूलतत्त्व का आदिप्कार सूट 
और हलिब्तीज के जन्म से पहले ही कर लिया या । इसने इस बात का पता बाग 
कि किसी वक् में मूपिप्ठऔर अत्पिष्ठ बिन्दु वही होते है. जहाँ स्पर्शी याक्ष (+०मरप मै 
समान्तर ही । और ऐसे बिन्दुओं की स्थिति इस समीकरण 

फ (य)व5० 

के मूलों पर निर्मर है। इस प्रकार हम कह सकते है कि अवक्लस गणित के आविशार 
की प्रेरक झजितियों में फर्मा का नाम उपेक्षणीय सही है। 

हमने ऊपर कहा है कि रूवर्वलल ने समाकल 


६ 
है य ताय 
० 

का मान श के धन पूर्णोक मानों के छिए निकाल लिया था। फर्मा ने इस 
विस्तार, श के मिन्नात्मरु और ऋणात्मक मतों के लिए भी कर दिया। 

इस सम्बन्ध में मि्गे् रोल (शीट. 7२०]०) का नाम भी उह उल्टेखतीय 
है। इसका स्थिति काल १६५२-१७१९ था। यह क्रांस के युद्ध विभाग में (4 
था क्स्तु इसे गत शौक था । इसने ज्यामिति पर अनेक अमिपत्र हिसे है 








का दा 
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बीजगणित पर इसने अमिपत्रों के अतिरिक्‍त दो पुस्तक मी लिखी है। यह प्रमेय इसके 
भाम से प्रसिद्ध हो गया है--- 

समीकरण फ (य)55० के दो क्रमागत मूलो के बीच में समीकरण फ' (य)5० 
का कम से कम एक मूल अवश्य होता है। 

हमने यह प्रमेय बहुत सरल माया में दिया है। इसके माय कुछ शर्तें रहती हे जो 
हमने यह नही दी है । आज हम आधुनिक विधियों से इस प्रमेथ को सररूता से सिद्ध 
कर लेते है क्ग्तु रोल ने इसे सिद्ध करने के लिए एक बडी श्रमसाध्य विधि छगायी 
थी। इसकी विधि 'अपालस विधि' (१८७००! रण (:5८००८) बहलाती थी । 

वालिस के कार्य का उल्लेख एक पिछले अध्याय में आ चुका है। इसने अनन्त 
प्रसरों पर भी बहुत परिश्रम किया था यथपरि इसकी विधियों मे पर्षता/ का अमाव 
चा। यह बड़े साहस के साथ अनन्त श्रेणियों, अवन्त युणन फलों और काल्पनिक राशियों 
की भ्रयोय एरता था। यह | के स्थात पर ० लिखा करता था, और एक बार तो 
इसने यह असमता तक दे डाली थी--- 

जन्‍र २० 


इसका एक फ्ल बहुत प्रसिद्ध हो गया है- 

के ३२:४३ ६६८८ ४८: .६५००८५३३० 

२ 7 १8.३.३५.५७.७ ९ ९. . ..: 

बलत को मूमिव्रा बांधने में भी वालिस ने बहुत योग दिया है। इसका विचार 
था कि एक विशुज अनन्त सख्या बी समान्तर रेसाओं से बना होता है। एसी प्रगार 
सपिल वा निर्माण अनन्त संख्या के घापो से होता है। इसने विसी वक्र के अत्याश 
की छाबाई के लिए यह सूत्र भी सिद्ध बर दिया था-- 


ताच न न] साव, 
साय 

जिसमे “च' चाप का तिहपग करता है। 

पिलॉम फ्रॉमॉय एन्टॉयस छः हॉस्पिटल (0 णौपाधाशल[वक्लात्ठाड #जठछ 
)! ॥0घुपधओं) एक फ़ासोसी शणकितज्ञ था जिसत्रा जीवन बाल १६६१-१७०४ 
था। यह जॉन बर्नोतों ([0070ण ल्‍0म०णों)) वा शिष्य था डिसका उल्देख 
आये आयेगा। पस्टह दर्ष की अवस्था में एक दिन इसने बुछ रणिठशों बी डातचीत 
सुनो जिसमें दे छोय पास्कल के एव बटिन घरन बा उत्लेखश बर रहे थे। हॉस्पिटल 


३६० गणित का इतिहांस 


ने कहा कि “में इसका साधन कर सकता हूं,” और वुछ हो दिलों में उसने १ 
हल करके दिखा दिया। 

हॉस्पिटल का विचार सेना में भर्ती होने का था किन्तु दृष्टि को दुर्वहता के का 
उसकी यह साथ पूरी न हो पायी। जीवन के तौसरे पन में उसने अपना समय दा 
के अध्ययन में ही विताया। १६९६ में जॉन बर्नोलो ने यह समस्या प्रस्तुत की-- 

“एक कण एक विन्दु का से दूसरे विन्दु खा तक गिरता है। वह हिस वड़ 
अनुदिश गिरे कि समय कम से कम लगे?” 

इस प्रइन का उत्तर कई गणितज्ञों ने दिया था जिनमें से एक हॉस्पिटल मों 
गणित के विद्यार्थी जानते हैँ कि उक्त प्रश्न का उत्तर है-चत्रज। ऐंसे वक़* 
द्ुवतमपात वक्' ([97207४50८7०४८) कहने हूँ । 

बाइडाक बेंरे (372८ छथत0७) एक अग्रेज़ गथितन और पाईएी 
जिसवा जौदन काछ १६३०-१६७७ था। इसने वेम्बिज में साहिलय, शितत 
दर्शन की शिक्षा प्राप्त को । तत्पस्वात्‌ इसने फ्रास, इटली, ट्वीं आदि का अमग हि गे 
१६५९ में इग्टेंगड छोटने पर यह गिरजा में नियुत्त हो गया । १६६९ में रह रेस 
में प्राष्यापक नियुक्त हों गया। १६६३ में यह रॉयल सोगापटी का अधिसशय विर्शरि! 
हुआ। १६६४ में यह केम्ब्रिज में गित की एक गद्दी घर तियुक्ना हुआ! १६६ 
में इसने स्यूटन के पक्ष में त्याग-पत्र दे 











दिया। १६७५ में यट केग्दिज विश्व" प्म 
विद्यालय का बुरूषतिं हो गया। 
अद्रेज्ों को दृष्टि में स्यूटव को छोड़- 
इंगदेगड वा खबसे बड़ा गशितज्ञ बेंरो 
कर इंग्दें'इ वा सबसे बड़ा गे बेरो 2 धर 


ही था । इसको विशेष रुचि ज्यामितिं 
और चाहपी में यी। यदि इसने इस्हों 
विषयों पर अपता वि एकाद्र तिया 
होता ठो सम्मदतः इससे मो अधिर 
कदाति प्राप्त बो होतो $ 

इसमें झत्देद नही हि बसे को अवदछत दिया का डुछ डुए भारत वि भीत 
डा 3 डंगे को उल्टि थी दि यहि दिखी बक पट कोई हित्दू का, एड स्वर हि 
करे ओर बता शाप हो अस्त में बाए बाएा एड बरस राशिकी जारी गा (5५ 
देह विशुशे दा फा बा को कोय बसे अदकण विश॒ज रहते हि । 


ह 


न्ना 
वित्र ८३-बऐे अवक्ठत दिटृश। 
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बेरो अवकलन और समाकलन के पारस्परिक सम्बन्ध को भी जानता था किन्तु 
उसने प्रश्नों के हल करने में उसका कमी प्रयोग नहीं क्या। 


(४) कलन को पूर्व को देन 


यह कहना तो गछत होगा कि पूर्व में मी कलन वा विद्या के रूप में विकास हो 
चुका था। किन्तु पूर्व के कुछ गणितज्ञो ने इस दिशा में जो दो चार उलटे सीघे प उठाये 
थे, उनभा उल्लेख करना भी आवश्यक है। तावित इब्ल कोरा का नाम हम पिछले 
अध्यायों में ले चुके है। इसने ८७० ई० के लगमग परवलयज (भ-फणैण0) का 
आयतन निवाल्ा था। फ़िर सैकड़ों वर्ष तक इस दिशा में कोई उल्लेखनीय बाय 
नहीं हुआ। 


सत्रहदी शताब्दी में जापान मे सेकी काँवा का प्रादुर्मव हुआ। इसकी बृतियों 
का उल्लेख हम पिछले परिच्छेदों में कर चुके हैं। वेवछ एक बात कहने योग्य रह गयी 
है। जापानी गणित में 'बृत्त सिद्धान्द' ((पल८ ९7८०) की चर्चा मिछतो 
है जिसे 'पेन्री विधि' भी कहते है। इसी विधि से जापानियों ने एक भ्रवार के कलन का 
विषास कर लिया था। यारतव में उबत विधि का जत्मदाता कौन था, यह कहना 
झटिन है। बुछ छोगो का अनुमान है कि इसका आविष्कार सेकी काँदा ने हो किया 
था रिन्‍्तु इसकी प्राप्य बृतियों में कही भी उक्त सिद्धास्त का उल्लेख सद्वी/सिलता [* 
येन्री दाम वहाँ से आया इसके विषय भें लोगो ने यह अटबलछ लगायी हर्ट है 
कि यह नाम चीनी लेखक छाई मेह को उस छति से लिया गया हो जिसका शाम 'त्से 
युअन हाइ बिग' था। इस नाम वा अप है “समुद्र दंण, वृत्त. गा ताप ।। ५ « $: 
इस सम्बन्ध में और भी रई जापानी यणितज्ञों के नाम उल्लेरानीय हैं।' इसोमूरा 
का इल्लेस हम अन्यत्र कर चुके हैं। इसी क्तियों में आदिम समाइलने बा बुछ- 
डुछ आमास मिलता है। इसको प्रमुख पुस्तक के त्सुगी थो १६६० में छपी धो जिस 
में बहुत से प्रश्नो के हछ डिये गये थे १ एक अन्य जापानी दणितज्ञ था मोडावा टाइशो। 
इसने १६६४ में एक प्रन्प 'डोंगाई शो प्रशाशित दिया जिसका विषय सापिशी 
((ल७ए-पं००) था । इसमें इसोमूरा शो समाजलन विधि को और आगे 
डैड़ादा थदा था। जापान का ही एक गमितज्ञ था सादा गूची बाडयूरी॥ १६३० 
में इसी एक पुरतफ बोकोन सम्पोकी' प्रकाशित हुई। इस नाम का अप है 'यणित 
को पुरानी और नयी विधियाँ ।' उस्त घुरतश के एक पृथ्ट गा चित्र हम यहा देते है॥| 








"2 


सा गदित का 8निहास 





खेछे 
करेफफ 





38५8 






७० +३- 
224 





5००8 (५ $० 
20022 ० 
पी 
>> 


लए 
टला 





०) 


“_पड 0 









4५422 


भ्प्फ़ेः 
/9. 






चित्र ८८--जापान में कलन का उद्भव । 


[ जिन एप्ड कप्पनी की अनुष्ठा से, ढेविद यूज़ीन रिमथ की 'दिख्ी माँ मेकनेलिस' से 
प्रस्यु पादित । ] 
यह उद्धरण जापानी पुस्तक कोकोन सम्पोकी (१६७०) से लिया गया है! 


उपरिलिखित पुस्तक में भी समाइलन की रूपरेखा स्पष्ट दिखाई देती है। हे 
विधि से इसोमूरा ने वृत्तो का क्षेत्रकलन क्रिया या । १६८४ में इसने एक ग्रत्य' प्रकाशिठ 
किया जिसमें यही विधि गोले के आयतन कलन पर छग्रायी थी। इसी विभधिती 
प्रयोग जापान के सत्रहवी शताब्दी के अन्य कई गणितज्ञों ने किया है। इस पद 
में दो नाम उल्लेखनीय हैं--मोचौनागा और ऑहाशी | इनवी एक पुस्तक १६८० 
प्रकाशित हुईं जिसका झीपक था काइसन की कॉमोझू' । हम यहाँ उक्त ४ हं. रे 
मी एक अश का चित्र देते हैं। इसकी विधि वही थी जो सावागूची की थी! 

हम यहाँ एक जापानी गणितज्ञ का और उल्लेख करेंगे--मत्यूतागा खो टिंई! 
यह सेकी के एक शिप्य का शिष्य था । इसने येत्री विधि से ही पचास देशमंटव पवार 


३३० 


कलन और फलन सिदान्त ३६३ 


हक ४ का मान निकाला था ; इसके जीवन के दिषय में केवछ इतना पता है कि इसका 
स्वगंवास १७४४ में हुआ था। 





५० यह 
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चित्र ८९--जापान सम कलन का उद्भव (१६८७ के एक जापानी प्रन्य से) 
[जिन एप्ड कम्पनी की बनुश्ा से, टेविड्‌ यूजीन स्मिथ कृत 'हिस्ट्री छफ़ मेंथेमेंटिक्स' से 
फ्र्युक्नादिक १] 
(५) न्यूटन ओर लिब्नीज 


न्यूटन का जीवन वृत्तान्त हम एक पिछले परिच्छेद में दे चक्ते हैं। न्यटन की एक 
उक्ति आज कहावत बन गयी है-- 


भ्ै 


ही जानता कि में ससार को किस रूप में दिखाई पड़ा हूँ। मुझे तो ऐसा 
प्रतीत हीता है कि मे एक बच्चा हूँ जो ज्ञान के महासागर के किनारे पर खड़ा खेल रहा 
है। मै प्रयत्त फरता हूँ कि खेल ही खेल में मुझे (ज्ञान का) कोई चिकना कंकड़ अयबा 
सुन्दर कौड़ी मिल जाय किन्तु सत्य का अथाह सागर तो मेरे लिए अज्ञात ही रहेगां।” 

हम देख चुके है कि म्यूटन के पूर्वंगामियों ने कलन के आविष्कार के लिए भूमि 
तैयार कर दी थी। न्यूटन को उसमें वीज डाऊू कर पौधा उत्पन्न कर देना था। न्यूटन 
ने एक स्थान पर कहा है कि “मैं दिग्गजों के कन्‍्धों पर खड़ा हैं।” निस्सन्देह कलन के 


क्षेत्र में उसका तात्पयें दः बातें, फर्मा, वालिस और बेंरो से या और गौतिदी के क्षेत्र में 
कपलर और गेंलोलियो से | 


झ्ष्ृ४ गणित का इतिहास 


कलन के सम्बन्ध में न्यूटन के मस्तिष्क में तीन प्रकार की विचार घायएँ थीं-- 
(॥ ) अनन्त लघु राशियाँ ( फम्रिंहो; आग वृप्णार्पपंछ्) 

(४ ) प्रदाह विधि (सत्माण्त ता व]0च००५) 

(70) सीमा विधि (2४९०० ०) 

इनमें से पहली विधि का तो उसने कुछ समय पश्चात्‌ त्याग कर दिया 


प्रवाह विधि 


मान छीजिए कि एक विन्दु निरन्तर गति से चलकर एक ब॒क वा सर्जन ररता है 
तो बह अत्यल्प समय में अत्यत्प दूरी पार करता है। इस दूरी को न्यूटत बिदु 
धूर्ण (770772१६) कहता है। और समय से इस घूर्ण का जो अनुपात होता है, रे 
न्यूटन ने प्रवाह” नाम दिया है। 
उत्तरित दूरी 
अन्यत्प समय 

इस सम्बन्ध में दो प्रश्न उपस्थित होते है+- 

(१) यदि उत्तरित दूरी का सूत्र दिया हो तो किसी विशिष्ट क्षण पर विखु हा 
कया वेग होगा ? 

(२) यदि वेग दिया हो तो किसी विशिष्ट समय में विल्दु गितती हू पार 
करेगा ? 

हम उक्त विषय को कल्पना इस प्रकार मी कर सवते है-- 

मात लीजिए कि एक ताल में कुछ पानी भरा है जो प्रतिक्षण दी जाता ग 
जल को वृद्धि की दर निकालते के लिए हम देखेंगे हि शितने रामय में उसी हवा 
कितनी बढ़ी। डछिर ऊँचाई की वृद्धि गो समय मे माय दे देंगे । यद्वी वृद्धि री ए 
होगी। 

ज्यामिदीय क्षेत्र में इसी प्रवाह से किसी रेखा का दाल नाया जाता है। 
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बित्र ९०--ढिसो छ्पासित्रीय रेखा को डाल माइत!। 


अतः प्रवाह + 
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नम के काखा डि 
इन चारों आइतियो में अनुपात ््ि के मान पर विचार कीजिए | जितना 


इसका मान अधिक होगा उतनी ही रेखा का गा 'खड़ी' दिखाई पड़ेगी । और जितना 
ही उक्त अनुपात का मान घटता जायगा, उतनी ही रेखा का गा 'पडी' दिखाई पडेयो । 

पृष्ठ ३५८ पर बंरो के अवकल तिमुज में हम फा वो पा के समीप लेते चले 
जायेंगे । अनपात कमा के मान में परिवर्तन होत चला जायगा। जब फां, पा से 
अमिन्न हो जायगा, जीवा पा फा को सीमा स्थिति आ जायगी जिसमें वह विन्दु पा पर 
का रपर्शी बहछायगी । और उक्त अनुपात का सोसा मान इस स्पर्शी की ढाछ वी निरू- 
पित करेगा। 

अब मान छोजिए कि य, र दो प्रवाही राशियाँ है । हम इनकी यतियों को य, र 
से निरूपित करेंगे । अब मान लीजिए कि हम इन गतियो को एक अत्यल्प राशि ० से 
गुणा करते है। तो 





अब एक समीकरण 


यो -बः प'+ क थे २-२७० (७) 
छीडिए। 


अत्यल्प समय में ये, र में क्रमशः यं०, रं० की वृद्धि हुई। अतः राशियाँ य, र 
भमशः य+यं०, र+रं० हो ययीं। 

अतएव समीकरण () में य, र के रत पर य+यं ०, २+रं ० रणने से हमें 
प्राप्द होगा 

(प+ पं ०)-३६ (प+यं ०)+क (झ+पं ०) (र+९ *) 

-(र+२ं०)००, 

अर्थात यौ-क य"+क यर-र' 

करे य ये ०+३ेयय' ०+-यं' ० 

“+रेकयये ००४ ये ०१ 

कंकपरं०+कर्य ० र२+कर्यरं०' 

“7३ २९₹ं ०-३ र २ ०-२! ०७०० (४) 

(४) को (४) में से घटा बर ० से ऋाग देने पर 


३१६ साबित का इतिहास 


३पच-उ्यय नम ०. ३कथ मं-कर्य' ० 
"कमर क्पर-लकर्यर ०-3 २२.३ श्र 


अन-रें 0७० 
दुमने ० को एक मग्यस्प शामि मामा है। अतः दिन पर्दों में यह राधिंड 
दैगरा कोई घात आया है, ये सगर्य है । ऐसे परे की उपेश्षा करने मे, 
दे पा य-२ कप २ +क य रं+ क य॑ र-.३ र' रं>०. (४) 
पाठक देसेगे कि यदि हम समथ को मे में निस्यित करें और 
ताय बार 


साम + हे छाम रे 


छिसे तो आधुनिक ढग से (४) का अवकलन करने पर हमें समीकरण (9) ही 7 
होगा। हम यहाँ सष्डावशतन (३:प3| एस्‍लिक्ापंगघं००) और पृरशिः 
(० ए॥लचापंगंणा) के मजेतों के अत्तर का विचार रहीं कर रहे है। 


सोमा विधि 


जितने समय में प्रवाही राशि य बड़ कर य+ ० हो जाती है, उतने समय में री 
या बढ़ कर (य+०)% 

हो जाती है। 
द्विपद प्रमेय से इस व्यंजक का प्रसार करने से हमे 


बॉक्स ० य पक  सि१) घ७९ 


पे 
प्राप्त होता है। दम 

अतः जितने समय में राशि य में ० की बृद्धि होती है, उतने समय में राशिय # 
सप्य कट न्‍ 





सबण्य"- 


को वृद्धि होती है। इस दोनों वृद्धियों का अनुपात 
० 


2 नन्मम पनत 
सन्य प्फ्न्क्ा 6. 385 हक] 








& 4 
अर्थात्‌ ऊपयूनणक्षपज्ञा जज+++++ 
| व्येः बीफकफ्- # 777 %७७०५४ 


है। 
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अब यददि वृद्धि ० घून्य हो जाती है तो यह अनुपात 





१:सय 
हो जाता है। अतः 
राशिय का प्रवाह ॥4क्‍ 
राशिय का प्रवाह सय' 
आधुनिक मापा में हम बही है कि 


“राशि य* बा, य के प्रति, अवकल गुणाक या ' होता है। 
हमने उपरिछिलित प्रसार में वृद्धि के लिए चिह्न ० का प्रयोग केवल सुविधा 
के लिए किया है। इस चिह्न का अं 'सून्य' नही लगाना चाहिए। 


लिब्नीज्‌ 


गॉटक्रायड विलियम लिब्नीज (5000300 छगीए्यैक [शाआट) का जीवन 
बाल १६४६-१७१६ था। इसके पिताजी एक उच्च धराने के थे और नैतिक 
दर्शन के प्राप्यापक थे। इसके पुरखे तीन पीढ़ियों से जर्मंद्र सरकार की भौकरी 
करे आये थे। प्रारम्म में छिब्तीज़ कया प्रवेश छाइप्जिग (६,028) के एक 
रकूछ में कराया गया, किन्तु यह ६ वर्ष का ही था जब इसके पिता का देह।वसान हो 
गया। तब से इसकी शिक्षा स्वाध्याय द्वारा ही हुई। इसके दित। ने इसे बचपत से ही 
इतिहास ना शौक दिलाया था। आठ वर्ष की अवस्था में ही इसने लेंटिन मी सीख ली । 
१२ वर्ष को अवस्था में यह ग्रीक भाषा सीखने छगा और लेंटिन में पद्च रचना करने 
लगा। तत्पश्चात्‌ यह तर्क-शास्त्र के अध्ययन में लग गया और १५ वर्ष की अवस्था मे 
कानून को शिक्षा के छिए इसने लाइप्जिय विश्वविद्यालय मे नाम लिखा लिया। 
पहले दो वर्व तक तो छिब्नीड ने दर्शन का अध्ययन किया । सम्मवत, इन्ही 
दिनों इसका संसर्ग पूरदंगामी दिग्गजों की कृतियों से हुआ, जैसे कैपलर, गंलीलियों, 
बाईन, दः कार्ते | तव इसने गणित के अध्ययन का निश्चय किया । किस्थु 
इसकी गणितीय शिक्षा सुचार रुप से तमी आरम्म हुई जब कई वर्ष पश्चात्‌ 
“रस की पेरिस में हाइगे स से मेंट हुई | अग॒छे तीन वर्ष लिब्दीज़ ने कानून का अध्ययन 
क्रिया और १६६६ में डाक्टर की उपाधि छेते का प्रयतत किया | इसकी अल्पावस्था 
कै कारण इसे उक्त उपाधि सही मिल पायी। इसने झूँझल में आकर सदैव के लिए 
छाइप्डिग छोड दिया। उसी वर नूरैम्व्ग (िध्ाणाण्र्ठ) में इसे डाक्टर की 
उपाधि मिली | साथ ही इसे कानून के प्लाष्यापक को गदी भी सिल रही थी किल्दु 
इसने उसे अस्वीकार कर दिया। 


३६८ शित का इशिशल 





हि ॥ विलय इगो अख्यात्पा 
धमिय जि चच्ता या दे हेज इ्मनिह विएयों पर थे । इस 
हगाति फैंस गयी और इस सरकारी कौररी भी मित्र दस । 


विल्मीढ़ की प्रसिना बहुमुधी थी । इतिद्ृग, जानूत, साहि ३, पर्, ठई 
दर्गन--समी में इससे कमरे लम्पे दा पके है। इनके में पपेक़ सिपर में छट्म 





चित्र ९१--लिब्नीज (१६४६-१७०१६) 


 हीबर पब्लिकेटस, इन्वॉरिि टेट, न्युदॉइं-३०, पी बलुचा है,टी० र हुडक हत ' सॉसार 
हद शक मेंपेमेटिक्स' (९.७५ डॉलर ) से अजुणादिवा]ु 
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इतना महत्वपूर्ण हुआ है कि उसी से इसका नाम अमर हो जाता । इसीलिए कुछ लोग 
कही है कि लिब्नीज ने एक ही जीवन में अनेक जन्म मोग लिये । 

१६७२ में लिब्नीज की हाइगे स से भेंट हुई । कई वर्ष तक हाइग स ने लिब्वीजञ 
को गणित की शिक्षा दी इन्ही दिनों छिब्नीज ने एक परिकलन यन्त्र (02८० ब्धाह 
2४३८८) वनायां। पास्‍्कल के यन्त्र से तो बेवछ जोड़ना और घंटाना ही 
सम्मद था। लिब्तीज के यन्‍्त्र से गुणा, माग और वरगंमूलन वा भी समावेश था। 
१६७१ में यहू लन्दन गया जहूं इसने अपने यन्त्र वा प्रदर्शन क्या । यह रॉयछ सोसायटी 
का अधिसदत्य बता लिया गया । कुछ महीने पश्चात्‌ यह पेरिस छौटा और तमी से 
इसका उच्च गणित का अख्ययन आरम्म हुआ जिसकी पराकराप्ठा अबकछन गणित 
और समाकलत गणित में हुई । 


१६७६ में लिल्लीज हेनोवर (प्रशा०५८०) चला गया और फिर चालीस वर्ष 
तक वही ब्रन्स्विक (])ध75७7८८) परिवार की झेवा में रहा। यह उक्त परिवार 
के पुस्तवाछूय वा अध्यक्ष भी था। जीवन के अन्तिम दिन लिब्नीज के रोग शब्या पर 
कडे। इसकी मुत्यु पर विसी ने दो आंसू मी न बहाये । अन्तिम प्रयाण बेः समय इसके 
सचिव के अतिरिवत और कोई मी उपस्थित नहीं था। एक व्यवित ने आँखों देखा 
हाल लिखा है कि “लिब्नीज़ के अन्तिम सस्कार उसकी प्रतिप्ठा के अनुकूल मही 
हुए बरन्‌ ऐसे हुए जै मे किसी डबबत के हुआ करते है ।” 

डिब्नीज का एक महत्वपूर्ण आविष्वार यह है 

पट हक, मय । 
“्धातरे कि ७-८ बीना + -००००० 

इस श्रेणी का आविष्कार ग्रेयटी पहले ही कर चुका था। १६७३ में लिब्तीज़ 
ने एक और फल सिद्ध किया-- 


स्पयनच्च्य बो+ “८ यौ- पे थोक... 


इस श्रेणी को मी ग्रेयटी निकाल चुका था ! और अब्राहम शार्प (80ीशाओ 
$॥07) (१६५१-१७४२) ने इसी के प्रयोग से ७२ स्थानों तक रू का मान 
निकायछा था। जॉन मेशिव (]०छ )४गटा) (१६८०-१७५१) मे इसी श्रेणी 
से यह निष्कर्ष निकाला: 
कक 
फ्ि््स तन श हर 
र्४ 


बैज० संधि का इतिहास 


और इगरी सहावना मे १३०६ में १०० सवालों स# 5 क। मान विहाठा। १८३४: 
विनियय झकग ( ६६॥॥॥यता ५89/5) (१८१२-८२) ने मेमिन मूत्र के प्रये 
में हू का धान 3०3 स्यावी आज विकीचा। 


डा 


$॥१॥ भ४).॥70075 वफफ अत 47 आधाा5, ॥£प00 ६ ॥05- 
6.१780$, (३4॥. 39, ॥04८74$ #हा; ॥॥07700॥7/5 
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*) 4९६ टाबव, हक 03. 684. 
चित्र २२--लिब्नीश का कलन पर पहला अभिषत्र । 
( डोर पब्लिकेशंस, इन्कॉर्पो रेटेंड न्यूवॉ्कं-१०, वी अनुशय से टी रू इक इंव ए ग्रसाएर 


/ ,. ऑफ मेंथमेंटिक्स ( ६.७५ डॉलर 3 से अत्युत्पदित ।] 
५७३ में छिब्नीज ने वच्रों के क्षेत्रवलन पर एक अमिपत्र लिखा । उसने यह 


कलन और फहन सिद्धाम्त ३७१ 


प्रमेष प्रतियादित किया गया था---अबो लम्व्र और मुज के अल्पांध का आयत कोटि और 
उसके अल्पांश के आयत के बरादर होता है। साकेतिक भाषा में हम कहेंगे कि 

अ तोबर र तोर [॥9-४०ाणाओ२८७४--) 39] 

इस समीकरण से लिव्लीज यह निष्कर्ष निवालता है 

<अतोब 5 2 रतोर 

हमने यहू समीकरण आधुनिक सकरेनलिपि में लिखा है । लिब्नीज ने ४ के 
स्थान पर 'णाशा' का प्रयोय किया था जिसका अर्य है समस्त | दो वर्ष पश्चात्‌ 
उसने आशा के स्थान पर '$घशधाा4' का पहला वर्ण ' प्रयुकत किया और उसे 
विकृत करके यह रूप-- | दे दिया। 

लिब्नीज ने इस प्रमेय का प्रयोग किया कि उपरिलिखित समीकरण के दक्षिण 
पक्ष में शून्य से लेकर समस्त आयतों को जोडने से कोटि के वर्ग का आघा प्राप्त होता है । 
और इस प्रकार यह सूत्र निकाल लिया-- 


| र तारन- स्ज ध। 


लिब्नीज ने देखा कि सकलन का सकेन | फलन के घात को बढा देता है। अतः 
उसने सोचा कि इसका उल्टा प्रसर--अवकलछन - फलन के घात को घटा देया। इस लिए 
उच्टे प्रसर का सवेत उसने ॥0[#८८॥८८' का 6! रखा और इसे हर में रखा-- 


५ [ ., ) कह 
(52 /72: 
इसका कारण यह रहः होगा कि साधारणदवा माग द्वारा फलन का घाते घट 
आता है। दिस पराप्दुलिपि में ये सकेउ पहले पढुं प्रयुक्त हुए थे, २९ अनूबर 


१६७५ को लिखी हुई थी। अतः उक्त तारीख बलन वे इतिहास में चिरस्मरणीय 
रदेगो । 


डिब्तीड़ घीरे घीरे अपनी सरेवतिए में एरिकर्तत करता गया और डुछ समय 
परचात्‌ उसने 


ब् 
“व्वा के स्थान पर ४६ 


लिखना आरम्म कर दिया। बहुत दिनों तक वह यह नहीं समझता घा जि /0 ०7: 
और 4 (५)) में बदा अन्तर है। 


इ७र गणित का इतिहास 


१६७७ में छिब्तीज़ ने एक और अमिपत्र छिखा जिसमें अववलन के बुछ नियम 
दिये, जैसे फलनों के योग, वियोग, गुणा और भाग के । उक्त अमिपत्र में बुछ उद्यहरण 


भी दिये थे-- 


दस 8-2 शृ 

शा 5 के ४. ५ ८ 
आय ! 

कि । कँ 

ता झ्रतच-द्धर ! 


स्पष्ट है कि थे दोनो फल गलत हैं ॥ एक अन्य स्थान पर पिछले फल गा भर 
मान -- नह मी दिया या। 


छिब्नौड़ के ये आविष्कार लिखित रूप में १६७५-७७ में आ गये थे किलतु इता। 
प्रवाधन १६८४ और १६८६ में हुआ। न्यूटन ने अपने आविष्वार तीन पुल्लिशओं 
के रूप में १६६६, ७१ और ७६ में लिखे किन्तु उनका प्रकाशन त्रमशः १७११ १०१६ 
और १७०४ में हुआ। है 
१६९२ में न्यूटन रोग-ग्रस्त हो गया। उसकी मूख मिद गयी और विदा ने भी 
उसका साथ छोड़ दिया । अगले वर्ष जब दह रोगमुक्त हुआ तो उसने पहड़े एह” 
सुना कि यूरोप के महाद्वीप में लिब्तोड़ के कलन का प्रचार हो चुका है और सर कोर 
उसी को उसके आविष्कार वा श्रेय दे रहे हैं। इस प्रकार यूरोप भर इं्ेंग में प्राप- 
मित्रता वा विवाद! उठ खड़ा हुआ। न्यूटन के समर्यंत खुले आम वहने झगे कि विलार 
नें न्यूटन के गवेषणा कार्य की चोरी की है। यह सब को पता था कि डिब्तीज १६४) 
में हल्दन गया था ! और न्यूटन व्रवाह विधि' पर अपनी पहली पुहिलितरों को बे 


यह दर 
लिपि १६६६ में ही तैयार कर चुका था। अतः सोगों ने यह अनुमान कह 
टिब्लीज ने अउम्मात्‌ अथवा धोके में उतत पाण्टुछियि प्राप्त कर छी और उसमें हैं ह 





मामग्रा उदय छा। के 
गणित के इतिहास में इस ढंग के दिवाद का कोई द्रूगय उदाहरण डब्षताई 


ही मिदेा॥ पत्रों और पत्रिकाओं में अनेड छेख प्रवादित्र हुए और राएद गोगाररी 
से उस दिवाद पर अपनी प्रतिवेदन देते के लिए हुक विशेष समिति जिंशात ही 
अ्रत्विकेदना १७१२ में धरयशित हुई और उसे अपार वर इस्तीड बाएं से ४ हि 
कर दिश दि डिस्तीज ने बेईमानी की है। १८४६ में डी मॉल से उहा यश 
दुनरिबार डिया और डिम्तोड शो पिर्रोश टदयवा। 





कलन और फलन सिद्धान्त ३७३ 


स्यूटय और लिख्तीज़ वा पारस्परिक सम्बन्ध आरम्म में बहुत अच्छा था बल्कि 
दोनों एक दुसरे का आदर करते थे और घनिंष्ठ मित्र थे। किन्तु उपसिलिखित विवाद 
में उनमें कटुना आ गयी और वह एक दूसरे से कुनह करने छगे। इस प्रकार एक निराघार 
बात के वारण दो मित्र एक दूसरे से दृथरू हो गये। विवाद वे समस्त पक्षों पर विचार 
अरबे हम इन निष्कर्षों पर पहुँचते हैं-- 

(१) स्पूदन में कछम का आविप्वार लिब्नीज़ से कई बर्ष पहले किया । 

(२) यह सम्भव है कि लिब्तीज ने उड़ते उडते न्‍्यूटद के बाय का बृछ आभाग 
पा छिया हो । 

(३) जब लिब्नीज लन्दन गया, उगके न्यूटन की हस्तलिपि प्राप्त कर लेते वी 
सनिक भी सम्मावना मही है। 

(४) डिब्लीज्ञ को बाय प्रणाली न्यूटन की प्रवाह विधि से स्ंधा मिप्त है। 
दो विभिन्न मार्यों से दीनों एक ही स्थान पर पहुँच गये । 

(५) प्रशाशन में लिब्तोड न्यूटन से कई दर्ष पहले रहा। 

अंत, लिव्नीज़ पर चोरी बा आरोप छगाना मिस्पाचार है। गलन के भाविष्षार 
वा श्रेय न्यूटम और लिब्नीज दोनो को मिलना चाहिए । 


(६) पश्चिम में आधुनिक काल 
(सब्रहवों, अट्टाएहदों और उप्नोसवों शताब्दियोँ) 
बर्नोढी (8०77०ण!॥) परिवार 


अर्नोली परिवार बए इतिहास बह ही दिलष्ण रहा है तीन पीदियों में एक 
परिवार में नौ गशितश अयदा मौदिबोश हुए हे हिल में से गई बा बाय॑ तो अदमृत हुआ 
है। दिसी भी दिपय दे इतिहास में ऐसा जबलस्त उद्यहरण कद्िमाई से हो मिलेगा + 
इस नो में से घार की दतिया इधनो महत्वपूर्ण हुईं वि उन्हें पेटिस को विडान परिषद 
से दिदेशी रूदस्य निर्वाचित बर लिप आज सत्र उक्त परिवार वो सनन्‍्तठि में १३० 
बशजं बा! पठा चत पादा है जिनमें से अपिराश बडे झेपादी हुए हैं। इन्होंने शिप्त 
फिश्न छ्षो्री मे प्रमुषया प्राप्त बी है--विज्ञान, साहिल्‍्य, प्रधासन, बहा, कानून आदि। 
पेष स्पक्तियों में से भी एव भो ऐसा नही है डो झूपने ब्पदसाय में अनयद स्टा हो। 
ओर एर रिशेपशा यह भी है हि एस परिवार बे जो सइस्य एइणिच्ज हुए है उनमें से 
अध्िबाए ने पहले बोई अन्द ब्यइसाय अपदायो, और सत्यरचात्‌ दरशिग्दिवियों से 






रेज्ड गणित का इतिहास 
उन्हें गणित के क्षेत्र मे घकेल दिया! यूँ कहना चाहिए क्रि गणित उनके गठे 
गया। हम यहाँ उक्त परिवार की वंझाबली देते है-- 

निकोछ़त अग्रज (१६२३-१७०८) 
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जॉन ३... इतर... २ जेब | 
(१७४६-१८०७) (१७५१-१८३४) (१3५९-४९ 

बर्नीली परिवार १५८३ में एंष्टवर्प (७८०) से माग कर खिटगएश 
आया था। जह तक पता चछा है इस परिवार के सबसे पहले पूर्दज में ए ग्याशर 
की छड़की से विवाह किया था। तब से इस परिवार का व्यवसाय व्यापार ही ए 
गया जिसमें पीड़ो दर पीड़ी ये लोग पैसा कमाते गये। गशितौय परम्परा विशेतग े 
पुत्रों से आरम्म होती है जो स्वयं एक व्यापारी था। 

जेब्व (]7८09) १ अथवा जे (]2८4०७) १ (१९५४-(२९०५) ॥ 
पहले पमंश्रासत्र का अध्ययन किया हिल्तु इसकी अमिरवि गणित, मौतिरी और 
ज्यौतिष में थी। फ्राम, हॉ्ट्ग्ड, बेल्जियम और इंस्लेंगड वा चशद संगाहर !६८! 
में यह स्विट्इ रकंड लौटा और तद इसते बलने का अध्ययन आरस्त हिरण कर !६ है 
से जीदन पर्दन्त यहू बेमिल (05/८) में गधित हा ध्राष्यापर रहा। गि न 
पिता की ची होती तो दह धर्म प्रचारक हुआ होता । इसीडिए इसने आपने ॒े रत 
इस कहादत को अपतोया--“अपने दिताजों की इच्छा के विरद्ध में सिटारी है 
अध्ययन कर्गा। 

सन ऐो में जेरव का ढाई झहसस्‍्वेद्र्श रहा है-- 

( $ ) सम्माब्यशा सिदान्त 

३४ ) दं स्टेविक उपाबिय 

(५५) विदरण बनने (07८एॉफ तीं परडशामातता3) हु 

विद्रश बटन बा उद्यम खो शोडिटरी कर आदत है? पट हैं गिरा 
(टमर्ए25) तगर को जोक इसने रुरे दो टो दइापेद बगिर को ददटी रे 
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गयी थी जिसकी चौहद्दी वह दिन भर में जोद सके । प्रत्येक व्यक्ति अधिक से अधिक 
मूमि लेना चाहता था। अव प्रइन यह था कि कौन सी आकृति की नाली बनायी जाय 
कि उसके अन्दर अधिक से अधिक भूमि समा जाय ? गणितीय मापा में हम 
मों कहेंगे कि यदि परिमाप (?८छोए्रटा८टः ) दिया है तो कौन सी आकृति बनायी जाय 
जिसका क्षेत्रफल अधिक से अधिक हो ? इसे समपरिस-पोय ([509८एा76०7८) 
समस्या कहते है। जेकव ने इसे हल किया और इससे एक अधिक साविक फल मी 
दिकाला। गणित के विद्यार्थी जातते हैँ इस प्रश्न का उत्तर है 'वृत्त' यथपि इस प्रइन 
की पहप उपपत्ति देना सरल नही है। 

हम पिछले पन्नों में इस बात का उल्लेख कर चुके है कि चक्रज एक द्रुततमपात वक्त 
है। इस तय्य का पता कई गणितज्ञों ने एक साय लगाया था जिनमे जेक्ब १ और 
जॉन १ भी ये। द्रुततमपात समस्या से ही मिलती जुलती एक समस्या यह मी है-- 

“वह कौन सा यक्र है जिसके किसी भी विन्दु से सव से मीचे के बिन्दु तक गिरने 
में समान समय लगे ?” 

आश्ययं की वात है कि यह गुण भो चक्रज में ही है। अत चक्रज समकालबक 
(पथ0०ला०7०) भी है। 


जेकव ने रण्जुका और लघुगणकीय स्विल (.08भाफ्राश० 5072) के भी 
बहुत से गुण आविप्डृत किये। उबत सर्पिल का एक रोचक गुण यह है कि 'इसका 
केद्रज (५०]०५८) भी एक ऐसा ही सपिल होता है।' जेकब इस वक्र के इस 
गुण से इतना प्रमावित हुआ कि उसने यह निर्देश कर दिया कि “मेरी क्र पर यही 
संपिछ खोच दिया जाय और उसके नीचे लिख दिया जाय कि "मैं चोले बदल बदल 
बर बार वार आऊँगा ।! 'बनोली संख्याएं' जेकब के नाम से ही प्रसिद्ध है । 

जॉन (]०आ7) १ (१६६७-१७४८) को उसके पिता एक व्यापारी बताना 
चाहते थे। उसका स्वयं यह विचार था कि औषधि विज्ञान अयवा साहित्य का 
अध्ययन करे | अट्ठारह वर्ष की अवस्था में उसने एम० ए० की उपाधि प्राप्त वी 
किन्तु उसे झी धर ही पता चल गया कि उसका स्वषर्म गणितश्ञास्त्र था। १६९५ में 
बह ग्रोनिगन (6णाफंहुला) में गणित का प्राघ्यापक हुआ | १७०५ में जेकव 
३ की मृत्यु के पश्चात्‌ वह बेसिल में उसके स्थान पर नियुक्द हो गया । 

जोन भी अपने भाई जेकव से कम नही था। इसकी कृतियाँ मात्रा में तो जेकव 
के बिक अधिक ही रहो है । चक्षज और समकाछ वत्रों के अतिरिक्त इसने वई अम्य 
पकरणों पर छेखनी उठायी--दक्नों का चापकलन और क्षेत्रकलन, कोणों और चाएं 
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का बहुदिभाजन, अवकछ समीकरण । इतता ही नही, इसने गणित के अतिरिक्त कः 
अन्य विषयो में भी प्रतिमा दियायी है, जैसे ज्यौतिष, रसायन, मौतिकी, यान्तितरी 
चाक्षुपी और ज्वार भाटे के सिद्धान्त पर इसका कार्य महत्त्वपूर्ण रहा है। 

जॉन और जेकव में पटतो नही थी। जॉन स्वभाव से ही झगड़ाडू था। इतता ही 
नहीं, यह अपने माई की कृतियों में से चोरी करके अपने नाम से छाप दिया करता या। 
और उल्टा जेकब पर चोरी का आरोप छूगाया करता था। जॉन ईर्ष्यालु मी बा 
एक बार फ्रांस की ग्शितीय परिषद्‌ ने एक प्रुरस्कार की घोषणा की । जाते 
और उसका लड़का निकोलस (]५८०४७०५) ३ प्रतियोगिता में उतर पड़े। पुत्र को 
पुरस्कार मिल गया और पिता मुँह ताकता रह यया | झूंझल में आकर जॉन ने पुत्र को 
घर से निकाल दिया। 

१६९६ में जब जेकव ने अपनी समपरिमाप्रीय समस्या प्रकाशित की थी मर 
उस पर एक पुरस्कार देन की भी घोषणा की थी तो जॉन मे उसका हल निकाह कर 
जेंकव के पास भेजा था किन्तु जेकव ने उसे स्वीकार नही किया । 

इसमें सन्देह नही कि जॉन में अद्मुत मानसिक और द्यारीरिक शक्ति थो और द्ह्‌ 
अस्सी वर्ष की अवस्था तक बरावर कार्य में संलग्न रहा। आधुनिक अर्थ में पा्हपमं 
शब्द का प्रयोग सबसे पहले उसी ने किया था । उसने काह्पनिक राशि ए (४-६) 
की सहायता से कई वास्तविक फल निकाले, जैसे स्प क्ष के पदों में स्प सक्ष की अब रु 

निकोलस १ (१६६२-१७१६) मी जेकव का भाई ही या । इसने १६ वर्ष दी 
अवस्था में बेसिक से दर्शन में डाक्टर की उपाधि ली और बीस वर्ष वी अवस्था में 
कानून की उच्चतम उपाधि प्राप्त की । पहले यह कानून का प्राध्यापक हुआ और 
तत्पश्चात्‌ गणित का। न 

विकोलस १ का पुत्र निकोलस २ था जिसका जीवन काछ १६८७-१४ हर 
था। इसने भी वानूत में शिक्षा प्राप्त की और इसकी पहली पुस्तक का विधय पैर 
“कानूनी प्रकरणों में सम्भाव्यता // यह पहले पहुआ में गणित का प्राध्यापक हुआ बोर 
वत्परचात्‌ वेस्तिल में ) इसकी कृतियाँ ज्यामिति और अवकल समोकरणों पर हैं । 
इसने १७१३ में अपने ताऊ की एक पुस्तक का भी सम्पादत किया जिसता विरय 
सम्माव्यता था। 

निकोलस ३ जॉन १ का सबसे बड़ा पुत्र चा। इसका स्थितिकाल ६ हि 
१७२६ था। यह छीन वर्ष वर्न (८7०) में कानून का बआ्ध्यापक रहा। हे 
भौर इसका भाई डेनियेक (03८) प्रेद्रोग्राड (2८ध०हएम०) वी परिषद 
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गणित के प्राष्यापक नियुक्त हुए किन्तु नियुक्ति के आठ महीने पश्चात्‌ ही निकोलस की 
मृत्यु हो गयी । इसके कुछ अमिपत्र इसके पिता की कृतियों के अन्तर्गत ही प्रकाशित 
हुए हैं। 

डेनियेंठ १ (१७००-८२) निकोलस ३ का छोटा भाई था। इसके पिता ने इसे 
व्यापार में डालना चाहा किन्तु इस ने औपधि-विज्ञान का अध्ययन किया + ग्यारह 
वर्ष की अवस्था में ही इसने बड़े भाई से गणित की शिक्षा प्राप्त करमी आरम्म करे 
दो। यह बेच होते न होते गणितज्ञ बद गया। जैसा ऊपर लिखा जा चुका है, यह 
पहले पैद्रोग्राड में प्राष्यापक हुआ। १७३३ में यह बेसिल में शारीर (07720009) 
और वनस्पतिशास्त्र का प्राध्यापक नियुक्त हो गया और तत्पश्चात्‌ दर्शन का। इसकी 
गणितीय कृतियों के विषय कलन, अवकल समीकरण और सम्भाव्यता है। इसके 
अतिरिक्त प्रयोजित गणित और भौतिको में मी इसका कार्य महत्त्वपूर्ण रहा है। कुछ 
लोग तो इसे गणितीय मौतिको का जस्मदाता कहते है । 


डॉनियेल को पेरिस की परिषद से दस वार पारितोषिक मिला । दूसरों बार का 
पारितोपिक इसे और इसके पिता को मिलाकर दिया गया था। तीसरी बार के पारि- 
तोपिक का विषय ज्वार माटा था और वह इस को ऑयलर, मेबलॉरिन और एक अन्य 
प्रतियोगी के साथ दिया गया था । एक बार इसने बल समास्तर-चतुर्भुज' (?272९- 
)087थ॥ ०६ 07८03) का प्रदर्शन मी किया था । 

डॉनियेंड के विषय में डा० हटन (प्रणाणा ) ने दो रोचक घटनाओं का 
उल्हेष किया है जो ए]्रॉ0०क्ंत्य गाव १(०चृट्याआा<न ।८४००४०५ के 
१० २०५ पर प्रकाशित हुई है-- ५ 

(4) एक बार डेनियेल किसी अपरिचित विद्वान्‌ के साथ यात्रा कर रहा था । 
महयात्री इसको बातचीत से बहुत प्रभावित हुआ ।' उसने इसका नाम पूछा । इसने 
बहा “में हूं इनिर्येंल बर्नोला ।” अपरिचित समझा कि यह खिल्ली उड़ा रहा है, और 
बोला कि “और मैं हैं आइजक न्यूटन ।” 

इस घटता से पता चलता है कि डेनियेल की ख्याति कितनी फँल चुकी थी। 
_ (7) एक बार डेंनियेल प्रसिद्ध गणितज्ञ कोनिग (०28) (मृत्यु १७५७) 
के साथ भोजन कर रहा था। कोनिग ने बड़े गये से इसे अपना एक प्रश्व और उसका 
हैल बताया जो उसने बड़े परिश्रम से निकाला था । मोजन के उपरान्त जब दोनों 


जैहवा पीने छग्रे तब डनियेल ने उसको उक्त प्रइन का एक और हल दे दिया जो उसके 
हल से बदूकर था। 


४ शिचडच टचितजज++ 7 रा डिकशा जोन काल १७१०-१० 
फिशाश दिततु जुछ समर पश्चात्‌ वे 
फिपुनश सुश आर अन्न में पिठा 
पक शोर इदे मी तीन बार पे 







बे ज्पधोप्स्सोक्सिफिजत छा इचओ कया बनिपोत सनीकरणों, सम्माण 
शादी संदसलार सो ज्फलिज सम 
दोगे ने की वचन दुच शेचं॑टा २ शा डिच्ल्का- शोदक डाज १७५९-८९ था 
अपने करे हुई सतह शो ऐ शाम लक से स्टूके बाला रुप अध्ययन किया हि 
डप ऐें राप्ण धतथार एके २२० आल सकनथ शोरिलिरे के बादता लिया। 
शाश पेपए शरण ज७ कतरे-मे एुर श। इद झो़ पेट्रोबराड परिषद $ 
कशथ शो शिया बा सित ९५ शथ करे: कत्थ्साइल्‍व हे हरे दुइरे मे इसकी मृत्यु हो गयी। 
दु हो रफेक सरिएार में 2५ की बे स्‍लिच्क पुर है कि उन्होंने कोई प्रमुखत 
इाफ नए करे। शन पस् में मे शुद्ध के माप सो सेट है>+ 
(थे झन्रेज २ (६३६६-३६८३४)--वांचः ३ का दुयरा पुत्र । 
ईर) रिच्ूक ((२८२००ए४) (१३८२-१८६३)--डनि्येल रे का पुत्र 
३३) इच्टेश (७८८रु) (१८११-१८६३)--क्रिस्टफ का पुत्र। 
रिहेंटो (3ध०८४४) परिवार 
झेशोशे ऐं लेस्के रिक्‍्डी (20000 दिय्ा८०८० परःत्ट्यप) इटली का एक 
शदितक शा शिसिश्य जोइन का १६७६-१७५४ था। इसने पहुआ विश्वविद्यालय में 
पदिक्षा पररो जहाँ छे पह १६९६ में स्वातक हुआ । इसकी वडी रुयाति थी और सम 
बैज्ञानिर िपयों में लोय इसकी राय लिया करते थे। इसका नाम पैँट्रोग्राइ की परिपर 
की अध्यक्षता के लिए प्रस्तावित डिया गया विन्तु इसने इटली छोड़ता पनवगढ़ी 
किया, धतः अस्वीक्ार कर दिया। इसने कई विषयो पर अपनी लेखती उठायी, जैमे 
>> भैदकल समीकरण, भौतिकी, मापिकी, दर्शन । इसने न्यूटन के सिद्धान्तों वा मो 
» इसकी कृतियों का सम्पादन इसके लड़कों ने इस की मृत्यु के पर्वत 
«(७५८ में चार भागों में अकाशित किया । 
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रिकेंटी का नाम इस अवक्ल समीकरण से सम्बद्ध है- 
तार 
तय 
इस समीकरण पर जेकव बर्नोछी ने परिश्रम किया था। रिकटी ने इसकी कुछ 
विशिष्ट दशाओं के हल निकाछे। डेंनियेल बोली ने इसका पूर्ण रूप से साघन कर दिया। 
इस समीकरण के हल का पूरा विवरण इस लेख में मिलेगा>-- 
ल्‍. ए. व.. ठ|भ्रक्रेत : एफो०णमिप्गे एशा३०ा०णा$ (88) 
जैकोपो का द्वितीय पुत्र विन्सेस्‍्जों रिकेंटी ( ४:0०८४20 एव्व्यण) (१७०७- 
७५) भी एक गणितज्ञ धा। यह बोलोना के एक कॉलिज में प्राष्यापक था। ब्रिकोण- 
मिति में अतिपरवलोय फलनों ( प्र८०००॥८ ँप्ण०००७७ ) का प्रवेश सर्वे- 
प्रयम इसी ने किया था। इसके अतिरिक्त इसके प्रिय विषय थे--श्रेणियाँ, क्षेत्रफलन, 
अवकल समीकरण आदि। 
इसी परिवार के दो और गणितज्ञ उल्लेखनीय है: 
(१) जैकोपो का तृतीय पुत्र जियॉर्डनों रिकटी ( ठग वआा० परत ) 
(१७०९-९०); प्रिय विपय--ज्यामितिं, घत समीकरण, न्यूटोनी दर्शन । 
(॥) जैंकोपों का पांचवाँ पुत्र फ्रेंलेंस्को रिकेंटी ( ए:आ॥0९८० रांव्ष्य्प ) 
(१७१८-९१); प्रिय विषय--वास्तुइुला पर ज्यामिति का प्रयोग । 
रोजर कोद्स ([२०४८८ 0०६७७) (१६८२-१७१६ ) इंग्लेंप्ड के एक पादरी 
का पुत्र था। इसकी प्रारम्मिक शिक्षा रन्दत के सेण्ड वाल के स्कूल में हुई थी । 
तत्पश्चात्‌ यह केम्ब्रिज के ट्रिलिंटी कॉलिज में प्रविष्ट हुआ। केम्ब्रिज में १७०४ में 
ज्यौतिष की एक गद्दी वी स्थापना हुई थी। उक्त गद्दी पर सर्व प्रथम कोट्स की ह्दी 
नियुक्ति हुई, और वह भी २४ वर्ष वी अल्पावस्था में। डा० बेंण्टले ( था) ) 
के आग्रह पर कोट्स ने न्यूटन की प्रिन्सीपिया का इतरा संस्करण निकाला। अपने 
जीवन काल में तो कोद्स केवल दो अभिपत्र ही प्रकाशित कर सका। उसकी समस्त 
इृतियाँ उसकी मृत्यु के परचात्‌ उसके एक सम्बन्धी डा० रॉवर्ट स्मिय ( ० /श६ 
$णांतो ) ने प्रभाशित की । स्मिथ कोट्स का भाई रूमता था और ड्लेम्त्रिज की 
उपरिलिखित गही पर उसवा उत्तराधिकारी हुआ। उसवा जीवन काल १६८९५- 
१७६८ था। 
कोट्स की मृत्यु पर स्यूटन ने मह ठीवा बी थी--/यदि कोट्स जीवित रहता तो 
हमें कुछ बता जाता ।” इस से पता चलता है कि ब्यूटन कोट्स का बितना आदर 


ज्क+खरकगर । 
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करता था । कोट्स के संग्रह का नाम रखा गया था दहारमोनिया में हुऐ! 
(सिडफाणां4 कैटाउप्रवयणा। ) । ग्रन्य का यह नाम इस प्रमेय के कारण पड़ा 
उसमें समाविष्ट है-- 
यदि मू के मच्येन वुछ सदिश विज्याएँ ( रिबतेंश एल्ट०८८ ) सोरी म 
और उनमें से प्रत्येक पर एक विन्दु पा ऐसा लिया जाय कि 
4 ( १ हर दम १ ), 
मूप्रा सपौमूपा, मूप्रा, मूंग, पूषा,, 
सो पा का विन्दुप्ध ( 0८05 ) एक ऋजु रेखा होगो । 
कोट्स ने १७१० में यह सूत्र दिया धा-- 
रूपु (शोज क्ष+ए ज्या हे) चए क्षा, 
हिल्‍्तु यह प्रशाशित हुआ १७२२ में उसके संग्रह के अन्तत । 
इसी सूत्र से दः म्वादे ध्रमेय तिश्ख्य है. 
(जोज्‌ शा+ए झ्या क्ु)* »कोज्‌ सक्ष+ए ग्या सक्ष । 
यह प्रमेय द. स्वाप्रे ने १३३० में प्राशित तिया विल्तु १५९७ में 4: सारे ४ 
मूत्र दे घुत्ा बा हे 
३ (कोज गक्त-ए ग्था सक्ष) + है (कोजू सजशञ-7 स्था गश)* 
हर्ष । 
इसमे यह अनुमान होता है दि सम्मवक द' म्वाये को अपने श्रसेद हे [शरण 
१७०३ में हो हो गरा था। 
अपर ने १७४८ में बढ़ मृत्र दिया था-- 





(ए-४-॥) 





मं! 


इ१*+ ...ोज शकए उ्पा क्ष, 
विश्में इ -- १+१+-- ४0६77 
इस डे आसिरिक्त बरपर ने १२४८ में ही ये दूत भी दिये बै> 


जे बकवक 
कोज छ + न पट 5 
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रपष्ट है कि ये सूत्र मी बोट्स के सूत्र से तिकाले जा सरते है । 
गोदूस का एक अन्य प्रमेय बहुत प्रसिद्ध हो गया है-- 
मान छीजिए कि वा, सा, 
गा... ... विसी सम वहुमुज वेः 
प्तीर्ष है जो विसी वृत्त के अन्दर श्े 
अखलिखित है। मान छोजिए प्दा 
कि पा वृत्त के अन्दर अपवा 
गाहूर गोई बिन्दु है जो मूता 
पर रियत है। तो, यदि पृत्त वी 
विग्ण त है, और मूपा >य, तो 
पाबा.पा णा. पागा. ... से 
पृणन सच्दो तर 
«त"--प अथवा यौ-त, वित्र ९१-शोह्स दे एश प्रमेष वा बल | 
गदि दिस्दु पा क्रमशः बृत्त के अर्दर अपदा बादर रिपत हो 
इस प्रमेय वो 'दृत्त दा बोस पुरा (९०5 फफ्गृष्त0 लंच (पते) 
बहते है। 
शोटूस ने इस दक वा भो अप्ययत हिया दा-- 
क्तद (०-70 ॥ 
िखपा साम उसने लिटुझस ( [७७५ ) रखा था। 
यदि पाइव थोही देर पद रखें तो हम विशेष सॉस्टग (7४३८)०|३४ 
इम्प्हवेलाब्णा)) ( १६८२-१५१९ ) से औी विदशते घलें। एस बा डस्म इगई॑पड 
हे दसरेग (प॥णयौशण)८) शगए में टुभा पा। जुश या एज दर्ष वा दा तभी बेचर 
से एशशे आँखें जाती रही पी। नेहहीन अइप्पा मे ही इसने शोर, हदित और एदिा 
जा अप्यदन दिदा ॥ १३०७ में गह बेहिइश में सयूरोती सिडाल्त पर अप्टाणय बा 
बरने हरा ६ यह स्टिश्त (संभल) बा शिय या और १३११ थें एसी वे 
उदाम पर, बे गिविझ भो एजितर वो री पर आएड हे रशा। १35८ थे से करन 
हे क्षप१र वो उपायि मिलो और १३६६ में दह भरत गोशाइशी बा अपितदरद 
हे परा। 


ञ्या 


वर 


सो धसेंग ने एव रिबन घर३ ब३ अर दाकटए पृसदर था (शिए्ते आबद्टाश्वाश 
ओऐर इ'शशमपोए विश्यारँ कप झाष मे गो जा शर्त १ एश्द इरश वा दििष्द 
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इसने अपनी बीजगशित वी पुस्तक में दिया है जो इसकी मृत्यु के पदचात्‌ |3/० 
दो भागों में प्रकाशित हुई। 'त्रवाह विधि' पर इसका एक ग्रन्य १७५१ में प्रकाश्षिः 
हुआ। यों मी इसने स्यूटोनी मिद्धान्तों का ययेप्ट प्रचार जिया । 

बुक देलर ( 7700 3च्यंण ) (१६८५-१७३१) एक अंग्रेज गषितत 
था। इसकी शिक्षा वेम्ब्रिज में हुई । १७०८ में इसने दोलन केद्ध ((व्यए८ ० 
(050॥2009 ) की समस्या का हल निकाडा जो १७१४ में प्रकाशित हृआ। 
जॉन वर्नोली में उक्त आविष्कार में टेलर की प्रायमिक्ता स्वीकार नहीं वी है। 
१७१२ में देर रॉयल सोसायटी का अधिसदस्य निर्वाचित हुआ और चार वर्ष तक 
सोसायटी का सचिव भी रहा । १७१२ में हो यह उक्त समिति का भी सदस्य निवुकत 
हुआ छो कलन में न्यूटन अथवा लिब्नीज की प्रायमिकता सिद्ध करने के लिए बतावी 
गयी थी। 

१७१५ में टेलर ने एक अमिपत्र लिखा जिसमें यह प्रमेय दिया-- 


के (य+ट) >फ(य)+ट क/(ब)कुर/()+ुर(णे हा 


इसी फ़छ को आजकल टेलर श्रेणो ( ॥3)0 $0व7८ ) बहते हैं। कठन का 
प्रत्येक विद्यार्थी इस श्रेणी से मली मांति परिचित होता है। टेलर के समय से आज 
तक इसके बहुत से संझोषित रूप प्रस्तुत किये जा चुके हैं ! 
उसी अभिपत्र में टेलर ने उच्च गणित की एक नयी शाखा का श्री गणेश किया 
था; सान्‍्त अन्तर कल ( (.2'व्पॉक्त ० फ्ोट फेलिलात्क ) । ईतीं 
कम्पमान डोरी (७००४४ $फ्रंगछ) की गति निकालने में उक्त विषयवा 
भ्रयोग किया था। इस की अन्य इृतियों के विषय ये ये---मौतिकी, लघृगणव, दृष्टि 
साम्य ( ?८७9८८४४८ ) । छोग कहते है कि न्यूटन मौर कोट्स के पश्चात्‌ टडए 
ही इंग्लेंण्ड का ऐसा गणितज्ञ हुआ है जिसने वर्नोलियों से मुचैठा लिया। किल्यु इससे 
अभिश्यंजना श्वित की कमी थी । 
जेम्स स्टलिंग ( गाल अप ). ( १६६२-१७७० ) वी गिशा 
रठास्‍्यो. (679०७) और आऑवसफोर्ड (05079) में हुई। 8 राजनीति 
नारणों से इसे ऑवस्फ्रोई छोड़ना पड़ा और इसने वेंनिस (४धा८० ) में ब्राध्यवल 
स्वीकार कर छिया। वेंनिस में यह दस वर्ष रहा। इसकी न्यूटन और विश्ेतता 
बनोली से मित्रता थी। इसने १७१७ में घन वत्रों पर एक अभिषत्र लिखा । न्यूदन 
ऐसे वनों को बहुत्तर जातियों में विमवत किया या। वर्गीकरण के जो सिदधात्त न्यूदत 
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में स्थिर किये थे, उनके अनुसार इन वत्रो को ६ जातियाँ देने से रह गयी थी । स्टलिय 
ने इस कमी को पूरा कर दिया ॥ 
१७३० में स्टलिंग ने जनन्त श्रेणियो पर एक अभिपत्र लिखा जिसमें श्रेणियों के 


रूपान्तरों का विवेचल किया गया था। उक्त अभिपत्र का एक महत्त्वपूर्ण फल इस 
प्रकार है-- 





१ 5. 2१४० सा | 
हा सह 3. का एछ+१) (छ+२).. -.. --(छकस) 


इसके अतिरिक्त स्टिंग के दो अन्य सूत्र प्रसिद्ध हो गये है-- 


(() छूघु (स ! )5 (स+४) लघुस-स+ह लघु (२5) 
5] ब्‌ 

प्श्सा च्छ्क्षा ४ 

आर्नोछली संख्याएँ है । 


इस फल को स्टलिंग भ्रेणो ($४॥08 5८४८५) कहते है। 
इ 

(8) ।' [शक ) नाप रि कर बोर पु 

इस सूत्र को स्टलिंग अनन्तस्पर्ञों सूत्र (50708 है५0छ४०७० ए०एण॥एौ3 
कहते है। 

स्टलिग ने दो प्ररार की संख्याओ वा भी आविष्कार किया था जिन्हें स्टलि 
अच्याएँ ($प8 'पिष्या//(5) गहते है। स्थान के अभाव के कारण ह 
यहाँ उनका विवरण देने में असमर्थ है । 

कोलिन मेक्लॉरिन ((:0०ोगा 2४३०००४००) (१६९८-१७४६) स्कॉर्लप 
का एक गणितज्ञ घा। इसकी शिक्षा स्लासगो विश्वविद्यालय में हुई यी। बारह व 
मे अवस्था में इसे यूविडड कयी एक प्रति मिल गयी । दो चार दिन में हो इसने उसः 
$ भाग उदरस्थ कर लिये। पर्द्रह वर्ष जो अवरया में इसने एम० ए० की उर्पा 
प्राप्त को, उन्नीसदें वर्ष यह एंबडीन (#०लठेल्था) में गणित का प्राष्याप 
तियुक्तर हुआ और दकतौसकें दर्ये रॉयल सोसायदी रुर अधिसदश्य निर्वाचित हो यया। 
उसी दें इसका न्यूटन से परिदय हुआ और उसी दर्ष इसने अपनी पहली पुम्त 
प्रकाशित की । उक्त प्रन्ध में इसने न्यूटन दे बई प्रमेयो का विवास रिया और शाइः 
के जनन को विषि दी $ दो वर्ष पश्चात्‌ इसने उबत पुस्तक शा परिशिष्ट प्रजाहि 
जिया जिसमें यह रहस्‍्त्वपूर्ण प्रमेथ दिया-- 





जिम्ममें व, व, « 
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“यदि कोई बहुमुज इस प्रकार चछता है कि उसकी प्रत्येक मुजा सेव एक £ 
बिन्दु में से होकर जाती है ओर यदि, एक को छोड़ कर, उसके समस्त धीप का 
त्त, थ, द, . . .. . .. . घावों के वक्र बनाते हैं, तो स्वतन्त्र शोपे २ त थ द. . .. « पता 
एक वक बनायेगा। और यदि स्थिर बिन्दु एक ऋजु रेसा पर रियित हों तो वक 
घावतत थ द ....... .होगा।" 

ग्रह प्रभेय पास्कल के संगत प्रमेय का साविक रूप है। १७२४ में मेंहटॉलि' 
एक निवस्य पर फास की विज्ञान परिषद का पुरस्वार मिला । निदन्ध का रियर 
"बायो का आधात' (?८०एछंठ्य 6 छ०06) . १७२५ में स्यूटन की सधंलुति १ 
यह एूँ डिन्वरा (8990७7॥) विश्वविद्यालय में प्राष्यापक निपुतर् हुआ। 

१३४० में क्रांस की विज्ञान परिषद ने मक्शोरिन, ऑंयलछर और हनियेद ७ 
को मिला कर पुरस्कार दिया। मंतरछॉरित के तिवन्ध वा विषय था 'सशारश्। 
१३४२ में इसही प्रसिद्ध पुस्तर पृएदऑ+ट 0 िफरणा३ छपी । बा 
पुस्तक में मंवडॉरिल में ही सबमे पहले भूविष्द और अचििष्ठ बिल्युओं (/ै2पो॥: 
आते फैपयाब (00धाछ) का भेद निदालने वी दिपि दी और यह भी बवाश 
बत्रो के बहुदक विरु मिडाल (7॥००7% ० एप [णंग) में शा 
बचा महत्व है। 

१३४६ में जद विशोद्ियों ने ऐडिस्वटा पर अधिहार जगा डिया ते मोहतिं 
भाय कर दार्डपष् चडा गया । १३४६ में इसी मृत्यु हो गधी । 

मंकटारिन के बुछ आविश्कार बहूत प्रसिद हो गये हैं-- 

(४) टेंडर थरेज्ञी का समोपित रप-- हे हि 

हाय) के (०)*पक! (०)+क रे ४ (०) + हु (०): 


(४) संरजॉरिल का समाकद परीक्षण (व्व्टृस्स पता) जो आजा ०५ 








है! प्रत्पेद् डिदायों पता है। 

(४४) झहिवारिन व विमणणज (व॥6८याड ०६ कैमटेंआरंध) सिर 
सर्मीपरच थक है-- 

(इ-य) २-4 (३ड*+व). 

अब तगए म्ख नक्यारेसाा। 

ऑपजर के मदन करे है छ बटताओं डट टत्टेस हन बी रदजिय है 4१९: 
रूर बह हूं। दाद हुए फणत लिदात्त डे मस्बत्व में मेँ अहिशएवा नाव हि 


दरद है 
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यह उसके वार्ये के प्रति अनादर होगा | ऑयलर के मस्तिष्क में इतने विचार 
चुब़कर काटते रहते थे कि वह उन्हें कठिनाई से ही समाल्ल पाता था। वह 
एक के बाद एक अभिपत्र छिखता हो 
रहता था और उसको मेज पर गवे- 
पणापत्रो का ढेर ऊँचा होता चछा जाता 
था। लोग तो यहाँ तक कहते है कि 
उसके घर पर आधघे घण्टे के अन्तर पर 
जो मोजन की दो घण्टियाँ वजा करती 
थी, कभी कमी उतने ही समय में वह्‌ 
एक अभिपत्र तैयार कर लिया करता 
शा। जब कमी गणितीय॑ पत्रिकाओं के 
सम्पादकों को छापने के लिए अमिपत्रों 
की आवश्यकता पड़ती थी, वह उसको 
मेज्ञ के देर में से ऊपर के दो एक वित्र--९४ सेंलॉरिन का जिभागज । 
अभिपत्र उठा लिया करते थे। इसका ( इल्साइक्लोपीदिया जि्ेनिका से ) 
परिणाम यह होता था क्लि पिछले पत्र पड़े रह जाते थे और अगले पत्र छप 
जाते थे जिनमें पिछले पत्रों को हृतियो का उल्लेख होता था! एक बार अनुमान 
छगाया गया था कि यदि ऑॉयलर के समस्त कार्य को प्रवाशित किया जाय तो बड़े 
आकार के सत्तर अस्मी प्रन्थो से कम नहीं होगे। १९०९ के द्रष्य में इसका व्यय 
<०,००० डालर ब्वैठवा या ( किन्तु इसके पश्चात्‌ लेनिन्ध्राड (१.८08730) में 
ऑयलर पी हस्तलिपियों का एक और देर उपलब्ध हो गया। दब तो प्रशाशरो 
कै उत्साह पर तुपार प्रात हो गया ! 

१७५५ में ऑयलर वा अवशलन गणित पर एच प्रन्थ निकला और १७६८-७० में 
समारलन गणित पर। उक्त पुस्तकों में दोनों विषयो को उन समस्त बादो का साराश 
दिया गया था जो उस समय तक हात थी । इसके अतिरिक्त दई मौलिक अनुसत्धान 
भी थे, जैसे बीटा और गामा फटन ॥ विचरण कलन पर भी ऑपलर वा बाय बहुत 
महत्त्वपूर्ण रहा है। उक्त विषय थें इसने ज्यामितीय विधि जग प्रयोग विया है 
जिससे बहुत से प्रश्नों के हु सरलता से निरछ बाते है ३ 

संबेतलिपि के खषेत्र रें मी ऑरजर की देन बडो दिलक्षण रहो है। इसने तिमुझ 
के दोणो का निरूपण बड़े अक्षरों द्वारा और झुशओो झा निरुपय छोड़े अक्षरों दर 


करना आरप्प दिया । यो तो इस युदित का पेय इससे पटले झी एव शार रॉलियन 
र्ष 
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([२४४ॉ॥507) ने किया या। किन्तु उस घटना को छूगमग एक शताब्दी बीव चर 
थीं। उसका प्रचलन तमी हुआ जव यूरोप में बॉयलर ने और इंग्लेंटड में सिम्स 
(8ंग्र9507) मे उसे दुवारा आरम्म किया। विम्नलिखित विह्नों के प्रचडन क 
प्राथमिक श्रेय मी ऑयछर को ही है-- 


 («) (») ये के फलन के लिए 
| ६-१ के लिए 
#अ संकलन के लिए 
हे बिमुज के अर्थ परिमाप के लिए । 
इसके अतिरिवत 'ऑयलर संल्याएँ! आज जगत प्रसिद्ध हो गयी हैं। मात ढीजिए कि 
ब्युकोजू य८१+क, य+क, यॉ+क, य+--०-०-- 


तो इस एकात्म् में गुणांकों क,, क,, क,,. - - - -को ऑयलर संड्याएँ कहते हैं। 
ऑयलर के विषय में एक उपाख्यात उल्लेसनीय है। रूस की रानो बन्मा के 
कट्टरपन के कारण ऑयलर को सार्वजनिक कार्यों से हाथ खोंचना पड़ा। है७४९० मे 
अन्ना का देहान्त हो गया । तव ऑयलर को जर्मनी के राजा फ्ैंडरिक महात्‌ गे बुठा 
लिया । जब ऑयलर बलिन पहुंचा तो प्रशा की रानी ने उसे अपना हपापात्न बनाता 
चाहा । वह ऑयलर से वात करती थीं तो ऑयलर केवल हाँ, हूं' में उत्तर दे देश धा। 
रानी ने कहा कि “आश्चयें है कि इतता वडा विद्वान इतना चुप्पा बौर मैठता है।” 
ओऑयहलर ने उत्तर दिया कि “महारानी जी, इसका कारण यह है कि जिस देश से में 
आया हूँ, वहाँ बोलने के कारण ही छोगों को फाँसो पर चढ़ा दिया दाता है।" 2 
लगे हाथों दो पब्द टॉमस सिम्सन (पर्याय आंगफ़छय) के दिप में 
भी कहते चलें । यह इंग्लें्ड का निवासी था और इसका जीवन-काल १७१०-६१ 
था। इसके पिता इसे जुलाहा बनाना चाहते थे किन्तु इसकी रुचि गधित में घो। 
इसी बात पर इसकी पिता से कहा सुनी होती थी जिसका परिणाम यह तिकठा ड्ियह 
घर छोड़ कर भाग गया ! इसके हाथ अंकगणित और बीजयशित वी एक पुस्तक 
लग गयी जिसे इसने स्वयं पड़ता आरम्भ किया। यह एक स्वशिक्षित स्यक्ति पा हिखु 
इसमें असाधारण प्रतिमा थी। वर्षों यह लन्दन में ग़ररीवी से लड़ता रहा। १३४ 
यह ऊल्विच ((ए०० छल) की सैनिक परिषद में गणित का ग्रास्यापक निदृ्ि 
हुआ॥ १७४५ में रॉयल सोसायटी ने इसे अपना अधिसइस्य निर्वाचित कर विदा 
सिम्सन ने कई पायूय पुस्तकें और बुत से अमिपत्र प्रदाशित डिये। इसके 
प्रिय विषय थे--बीजगणित, सम्माब्यता, कलत, विकोशमिति 4 यह बीजबर्शितीय 
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- समीकरणो का हल अनन्त श्रेणियों द्वारा निकाछता था। न्यूटन की प्रवाह विधि पर 
इसने दो पुस्तकें लिखी ह जो त्रमश', १७३७ और १७५० में प्रकाशित हुईं। १७४८ 
में इसकी “व्रिकोणमिति' छपी जिसमें इन दो सूत्रों की बहुत सुन्दर उपपत्तियाँ दी गयी 
थी जो समतल त्रिमुजो पर लागू हे- 

(क+ख) :ग 5 कोजू ३ (बा-खा) : ज्या ६ गा, 

(क-ख) : ग॒ रू ज्या $ (का-खा) . कोजू इ गा । 

क्लेंरों परिवार 

जीन बेप्टिस्ट क्‍्लेंरो ([८७४ 8296 (.श्राशा।) पेरिस में गणित क 
अध्यायक था। इसके जीवन काल का ढीक-ठीक पता नही है कि इक निषिचत 
है कि इसकी मृत्यु १७६५ में हुई । इसने ज्यामिति पर तीन अभिपत्र लिखे ये 

जीन बंप्टिस्ट कलेंरो का एक पुत्र ऐलैक्सिस क्लॉड क्‍्लेरों (8]९05 (800 
(।॥४ग्णा) था जो इस परिवार का एक प्रमुख सदस्य हुआ है। इसका जन्म पेरिस 
में १७१३ में और मृत्यु मी पेरिस में ही १७६५ में हुई | इसमें विलक्षण प्रतिमा थी 
दस वर्ष की अवस्था में ही यह उच्च गणित की पुस्तकें पढ़ने लगा और थधारह्‌ धर्ष क॑ 
अवस्था में इसने फ्रास को परिषद्‌ में अपना एक अभिपत्र पढ़ा जिस में चार वर्क 
के गुणों का वर्णन था जिनका इसने स्वयं आविप्कार किया था। १७२९ में, १६ व 
की अवस्था में, इसने द्विक बक्रता वक्ों (७४४८४ ०६ 700फ८ (एएकऑप' 
पर एक एकवन्ध (१(०४००४:०७॥) लिखा जिसके फलस्थरूप अदूठारह धर्ष के 
अल्पावस्था में ही यह फ्रास को परिषद्‌ का सदस्य बना लिया गया । १७३६ में य। 
एक आयोग के साथ छोप्ले्ड गया जो याम्योत्तर (४शप्रढ॑८) के एक 
(0०६८८) को नापने के लिए मेजा गया था। १७४३ में इसने पृथ्वी की आकृति 
पर एक पुम्तक प्रकाशित की जिसमें गुरुत्वाकर्पंण पर एक महत्वपूर्ण प्रमेय दिया गय 
था। उक्त प्रमेय अब “बलेंरो प्रमेष' के नाम से प्रसिद्ध हो गया है। १७५० में इसः 
चब्धमा पर एक निवन्ध लिखा जिस पर पेंद्रोग्राड को परिषद्‌ ने इसे एक पुरस्का 
दिया। १७५९ में इसने हेलो घूमकेतु (|गी८०७ 0०एा८८ ) पर भी महत्त्वपू 
गवेपणा कार्य किया है । 

बलेरो का कार्य शुद्ध और प्रयोजित --दोनो प्रदार के गणित में विलक्षण रह 
है। शुद्ध यणित में इसके प्रिय विषय थे--ज्यामिति, बोजग्णित, कलन, अवकर 
समीकरण | एक अवकल समीकरण तो इसो के नाम से प्रसिद्ध हो गया है -- 


तार कै: है 
जज कस. ा 
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ऐड किसस का एक माई या जो केवल सोलह वर्ष (१७१६-३२) जोडित रहा 
यह बालक बड़ा ही होनहार था। चौदह वर्ष को अवस्था में इसने ज्यामित्रि प 
एक अभिप्रत्र छिखा और पद्धहवें वर्ष एक पुस्तक तैयार कर दो जो १७३६: 
प्रकाशित हुई । 
जोन ल रॉन्‍न्द डि लेम्बर्ट ([८४४,० २००३ 70" #क्षाफदा) (१७१७-८१ 
एक फ्रासीसोी गणितज्ञ और दाशंनिक या । यह जीन छ रॉन्‍्द के गरिएजा के समी 
असह्ाय अवस्था में पाया गया था। बाद को पता चला हि यह अपने मात्रा पिता वे 
अवैध सन्तान था। एक अन्य दम्पति ने इसका छालन-पालन हिया । इस (| 
चुप्र चाप इसका व्यय दिया करता था। 
बॉलिज छोड़ने पर यह अपनी धाप्रेय माता के घर छौट आया और तोम दे तर 
यहीं पर रहा। इसने क्रानून का अध्ययन डिया था किन्तु इसने उक्त ब्यशगाष डों 
अपनाया नहीं । तब इसने औषधि-विज्ञान में रवि दिलायी हिलु एक वर्ष के मदर 
ही उसमे भी छोड़कर गशित के अध्ययन में संलग्न हो गया । इसने फास जी शिशात 
सिपिर में कई अमियत्र मेंजे जिसके फठ रवशय १७४१ में यह उतत सरपा का सझर 
है गया । तहरचात्‌ इसमे प्रयोजित गणित पर कई अमिपत्र ठिगे। (३४२ में 
इसने गठिविज्ञानके उस सिद्धान्त का प्रतिपादन डिया जो आजकल 'हि छैस्गई तिल 
हे नाम से प्रसिद्ध है। १७४७ में इगक़ी एक पुस्तक अ्रकाशित हुई जिगहा विवा भा 
आशिक अल्तर कलन (0/ट्एफ रण एस्सांगे एक्‍िलात्त)५ १०६३ में 
बहित गया। इसे वडित प्रिय को अध्यक्ष बताते का अ्परते किया गया हिखु 
इसते अस्वीजार कर दिया । सत्यश्वात्‌ इसके कई अन्य प्रस्प प्रद्मशित हुए ।/ (3 
विधय घे--काएों की गति, पृष्दी को चूरी, दोटित होरिएाँ आदि! १२४६ मार 
इ८ में बलित परिय्‌ को पत्र में इसले समाझछत गशित पर डई अधिक 
ब्रद्मशित हियरे जो बहुत महख्वपूर्ण थे। इसट़े कई छेख मबइख समीशरणी पर मो हा 
हिलेस्ट डे महपोग में डिक्रेस्म्ट ने एड विशेष का सशादव हिगयर। हि 
इस्प के पके दो मायों के दिए तो इसते कई साहिटियद झेल हिसे है दिशु 67 
आदी में इसरो देत दखितोय हो रही है। देसडे मविरितत इसी एटा 
दर्संत पर (१३५९) और एच संगीत वर (१३०९) मी वद्याशित हुई है। 
हि छेस्डर को शो इन बर विदश्यरी रहता कड़ा कपोहि इस हे सोइत गत ४ 
रेहे। जवान के हेोसरे पहर में इसहा परिचय इुमारों लेंस्वितस [ प्दगमाद) है 
ू १३२६८ में जब रशू रोगइस्त हूड लक उससे इंसही बट हित ईी। 


होर बडा बात 
बहू टो इस रो डेइड हुड़ बलिप्ट मिद दी सरहकी थी हिल्नु टैकाजरीजक [7 | हर 
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उसके प्रति डि छेम्वर्ट की मावनाएँ और भी गहरी थी । वर्षों दोनों एक ही मकान में 
रहे । १७७६ में उसको मृत्यु से डि छेम्वर्ट को गहरा घक्‍्का छगा। यो तो यह्‌ 
अपना दैनिक कार्य करता रहा और इसले अध्ययन, लेखन मी नही छोड़ा किन्तु फिर 
पहले जैसी बात कमी आयी नहीं। १७८३ में इसका स्वर्गंवास हो गया । 

पियर साइमन लॉप्लास (शिला८ $छाणा [,3ए72०८) (१७४४९-१८२७) एक 
फ्रांसीसी गणितज्ञ और ज्यौतिषी था । इसके पिता एक छोटे से किसान थे, अतः इसकी 
शिक्षा पड़ोसियों की कृपा पर आधृत हुई। यह अपने जन्मस्थान बीमाँण्ड (9040- 





जलितर--९५ खेंप्लास (१७९४-१८२७) 
[फतय मैसेटटिय बी बजुद से चोटेदस म्देक रनिरेप्ट मे पेटटारिदय' मे मरयुदाािव] 
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ग्गेएगा) के बैनिक स्कूल में प्रविष्ट हुआ और तत्यशचात्‌ वहीं पर गयित का अध्यक् 
नियुक्त हो गया। १७६७ में यह कुछ संस्तुति पत्र छेकर डि छेम्वर्ट से मिद्या उक्त 
पत्ों का तो कोई प्रमाव नही पडा किल्तु जब इसने यान्त्रिकी पर एक लेख दिवकर 
डि छेम्वर्ट को दिया तो उसको कहना पड़ा कि “तुम्हें किसो सस्तुति की आवश्यकता 
नही थी। मैं अवश्य तुम्हारी सहायता करूँगा” अस्लु, डि हेस्वर्ट ने इसे पेलिल में 
नियुक्त करा दिया। 

लॉप्छास को विपलेषण पर बड़ा अधिकार था और इसने उसके विद्धालों वां 
खग्रोल यास्त्रिकी पर प्रयोग करना आरम्भ कर दिया। इसने उक्त विध्रय पर कई 
अभिषत्र लिखे और इसमें और लेंग्रांज में एक प्रकार से अमिपत्र लेखन की होई टी 
लूग गयी। तत्पश्चात्‌ इसने पाँच भागों में अपना प्रसिद्ध प्रन्य लो गानों 
(2/६८०४ए४थ[ए८ (2८252) श्रकाशित किया । यह पुस्तक उक्त विषय में युग अर 
तंक सिद्ध हुई है। १७९६ में इसकी एक वन्य पुस्तक छपी जिसके अच्व में ज्योविय 
कर इतिहास दिया हुआ या जिसकी मूरि मूरि प्रशंसा हुई है। लेप्डास की नोहारिका 
परिकल्पना (७४ ँ7०४ं८अं5) मी इसी पुस्तक का एक अंग है। 

लप्लास के प्रमुख विषय तो ज्यौतिष और खगोल यात्विकी ही ये हिल झते 
एक पुस्तक सम्भाव्यता पर भी लिखी है। इसके अतिरिक्त इसने मूमिति (95०7८) 
अवकरू समीकरणों और कलत को मी अछूता नहीं छोड़ा है। इसकी समस्त हृवियाँ 
फ्रासीसी सरकार ने सात भागों में १८४३-४७ में प्रकाशित की । ततररवातू उ्ती 
दूसरा संस्करण १९१२ में चोदह भागों में छपरा । 

हॉप्छास की दॉली बड़ी ही परिसंहत (7८७८) थी । एक वार अवसर है 
ज्योतिषी नेयेंियक वाउडिच ()ए2वा्ल 8०एकीला) (१७०३-१८३८) मं 
इसकी दौली के विषय में कहा था कि “ढॉप्लास की लेखनी में जब कहीं पर मह द्प्डि 
गोचर होता है कि 'अतएव, यह स्पष्ट है कि. .... तो मैं समझ डेता हूं हि सिरे 
(७99) को मरने के लिए मुझे घण्टों माया पच्ची करनी पड़ेगी ।” 

यह अवकलछ समीकरण उप्लास के नाम से प्रसिद्ध हो गया है-- 

न भ्ब तर ; ;; ३3% 

इदी+ हत्त कक ०० (पहन फ्रेम पे “"] 

इस समीकरण जा गोलीय हरमिति (5.ग्धर्व्श म्रमगणगंत) मैं दर 
प्रयोग हीता है। पंत 

जीन पक जोजफ पझुरियर ([व्0 फेशडॉमिट तुमल कह 
(१७६८-१८३०) एक खांसीसो ग्रशिततञ या । महा वर्ष की अह्यावरता 
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अनाथ हो गया था। इसने ऑव्सेर (#एए्थ7८) के एक सैनिक स्कूल में शिक्षा 
पायी और फिर यह वही पर गणित का अध्यापक नियुक्त हो गया। कई वर्ष तक यह 
पेरिस की विमिन्न संस्थाओं में अध्यापक रहा और १७९८ में लेपोलियन (पिक्०- 
]00॥) के साथ मित्र गया । वही नेंपोछियन ने इसे एक प्रान्द का राज्यपाल बना 
दिया। भेंपोलियन ने फ़ास का प्रमाव क्षेत्र बढाने के लिए करो में एक सस्थान स्थापित 
किया। फ़ूरियर उसी संस्थान को अपने गणितीय अभिषत्र देने छगा। १८०१ में 
यह फ्रांस छौड आया । तत्पश्चातू इसे कई प्रकार की उपाधियाँ और सम्मान मिछे। 
१८१६ में यह पेरिस में जम कर रहने छगा और १८२२ में विज्ञान परिषद्‌ का 
सचिव हो यया । 

फूरियर का नाम दो बातों के लिए प्रसिद्ध है-- 

(3) इसका ग्रन्थ--ताप का वैश्लेपिक सिद्धान्त, जो १८२२ में प्रकाशित हुआ । 
इस पुस्तक में गणितीय भौतिकी का बड़ा व्यवस्यित इतिहास दिया गया है। 

(॥) एूरियर श्रेणी--फूरियर ने १८०७ में विज्ञान परिषद्‌ को एक अमिपत्र 
लिख कर दिया जिसमें यह कहा था कि “प्रायः कोई मी स्वेच्ड फलन एक तजिकोण- 
पिलीय श्रेणी के रूप में प्रसृूत किया जा सकता है।' इस बात से छेग्राज इतना स्वम्मित 
हुआ कि उसने कहा कि फूरियर का कथन असम्मव है। परिषद्‌ ने फूरियर को प्रोत्सा- 
हित करने के लिए घोषणा बी कि परिपद्‌ का १८१२ का पुरस्कार 'ताप संवहल' 
(0०7०४८परण ०६ ध८३५) पर ही दिपा जायगा जो फूरियर के उक्त अमिपत्र वा 
विषय था। फूरियर ने अपना लेख १८११ में परिषद्‌ के पास मेज दिया। सॉप्लास, 


लेंग्रांज और लेजाण्डू पंच नियुक्त हुए। इन्होने पुरस्कार तो फूरियर को दे दिया रिन्‍्यु 
उसके विश्छेषण और विधि की कड्टी आछोचना वी । अभिपत्र परिषद बी पत्रिदा में 
नहों छप सका । जद फूरियर स्वय उक्त परिषद्‌ का सचिव हुआ तब उसने अपना 
उक्त छेस परिषद्‌ की पत्रिशा में प्रवाशित रिया । 

फुरियर सिद्धाल के अनुसार, यदि फ (य) कोई फलन है जो बदुत हो ब्यापक 
शर्तों को पूरा करता है तो हम उसे इस रूप में विरूषित कर साते हैं 

फ (य) है ढ,,4-क, कोज्‌ य+क, कोजू २ य+- 

कंख, ज्या प+ख, म्पा २ प+. «० 

इस धेणी को फ (य) गो रियर भेणो बहने हैं 

इसमें सन्देद मही कि फ़ूरियर एक प्रतिमाशादी स्यर्तरि दा। बारह बर्च को 
अदस्था में यह पेरिस के गिरशा के अदिरारियों को उपदेश लिख कर दिया बरता 
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था और ये लोग अपने नाम से उन्ही उपदेशों के आधार पर श्रवचन किया करते ये। 
सेरह वर्ष को अवस्था में यह एक समस्या बना हुआ था--चंचद और बवाय। 
किन्तु गणित से पहला सम्पक होते हो दसका कायापछट हो यया। इसे अपना स्वर्य 
मिल गया। और फिर तो यह गणित के क्षेत्र में दिन पर दिन उन्नति हो करता 
गया । 
बहुत दिनों वाद आज गराउस की याद आयो है। इसके जोबन वी एक झटके 
हम ज्यामिति के अध्याय में दिखा चुके है ॥ इसक पिताजी में कोई प्रतिमा नहीं थो। 
वह तो यही चाहते थे क्रि उनका पुत्र मी मजदूर अथवा माली वन जाये और यदि 
उनकी चली होनी तो गाउस इमसे अधिक कुछ न हो पाता किन्तु इनकी माता ्दव 
इसका पक्ष लिया करती थी। इमीलिए गराउस को बपने पिता के प्रति कोई मना 
नहीं थी । गाउस की माता को पुत्र से बड़ी वडी आशाएँ थी । एक दित उसने गाउत तत 
के मित्र वोलिये से पूछा कि उसके विचार में गाउस बड़ा होकर बया होगा ! बोटिये 
ने उत्तर दिया “यूरोप का सबसे वड्टा गणितज्ञ !” और उसका पूवनुमात ठीक हे 
निकला ! ग 
शाउस के बचपन की कुछ घटनाएँ उल्लेखनीय हैं । इसके भकान के पास से एड 
नहर बहती थी । एक वार नहर में वहृत पाती मरा हुआ था । गाउस उसमें सेटते 
खेलते डूबने लगा । एक मडदूर उधर से जा रहा या जिसने इसकी जान बचायी। 
गराउस कठिनाई से तीन वर्ष का रहा होगा कि एक दिन इसके पिता मडदुरों रा 
साप्ताहिक हिसाव कर रहे थे । बच्चा घ्यान से सुन रहा था कि एकदम बोल उरी, 
“पहसाब में ग़लती है। द्वव्य इतना नहीं, इतना होना चाहिए 7” पिता ने दुबारा 
'हिसाव लगाया तो बच्चे का कथन टोक निकल / तीन वर्ष के वच्चे में इतनी अतिदा 





का उदाहरण बिरछे ही मिलेगा । 

सात वर्ष की अवस्था में ग्राउस एक स्वूल में प्रविष्ट हुआ। स्कूल प्रधात, 
च्यापक बटनर (प्लाव्य) बड़ा हृश था। वह वड़ी छूरता से अपने इसई शा 
अ्रयोग किया करता था। गाउस का दसवाँ वर्ष था कि एक दिन बदनर ने सात 2 
को जोड़ का एक प्रश्न दिया। ग्रस्त यह था-£ 

योग निकालो, 

<१२९७+८१४९५--८१६९३---- - - - २१०० पदों तक 

डन दिनो तक डिसो बच्चे से समान्तर खेंद्री शा नाम नो नहीं शक 
एवप॑ तो ऐसे प्रइतों का उत्तर सूत्र द्वारा निकाल लिया करता था । झड़  ढ बट 
प्राग्ा करदा था कि वह पूरे- १०० पद अछ्य अछय डिखेंगे और तद जोि/ रे 


सुना था । बदतर 
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दिनों स्कूलों में यह प्रथा थी कि जो लडका सबसे पहछे प्रश्न हूल कर लिया करता था 
बह तुरन्त अपनी स्लेट अध्यापक की से पर रख दिया करता था। तत्पश्चात्‌ जो 
छड़के प्रश् को निकालते जाते थे, वारी वारी से उस स्लेट पर अपनी स्लेटें रखते जाते 
थे । बटनर वे कठिनाई से प्रश्न बोल पाया था कि गाउस ने तुरन्त उसका उत्तर लिख- 
करस्लेट मेड्ध पर पटक दी । कोई भी अन्य विद्यार्थी पूरे घण्टे में भी उक्त प्रश्न को 
हल न कर पाया । ग्राउस का उत्तर ठीक निकला । उस दिन से बंटनर गाउस पर 
दयाऊु हो गया । उसने अपनी जेब से अकेगणित की एक पुस्तक गाउस को खरीद 
कर दी | गाउस के विपय में वह कहा करता था, “इस लछडके को मे और कुछ नहीं 
पढ़ां सकता ।/ 

गाउस नें जिस वस्तु पर हाथ रख दिया वह सोना हो गयी । इसकी प्रमुख रुचि 
तो अंकगणित में थी किन्तु चुम्बरत्व, ज्योतिष, भूमिति--समी क्षेत्रों में इसका कार्य 
यग्र प्रवर्तक रहा है! इसको सबसे प्रसिद्ध पुस्तक डिश्क्शोशोशनिप्त (00009 
प्रं०१८४) है जिसके सात विभाग है। 

उक्त पुस्तक के पहले तीन विभागों में संशेषता सिद्धान्त (॥]0079 
(णाहाण्टा८८5) का प्रतिपादन क्या गया है। विशेषकर इस संशेपता का 
विस्तासपू्वक विवेचद किया गया है-- 

याछक का (साप्राक १), 

जिसमें स, वा स्वेक्छ पूर्णाडू है और प कोई रूढ़ संहय ((सोग्रट गणार्फटा) । 

घौधे विभाग का विषय है वर्धात्मकू अवशेष सिद्ास्त (7009 ० (०००- 
7८ [र७आं4०९८४). वर्गात्मक च्युल़मता की पहली उपपत्ति इसी विभाग में दी 
गयी है। 

पाँचदें विभाग में डिवर्णक दर्गात्मक रूप (छिंगरझ) (ए७थतप्शधाट फिएशा0़) 
दिये गये हैं। इसो विभाग में आगे त्िवर्णक रुपो दा भी विवेचन है। 

छठे और सातवें विभागों में बोजगणितीद समोवरणों पर उपरिडिखित 
विदाल्दों का प्रयोग किया गया है। अन्तिम विभाग वे विषय में गयितज्ञ बहते है 
हि उममें गाउस से अपनी प्रतिमा को पराहाष्टा दिखादी है। 

डिस्तदोडोशनिस १८०१ में छद्मी थी और उसने गछितोद जगत्‌ में तहदका 
मचा दिया था। १८११ में याउस ने बंसिड (१७८४-१८४६) को अपना घेइलेवि 
फहन सिद्धान्त (॥00७ ही हैगॉपपेट सिमातप्रणा5) बचादा | यहि ग्राउस 
ने उक्त सिद्धान्त ों मो साईजनिक रूप में प्रराशित कर दिया होता को उसने 
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गणितीय संसार में एक दुसरा विप्छव मचा दिया होठा । किन्तु उक्त मृत्रदा 
बँसिछ तक ही सीमित रह गयी। है 


सम्मिथ राज्षियों (0०८८ गपिणग ८३५) का उल्लेख हम पहले कर चुके 
है। गाउस ने सिद्ध कर दिया कि पत्येक वीजगणितीय समीकरण के मूल इस प्रदार के 
होते है-- 

क+एख. (ए5४-३) 

गाउस ने एकरूप फलनों (एशिया #छए८ए००७) की परिनाषा तो दी ही । 
साथ ही यह भी बता दिया कि समस्त एकरूप फलन वैडलेपिक नहीं होते | वैसठे- 
पिकता के लिए उनका अवकलनीय भी होता आवश्यक है । अवकलनोयता की गाउस 
ने सन्तोपजनक परिभाषा दी है। 


मान लौजिए कि समतल् में कोई विन्दु (य, र) है। तो बःगेंप्ड चित्र (क्‍7/707 
7028 ए४४7) में हम याक्ष को वास्तविक अक्ष और राक्ष को काल्पनिक वक्ष कहँगे। 
इस भ्रकार वास्तविक क्षेत्र का विन्दु (य, र) सम्मिय क्षेत्र में बिन्दु (प+ए र) दंत 
जाता है । इसी राशि (य+ए र) को हम छ से निरूपित करते हैं । 
अव मान लीजिए कि ल” एक अन्य विन्दु है जो छ के समीप है, और फ (ल) 
कोई एकरूप फलन है। तो हम ल” पर इस फलन का मान निकाल कर मजवफल 
फ (ल“)--फ (ल) 
छा-लछ 
बनाते हैँ । 
अब मात छीजिए कि बिन्दु ल” विन्दु ल की ओर चलता है और अन्त में उद्मे 
अभिन्न हो जाता है। स्पष्ट है कि बिन्दु ल तक पहुँचने में वह अनन्त पदों में से विस 
एक का अवलम्वन कर सकता है। वह एक ऋजु रेखा, एक वृत्त, परदलपय अप 
कैसी अन्य वक द्वारा जा सकता है। अब प्रइत यह है कवि जद ल'-+ छ तवकया उपरि- 
लखित मजनफछ की कोई निरिचत, सान्‍्त सीमा होगी ? और यदि होगो ठोवरा 
हू सीमा ममस्त मार्गों के लिए अद्वितीय रहेगा ? यदि ऐसा हो ठो फन ८ (5) 
ये हम अवकलनीय कहेंगे । 
अन्त में, जो फ़लन एकरूर भी हो और बवकद॒तीय भी; उसे बरदेगि 
ढ्वे हैं। 
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सम्मिध अबकलन की ही माँति सम्मिश्र समाकलन (0०णाह्ञेलप छाव्ड्रागपंणा ) 
की नीव को भी गाउस ने 
पुष्ट कर दिया । हम यहाँ. रा 
ह्यूछ रूप से गाउस के 
सम्मिथ समाकलन की 


खा 
जो. १ 






््् 
परिमाषा देते है । + जद 
मान लोजिए कि फ(ल) कल ड् 
चर ले ( ए०४ंक ०2 ) रू, १५ 


का एक फलत है, और का खा 
एक सतत वक्त । वक्र को स मू च्च 
भागों में वाँटु दीजिए । मान ्‌ 
छीजिए कि विभाजन बिन्दु चित्र ९६--गाउस के संकर अवकल का वक़ | 
लछ,(ल्‍का), छ, ल,, ... ०० ल,_७ ल.,, ४. छ_७ ल॥ (खा) है। 
इनमें से वक्र के प्रत्येक टुकड़े ल,_, छ, पर कोई बिर्दु लि लेकर फ (लि) को 
भान नित्राल लीजिए । 
अब इस मान को संगत अन्तर (ल/--ल,_,) से गुणा करके यह योग प्राप्त 
कर लीजिए-- 
ट्न्न्स 
है फ (लि) (छ,-छ«.0)- 
ड्ल्न्र 
अब मान छीजिए हि वक्र के टुकड़ों की संस्या अनन्त हो जाती है, और उतमें से 
प्रत्येक बी लम्बाई घून्य वी ओर प्रदत्त होती है। तब हम सीमा 
ट्ल््स 
सी 5 फ (वि) (८-८) 
ब्लड, 
निवालते हैं। यदि यह सीमा निश्चित, सान्‍्त और अद्वितीय ([2८वथि0५, 8० 
शापे (94०८) हो दो उसके मान को फ (लू) वा रेदा रमाइछ (0९ ॥्व्ष्ष्ण) 
बहते हैं, और उसे इस अकार निरूएित बसे हैं-- 


है | फ (ल)ताल। 
शाखा 
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इसमें सन्देह नहीं कि गाउस की कृतियों से गणित का एक नया अध्याय आरम्भ 
होता है! लोग सुतथ्यता ([त्लंत्रणा) की महत्ता, परिभाषा वी आवश्यकता 
और उपपत्ति की परपता ( ९80७7) को समझने छगे । गाउस गशितत्ञ बही, 
गणितज्ञ सम्राट्‌ था। ससार में तीन ही गणितज्ञ हुए हैं जिन्होंने गणित के विषय को 
नयी प्रेरणा, नया जीवन, नयी प्रवृत्ति दी है--आकियें डीज, न्यूटन और गराउस | 
तीनों महान्‌ थे। इनमें से कौन सबसे वड़ा या, यह कहना हमारे बूते की बात नहीं है। 

दो झब्द हँने रॉन्स्की (0९7० ९४०7४ ८) के विषय में भी कह दें तो कया 
हानि है ? पो्ेंग्ड के उन्नीसवी शताब्दी के गणितन्नों में इसी का नाम उल्लेखनीय है। 
इसका जीवन काल १७७८-१८५३ था। यह निर्धन था किन्तु घुन का पक्का था। 
जीवन का अधिकांश इसने फ्रांस में व्यतीत किया। इसकी लेखन शैली आकर्षक नही ऐ, 
इसीलिए इसकी विश्येप रुयाति नही हुई । इसका नाम दो बातों के लिए प्रसिद्ध है-- 

() ग्रणितोय दर्शन पर इसके लेख। 

(४) सारणिकों पर इसका कार्य । इसने चार प्रकार के सारणिकों का विशेष 
रूप से अध्ययन किया या । उनमें से एक का नाम १८८१ में टॉमस म्योर (705 
(०7) ने रॉन्कियन (५/४०एर्न॑त॑आ0) रख दिया, और वही नाम प्रचलित हो 
गया । हम यहाँ तृतीय वर्ण के रॉन्स्कियन की परिभाषा देते हैं! 

मान लछोजिए कि फ,, फ, फ, चर य के तोन फलन हैं । तो सारणिक 


फे , पर 3 


फेक फटा 


ऐ इन फलनों का रॉन्स्कियन कहते हैं और इसे इस प्रकार लिखते हैं-- 
रो (फक फ७ फ,) 

गिस्ट छियोपोल्ड त्रेले (॥ए४प८७६.००कुर्ग१ ठःतो८) (१७८०-१८५५) 
7 जर्मन गणितज्ञ था । इसकी रुचि बटुमुखो थी और इसमें बड़ी संपदन शर्त यी। * 
वसाय से यह इंजीनियर था। इसमें कोई विशेष गणितीय प्रतिमा नहीं थी हिल 
ने गणित के प्रवर्तन के लिए बहुत परिश्रम किया । १८२८ में इसने उस प्रादिधिदद 
पान (ए८क्रांव्य उक्रपंतता:) को सेवा छोड़ दी जिसमें यह काम कला गा 
र सा्जनिक शिक्षा मस्त्रालय में नौकरी कर लौ। इसके जौवत जा प्रमुत गा 
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यह रहा है कि इसने एक गणितीय पत्रिका को स्थापना की जो आजतक क्रेंले जर्नेला 
(07ती८ ]एण्स्ण) के नाम से प्रसिद्ध है। इस योजना में आ्बेल, स्टेनर और 
जंकोवी ने इसे सहपोग दिया । वलिन-पॉल्सदेंम (छलग7-९०७४ंआ।) की योजना 
भी इसी ने बनायी थी । 

वर्नाई बॉल्जानो (फ्ेटलाशशर्ते छ029॥0) भी इस योग्य अवश्य था कि उस पर 
दो बाव्य लिखे जायें। इसका जीवन काल १७८१-१८४८ था। यह एक पादरी 
था और १५ वर्ष प्राय (2920८) में घर्म दर्शन का प्राष्यापक रहा। १८१६ में 
इसने द्विपद सूत्र (छांएठाांशे एणापपर्णौं3) की उपपत्ति दी और श्रेणी अभिसरण 
(0णाएथह०१८९० $८ए८४) का विवेचन किया । इसने सीमा और सातत्य के मावों 
का भी स्पप्टीकरण किया। यो तो इसने कई पुस्तकें छिखी किन्तु इसका तर्कशास्त्र 
सम्बन्धी ग्रन्थ बहुत प्रसिद्ध हो गया है। 


यदि पाठक उकतायें नही तो दो शब्द सिमियन डेंनिस पॉय्सो ($प्र९ेणा 
005 ९०0७5०॥) (१७८१-१८४० ) के विषय में भी कहते चलें। यह एक सिपाही 
का पुत्र था।. इसने पहले औपधि विज्ञान का और फिर गर्णित का अध्ययन किया । 
१७९८ में यह पेरिस के एक कॉलिज में मर्ती हुआ और लॉप्रॉज और लेप्लास के सम्पर्क 
में आया । यह ससर्ग इसके जीवन सर चला । अदूठारह वर्ष की अवस्था में इसने 
दो अभिपत्र लिखे, एक विलोपन विधि पर, दूसरा सान्त अन्तर के एक समीकरण 
पर। दूसरा लेख छषेजाण्ड्र को वहुत पसन्द आया । १८०६ में यह प्राष्यापक बना दिया 
गया । 

पॉयसों ने कुछ मिलाकर ३०० से अधिक छेख और अभिषत्र लिखे। इसने गणि- 
तीय भौतिकी पर कई पुस्तकें भी लिखनी आरम्म की किन्तु उन्हें पूरा न कर पाया । 
इसका गवेषणा कार्य मुख्यत- प्रयोजित गणित पर है। शुद्ध गणित में इसके छेख इन 
विपयो पर हैं--निशिचित समाकछ, फूरियर्‌ श्रेणी, सम्माव्यता, विचरण कछन, 
अवकल समीकरण । 

ऑगस्टिन लई कॉशी (8 ए९050॥ 7.0प६ (००एटए) (१७८९-१८५७) फ़ास 
का एक महान्‌ गणितज्ञ हुआ है। यह ६ माई बहिनो में सदसे बड़ा या। इसने पेरिस 
में शिक्षा पायी और कुछ दिलों इंजीनियरी का व्यवसाय किया। १८१३ में इसके 
स्वास्थ्य ने जवाद दे दिया और इसके पिताजी के मित्रों लेग्राज और छेप्लास ने इसे 
परामर्श दिया कि अब यह अपना जीवन गणित की सेवा में लुया दे। कोंशो का बचपन 
ऋत्ति के दिनो में दीठा । इसके पिता अपने परिवार को अपने पुरातन गाँव आ- 
इल (8:८एशौ) में छे आये। उसके पास साववो की कमी यो । उसने आधे 


डर गणित का इश्हास 


देद साक्‍र इच्चों का छाखन पालन किया। कॉँसी को बचरत में पेट भर मोगर हा 
हो टोडा रहा, इसीडिए जोवन मर उसहा रवास्थ्य असन्तोवजनक रहा । 


वि ९ 3 वो (ह३८९-१८९७) 
दे हिक्त पद टिया बरह दे + कट उन्होने ऋईवहय हूरतरें वध 
' और “(के दकपर बच्चर शा फिल्टा दिखारो । इस अहाह डलों ही मी 4 4 
है शक पद पर अचिवार ही या + आ्टटड में मटस दी मशटिग बी जटर 
शक को और लड़ एशायटक इ्वड़ (वा 5] (+७7०११०२ हा 
है डक दृरार हाय का जाम से कटिषय टूवा | जाय ने मी घट अत विश 











गदुए नें अजापरज हिजाब प्रा है। ४क उस कटी बडा किक है प करो 
सिहाड यू द बहू ११ # 77 
हैं झबाओा कह विस हर 











अऑटिखशन्‍क इटाफश (,४.८४ ८४८८२ ४ 
हे कशाज दावे हा बर क्ए 4४६ हि३7 कर उस 
औ४डकटन करना कटरा आऔ |; आह इर् टकट थे कर आारइई (//४7 





० 
एएा ह इल्डा बेटा डराएा अन्दर (ह #टबण ड़ हि बड़ इधर अली के 
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पर कॉशी के परीक्षण लगाये तो उन्हें अभिसारी (000एशए्टआं) पाया | तः 
उसने सन्तोप वी साँस छो । 

१८०७ में बड़े काशी पेरिस की परिषद्‌ के सचिव नियुक्त हुए । उनके काया 
लूय के ही एक कोने में तरुष काशी एक मेज वुर्सी लेकर बैठा रहता था । छेँग्राज उक्त 
का्यलिय में वहुघा आया करता था । इस प्रकार उसे काशी की गतिविधि का परिचय 
मिछा । वह काँशी से बहुत प्रमावित हुआ । एक दिन जब वहाँ मगर के प्रमुख नागरिक 
बैठे हुए थे, उसने कहा कि “कोने में बैठे हुए उस छड़के को देखते हो । एक दिन वह 
गणित की दौड़ में हम सवको पीछ छोड़ देगा । 

तैरह वर्ष की अवस्था में काशी ने स्कूछ में नाभ लिखाया । यह स्कूल भर में सबसे 
तेडे लड़का समझा जाता था ग्रीक, छेंटिन आदि प्रायः समी विपयो में प्रथम पारि: 
तोपिक इसो को मिला करता था। १८०५ में यह स्कूल से निकछा और १८१४ मे 
इजौनियर हो गया | कॉशी के अस्वाब में चार पुस्तकें रहा करती थी। छेप्लास की 
खगोल यान्त्रिकी,, छेँप्रांज का 'वैश्लेपिक फलन सिद्धान्त, एक पद्य की पुस्तक और 
एक घामिक ग्रन्य ! स्पष्ट है कि इतमें से एक मो पुस्तक उसके व्यवसाय से स्रम्वद् 
नही थी । किन्तु काशी की अभिरुचि तो गणित में ही थी । अतः उसे इजीनियरी का 
व्यवसाय छोड़ना ही पड़ा | तश्ण अवस्था में ही उसने लग्रांज की पुस्तक में कई ग़रल 
तियाँ निकाल डालो थी । 

१८१६ से १८३० तक कोंशी पेरिस के क्रमशः तीन स्थानों पर प्राध्यापक नियुक्त 
रहा। अन्त में अपनी घामिक स्वतन्त्रता के कारण इसे अपना पद छोड़ना पड़ा 
इसके लिए ट्यूरित (र७सं॥) विश्वविद्यालय में गणितीय मौतिकी को एक भयी 
गद्ठी का सर्व क्रिया गया । १८३८ में यह फ्रांस छौद आया और फ़िर पेरिस मे 
आध्यापक नियुक्त हो गया 8 

१८०५ में कॉशी ने ऐपोलोनियस के इस प्रश्व का हल विकाला--यदि तीन 
वृत्त दिये हो तो एक चौथा वृत्त किस प्रकार खीचा जाय जो उक्त तीनों बृत्तों को 
स्पर्श करे। 

पॉइन्सो (९०ग50:) (१७७७-१८५९) ने एक प्रश्न यह उठाया था-- 

“चार, छ', आठ, बारह, वीस फलकों (6४०८४) के सम बहुफलक ([२८!ए४। 
9०)॥९०४५) दो हात हैं ॥ क्या और कोई सम बहुफछक बदाना सम्भव है जिनके 
फलकें की संख्या इन संख्याओं से भिन्न हो?” 

कॉँधी ने १८११ में एक जमिपत्र द्वारा उक्त प्रसन का नकारात्मक उत्तर दिया | 

बहेफलको पर ऑयलर का यह प्रमेय प्रसिद्ध हैः- 
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“यदि किसी वहुफलक की कोरों, फलकों और झोर्पों को संख्या ऋ्मशः को, 
फ और झी होंतो 
को+२ - फज+झी 7 
वेरिस की विज्ञान परिषद्‌ ने एक वार घोषणा की कि जो कोई जोंवछर के उच्त 
प्रभेय की किसी महत्त्वपूर्ण दिश्या में पूर्ति करेया, उसे पारितोषिक दिया जायगा।' 
लग्राज ने कॉशी को प्रोत्याहित किया । काँशी ने १८११ में एक दूसरा अमिरत्र 
लिखा जिसमें उपरिलिखित प्रमेय का सार्वीकरण कर दिया । 
१८४५ के आस पास कॉँसी ने कई अमिपत्र लिखे जिनमें प्रतित्थापत सिद्धान्त 
(प४०णज रण $प्रधाएपण5) का व्यवस्थित रूप से श्रतिपादन किया गया पा | 
उक्त विपय आज ान्त संघ तिदान्त' (76०7 ० छोशो& 67005) के रुप 
में विकसित हो गया है। 
गणित को कॉशी की महत्तम देन कलन के क्षेत्र में हुई है। इस विषय पर बाग 
ने तीन ग्रन्थ लिखें-- 
(0) (०ए5 6" गाल हे ॥" हत्गंब एगजल्कामंवुण्व (82) 
(0) 7,० 0ग०ए० फेफिऑल्डंमा् (7823) 
(ध) 7,०८० 505 ]९ भुछॉल्यपरणा5 वैए (थेव्पों सिगिमिंसव्मंदार्ग 4 3 
8६०च्रार्टध्णा८ (7826-28) . 
बसी का सम्मिश्र समाकलन पर निम्नलिखित प्रमेय प्रसिद हो गया है. और 
शुद्ध गणित के प्रत्येक विद्यार्थी को इसे पढ़ना ही पड़ता है। 
“दि व कोई बन्द वक्र है, और फ (छ) एक फलन है जो इस वक दे मदर 
और ऊपर एकमानोय (079०-४४ ०८०) और वैश्लेपिक है तो 


। फ (ल) ता रू ०./ 
र हू आ 
इसे 'कांशी ब्रमेय (2०००७ प[ल्णात्णा) बहते हैं। यह अनेद सती मे 
स्यकत किया जा सकता है। हमने एक बहुत सरख रूप दिया है। 

कोँगी ने सीमा और सातत्य के मावों को मॉँजा और सेदारा और उतरी 
सहायता से बलन के रूप की निखारा | इसडे अतिरिक्त काँगी ने टैहर प्रसव 
बो पहली परप उपर दो । कॉधी ने उक्त प्रमेय में स परे बे परचातु हा शेप इस 
झूप में दिया है-- 
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जसमें क्ष एक ऐसी राशि है कि ०< क्ष < १. 

होप के इस रूप को करेंगी रुप कहते है| 

इसके अतिरिक्त चाक्षुपी और ग्रत्यात्थता (£350८09) में मी काशी का गवेषणा 
ए्य युग प्रवर्तेक रहा है । कॉशी को समस्त कृतियाँ २७ मागो में छपी है । 

यहाँ दो शब्द ज्योर्ज पीकोंक (5008० ?०४००थ८) (१७९१-१८५८) के 
वेषय में भी कह लें तो हमारी कोई हानि नही । इसने केम्ब्रिज के ट्रिनिदी कॉलिज 
मैं शिक्षा पायी और फिर वहीं पर प्राघ्यापक हो गया । १८३९ में यह एक गिरजा वा 
इच्चाधिकारी नियुक्त हुआ और बीस वर्ष तक उसी पद पर रहा। वीजगरणित में 
ए़ती विशेष रुचि थी। इसने 'तुल्प रुपों के चिरस्थायित्व के सिद्धान्त' (00८७५ 
णएल्पा्राला८६ ०६ ए१५७४एशैला 60 ध)5) वा प्रतिपादत किया । यह कदा- 
जित्‌ पहला व्यकित था जिसने बीजगणित के मूलमूत सिद्धान्तों का अध्ययन किया । 
हसके अतिरिक्त इसने “विश्लेषण को अर्थाचीन प्रगति! पर एक भ्रतिवेदन प्रवाशित 
जिया जो भहृत्वपूर्ण रहा है । झलन को इसकी देत यह रही कि इसते अदकल 
प्रकैतलिपि ([[थिलापं/ )ँ०९४७०) के प्रचलन में योग दिया। “अवदल 
गुणाक, निश्चित और अनिश्चित समावल"--इन ५दो का प्रयोग सर्वप्रयम लंत्रॉय 
(500०४) (१७६५-१८४३) ने अपने 'अवकछन, समावलन गणित! में किया था। 
छसके बलन सम्बन्धी एक छोटे प्रन्य वा पोकोंक ने अग्रेजी में अतुदाद क्तिया था। 

ऑल को तो हम ऐसा मूल ग्रये जैसे कोई महाजन से ऋण लेबर भूल जाता है ) 
डीजगरणित के अध्याय में हम इसके जीवन की कुछ घटनाओ का उल्लेस बर चुके है । 
हमने वहाँ वहा है कि आदेल ने अपने एक अमिपत्र में यह सिद्ध बर दिया वि साविक 
पंबपात समोकरण का कोई बीजगणितीय हल हो ही नहीं सकता । ऑल ने याउस 
हा नाम मुत रखा था। उसने गाउस को अपता अमिपत्र भेजा। जब याउस ने उसरा 
धोषेक पश हो यह कहरर रहो की टोवरी में फेक दिया कि “और घोहा सा ब्रा 
परसटओ धया 47 उमरी दिन से आल जो य्राउस से घृषा हो गयी। 

प्ेंढे उन्ही दिनों अपनी पत्रित्रा आरम्भ करने वाला या। अंबिल उससे मिलते 
दया चेके एक स्यापारिक स्कूल वा परीक्षक था $ वह समता कि आऑदेल मो कोई 
परीक्षार्थी है। जद जेल ने दताया कि वह उससे गणित दे विषय में मिलते आया 
है तो जे ने उससे पूछा कि उसने गण्त में किस क्सि इन्य का जप्ययच विया है। 
आरेल ने जले के एक अभिषत्र शा किया जो उन्हों दितो प्रशाधित हुआ था, 

३६ 


थे। (4-77 (क्र)! फ ॥। क+क्ष (ब-क) प 








ड्ग्र गणित का इतिहास 


और यह भी कह दिया कि उसमें कई ग्रलतियाँ थी ! केले ने तनिक नी कोष ने 
दिल्लाया वल्कि उससे उक्त च्रुटियों का ब्यौरा पूछने लगा । केले स्वयं कोई उस 
गणितन्ञ तो था नहीं ॥ वह आंबेल की वात पूरी तरह समझा ठो नहीं विलु उचे 4 
विश्वास हो गया कि उसे गुदड़ी में छाल मिल गया है। उसने तुरन्त निएचप मिः 

कि वह ऑ्बेल के लेख अपनो पत्रिका में प्रकाशित करेगा ! अठः उक्त पत्रिका: 
पहले तीन अक्रों में ऑर्देल के २२ लेख छपे 4 

केले ने ऑर्वेंल की बड़ी सहायता की। वह जहाँ भी जाता या; बॉदेल को ढाः 
ले जाता था । इस प्रकार त्रेले द्वारा उसका परिचय बढ़े बड़े यधितरों से हो या 
पेरिस में उसकी छेजाण्ड्र और कॉसी से भेंट हुई । इत दोतों ते उसरती पीठ ठोस 
किन्तु कभी उसकी महत्ता को नहीं समझा । जब कमी बॉदेल अपनी विसो इंठिकी 
उल्लेख उनके सम्मुख किया करना, दोनों अपनी ही डींग हांकते छमते थे हा 

विस्लेपण को भी आॉवल को देन महान्‌ रही है। दीर्घबूत्तीय फ़लनों पर आँबठ 
में कुछ वर्षों में इतता काम कर दिया जितना लेजाण्ड्र जीवन मर में न कद पद 
इसके अतिरिक्त कई विपय तो आँवेल के नाम से हू। प्रसिद्ध हो गये हैं । हम ग् 
उनके नाममात्र देते हैं। उनका विवरण देने का यहाँ स्थान नहीं है-< 

(3 ) बॉबिंल प्रमेय (89० प॥००प्टण ) 

(४ ) ऑरबेंली समाकल (49०४7 [7८.775) 

(४9) बॉबी संघ (89थ० 67००%) 

(४४) बॉबलो फलन (#&9व0ण छणा८पतण७) 

ऑर्बेट को गधितीय परपता का कितवा मान था, इसदा पता उस पत्रहे बहग 
है जो १८२६ में उसने अपने मित्र हॉम्वों (वर०७४/०८) को दिशा 

“यदि कोई यह कहे कि 

०5-१-२९-+३”--४+. - - - -« फ 

झिसमें स कोर्ट धन प्रूणोंक है, तो तुम इससे अधिक मूर्खतापूर्ण बात दी 
सडते हो ? सिलको 

“हिल्तु, गथित में क्दाबित्‌ ही कोर्द अनन्त थपी एसी होगो जियश 
परष रीति से तिकाछा गया हो ॥/ 

कार्दे गस्टव जेकव जेंकरोवी (0स] 60च०४ ]३८०४_३००४४, 
का जन्म पॉन्स्द्रेंम (20587 ), उमेनी, में हुआ था। इसे पिठा एफ पती महा रे 
थे । इसकी प्रारस्मिक शिश्ा इसके मामा जी देखरेख में! ई थी । १८२! मा 





कत्पता हर 


बोद हिती 





) (१८९४-५४ 


कलछन और फलन सिद्धान्त ०३ 


उलिन विश्वविद्यालय में प्रविष्ट हुआ । जेंड्रोदी को गणित के अतिरिक्त माप्रा- 
विज्ञान में मी रुचि थी और यदि इसने उबत विषय में अपना समय छगाया होता तो भी 
दृदाचत्‌ इतनों ही साम पैदा किया होता। 





चित्र ९८--जु शोशे (१८०४--५१) 


जेगोदी को पता नहीं था वि मेल सादिग १घपात ममोव रच शा बचमर 
विशाल अर) है। अतः उसने १८२० में उक्त झमीजरण पर दरिधम विद्या भौर 
मिद् विद्या वि शादिक समीररध इस रुप में दात्म झा सबदा है-- 

यो-१०फ'य न प, 

और इस झृमीजरणद बाग हल दृशम बात मे एुए अग्य समोवरद पर निर्र है 
शबोशे बे प्थान में यह नरीं आया शि शा दिब ६इपप सामेइ रण वो, इश्यडित्रोद 
सिध्ध से, मापन असम्भश है। 

१८२६ में झुपरोदो ने पो-एइ० शो» गो एप प्रा शो ।णगबय क्रय 
दि ॥८छ) आए फित्ो (0म्ंशें उम्ल्स॑प्फ) एस दा । ह्रदनय दोई डा 


डिग्ड गणित का इतिहास 


उच्च कोटि का नहीं था और उसमे यह पता नहीं चछता था कि उनका लेख 
एक दिन गणित के दिग्गजों में गिना जायग्रा | डावटरेट के साथ जेंकोबी ने शिक्ष 
की उपाधि भी छे छी | तत्पश्चात्‌ इसने वलिन विश्वविद्यालय में कंहन के प्रयोग 
पर व्याख्यान देना आरम्म किया । अपने व्याख्यानों में यह अपनी नदीनतम गवेधः 
दिया करता था। और अपने शिप्यों को अनुसन्धान कार्य के छिए प्रेरित किया करत 
था। इसका एक विद्यार्थी था जिसमें आत्म-विश्वास की कमी थी। वह सईव चाहत 
था कि “किसी समस्या पर स्वयं कार्य करने से पहले जितना कुछ मी कार्य उस पर आर 
तक हो चुका है, वह सब जाते लूँ ।” एक दिन जेंकोबी ने उसे इन झब्हों 
“म्दि तुम्हारे पिता ने यह आग्रह किया होता कि एक लड़की से विवाह करने से पहले 
वह संसार की समस्त लड़क्यों से परिचय प्राप्त कर छेंगे तो न उनका विवाह होगा 
न तुम उत्पन्न होते।” 
जेंकोबी जन्म से ही एक सफल अध्यापक था । इसने संख्या सिद्धान्त पर अपने 
कुछ फल प्रकाशित किये जो गाउस को इतने पसन्द आये कि उसने इसे तुरन्त सहायक 
अध्यापक नियुक्त करा दिया । जो छोग अध्यापन कार्य में इसके अग्रज थे, उत्हें बुर 
छगा किन्तु १८२९ में जब इसने दीर्घवृत्तीय फलनों पर अपना पहला ग्रन्थ प्रकराधित 
किया तब उन्ही छोगों ने कहां कि जेंकोदी की उप्नति में तनिक भी अन्याय नहीं 
हुआ है। 
१८४० में जेंकोबी पर आयिक संकट आ पड़ा। १८४२ में इसके स्वाहम्थ ते 
भी जवाब दे दिया। यह पाँच महीने रोम और नेपिल्स (२०४७) में छुट्टी पर 
रहा । जब यह वलिन छौटा तब इसे प्राध्यापकत्व तो दुवादा नही मिझा किल्ु राज 
विमाग से इसे भत्ता मिलने छगा 4 कुछ समय पश्चात्‌ बह राजनीति में पह़ गया । 
यह संसद के लिए खड्टा हुआ किन्तु निर्वाचित नहीं हुआ | इसका मत्ता भी बन्द हा 
गया किन्तु बुछ मित्रों की सहायता से कुछ समय पीछे दुवारा मिलने लूगा | 
जेंकोबी का कार्य गतिविज्ञान में भी बहुत महत्त्वपूर्ण रहा है । मेनन! कि 
(?४4धनाठाटा) में इसकी मेंट हँमिल्टन (विख्शी/णा) से हुई थी । इसे 
गरत्िविज्ञान की डोरी को वही से पकड़ लिया जहाँ पर हेंमिक्टन ने उसे छोड़ा था। 
आकर्षण सिद्धान्त पर मी इसने बहुत कार्य शिया और दीर्वृत्तीय और आऑबेटी फटनों 
का दीपंवृत्तजों (80/:50/05) के आकर्पेण पर प्रयोग डिया। ऑदेंदी फकनों 
दर इसका कार्य ढहुत मौछिक रहा है। यह फलत ऑर्थेछो समाहों के उमर 
(प्रश्छअं०ा) से उतसन्न द्वोता है। जेँतोवी ने इत फटनों का भी सावीडिय 
ड्या है। 














प्र 





कलन और फछन सिद्धान्त डण्ए 


बीजगणित के क्षेत्र में जेंक़ोदी का बाय बहुत उपयोगी रहा है। इसने सार्रणक 
मिद्ाच (प6ण7 रण 7 लल्‍्माआ7305) को बहुत सरल रूप दे दिया है। एक 
प्रकार का सारणिक तो इगो के नाम से प्रसिद्ध है जिसे जंकोंबियन (]2000८था) 
बहने है । हम यहाँ डिठीय क्रम (079८7) के जँक्रोवियन की परिमाषा देते है । 

मान छीज़िए कि घरों य, र के दो फलन प (य, र), फ (य, र) है। तो 
सारप्रिक 


ठप... तर 
तफ._वक 
तय॑ तर 


पर, फ का य, र के प्रति जेंकोबियन कहल्यता है, और इसे सक्षिप्त रूप में इस प्रकार 
ह (प, फ) 
हित है। त (य, र) 
अब यदि हम डिरिचले (१८०५-५९) क्ग उल्लेख नही करेंगे तो बात बनेगी 
नहीं। पीटर गस्टव लेज्यून डिरिचले (?लत्य 50४4४ .छुब्णा९ एमंव्९८) 
वा जन्म दूरैन (00ए0) में हुआ था। इसकी शिक्षा बौलोव (00०६०) 
में हुई घी। १८२२-२७ में यह निजी शिक्षक रहा, तत्वश्चात्‌ दैस्‍लाँ (7०83०) 
और विन में प्राघ्यापक रहा और १८५५ में गाउस के स्थान पर गर्टिगन में नियुक्त 
हैआ। १८३२ में यह वलिन परिषद्‌ का सदस्य हुआ और १८५४ में पेरिस परिषद्‌ 
भा विदेशी सदस्य ! ' 
.. डिरिचले के प्रिय विपय संख्या सिद्धान्त और वीजगणित थे । यो इसने सम्मिश 
संख्याओं, निशिचत समावलों और विभव (?०लापं)) पर भी अभिपत्र लिखे है । 
इसका पहला लेख फर्मा के समीकरण 
यकरनचछ 
'र था जिसमें इसने सिद्ध किया था कि स-५ के लिए यह समोकरण सत्य हो ही 
नही सक्‍ता। 
डिस्बिछे जीवन मर ग्राउस का अक्त रहा ) १८६२३ में इसका प्रसिद्ध ग्रन्य 
सस्या सिद्धान्त' (गा।लाफ्ररठपं८) छपा । इसमें बाउस के अनुसन्धानों का 
के 


ड०६ गणित का इतिहाय 


बहुत सुन्दर विवेचन किया गया है और बहुत से नये फल भी दिये यये है। सरिश 
राधियों पर डिरिचके का गव्ेपणा कार्य १८४१-४२ और ४६ में प्रशाधित डूबा 
इसके अतिरिक्त इसने फूरियर थ्रेजो को अनिसृति की परप उपपतति भी दी । 
डिर्बिले के नाम से तीन वातें प्रसिद हो गयी है-- 
(3) १८४० में डिरिचले ने एवं अमिपत्र लिखा था जिसमें संसया मिद्धारा ५ 
वैश्लेपिक फलन सिद्धान्त का प्रयोग करके दिखाया था। सर" प्रथम इसौ पत्र | 
डिरिबिठे ने इस श्रेणी 


१ 
राव ० (शा++)* 
उपानरत किया यथा। यों श्रेणी आज तक दिरियजे ग्रणों' [वर 
5८755) के नाम से विस्यात है। 
(४) हिल्बिले झमाइुल (िालयाल फिल्ट्एओ) जिस तीन बरो बाध्य 
कप हम पहाँ देते है-- 
माल छीजिए डि के (4) एक सतत्र फलन है।तों 


है है है के (यकर+ल) पाए रण हज तार वाए जल 


7(ब)(६४)/(3) 
फ्लक््क्णः के (व) तार, 
डिटयें बाय पक बा समावछ थे, र, रे के देगे समस्त बत माता पर दाग हर 


रिशे डिए्य>रन्ख< १ 
धर प्रचेद बई शाप! में दिशा जाता है। मर 
4 ही 
(६४) शिरित्रते विदाल्स (0.ह-यिच धमतरी लामात ४ हे 
न लि 
के इश व, र ८ बा कोई बदल है। हा दिये हुए पल अर टिण 
ढ3) डे जि? लड़ कहने ऊ टेसा असिल्यगप टोगा बिद हे डिश दरा। 
बा 


बेर गार स्टटलर फजए 4 
डए लिटरन्स भी इई दरार मे टिक क्र शहर है। 





दफ्ट 3, 





कलन और फलत सिद्धात्त ड०्७ 


बहू गणित का इतिहास किस काम का जिसमें हँमिल्टन का नाम से आये ?ै 
विछियम रोजेंद हँमित्टन (9/३829 7२०७2० 3200॥00) (१८०५-६५) के 
विपय में दो विवाद है । पहला विवाद तो इस बात पर है कि यह स्कॉटलण्ड (5८0- 
90) का निवासी था अथवा आयरलेण्ड ([८आगते) का । इसका जन्म आयर- 
डेंणड के नयर ढदलिन (0 एऐ]))) में हुआ था और यह स्वय मी अपने आप को आयर- 
झेंग्यी कहता चा । अतएवं हम भी इसको आयरलेण्ड का ही तिवासी मानते है । 





चित्र ९९--हेंघित्टव (१८०५-६५) 
(स्प्य में बमेस्सि दी अनु से, 'पोदे रस झोफ ऐमिनेंप्ट मेरेमेटी४ियंस' से प्रयुत्यादिक ] 


पृसए विशद हेँमित्टन शी जन्म-वियि के विप में है? इसरा जन्म ३-४ मपसव 
८०५ को ठीक मघ्य-रात्रि में हुआ था ॥ बठएवं इसबी जन्म-विथि ३ अगस्त 


डग्ट दैणित्र का इतिहाप 


मानी जाय अपदा ४ अगरस ?ै इससे रूप भी अपने इनिहागज को घयले में ड़ 
दिया है, वरयाकि वर्षों मेह अपली जस्म-विशि ३ अगस्त दा रहा, हिलतु जीत 
अति दिला में इससे बदछ बर उसे ४ अगर कर हिझया । इसड़ी कब्र पर उस 
विधि ४ अगस्त परी हुई है । 





हेमिव्टन की शिक्षा अशृदूत्‌ दस से हुई थो। जब बह तो ही वर्ष का या ठर् 
इसके विताजी ने इसे इसकी मौ को छत्रझाया मे हटाजर इसके तायाजी जेल्‍्ल हूनि: 
स्टन ([सताल ृ्याधार0) के वास भेज दिए। । इसे रिया एक सह व्यापारी 
पे, बिन बौद्धिर अम्यात्ियों (लोत्लएोँ गध्यप्रा८्टा5) से कोयो दूर थे । 
जेग्स पश्चिम से कलेजर पूर्व तक को द्जंतो माणओं के ज्ञावा थे। उन्होंने हमिच्टन 
को भी विभिन्न मायाओं जय शान कराना आरम्म कर दिया। जब हे मिडत बारह 
वर्ष का था, तमी इसकी साता का स्वरगंवास हो गया और इसजी चौंदह वर्ष की अवस्दा 
में इसके पिता भी चल बसे । अब इसके देखरेख करने डे लिए केवड भाषाओं के रिययरे 
इसके तायाजो ही रह गये। 


बचपन में ही हँमिल्टन ने कितना ज्ञान उपलब्ध कर लिया, इसका इतिह 
अविश्दसनीय है। हम यहाँ उसकी एक तालिका देते है-- 






अवस्था भाषाओं ओर विधयों का ज्ञान 
३ वर्ष अंग्रेजी, अंकगणित - ५; 
ड् मूयोल् 


छोंटित, ग्रोक, हिल्रू का ह्वाव और उनके अनुवाद की क्षमझ, 
इसके अतिरिक्त अंग्रेजी और ग्रीक़ के कवियों को सही 
रचनाएँ कण्टस्थ 

4, इटेंलियन, फे च 

(० # फ़ारसी, अरबी, खत्दों (20933८८), सोरी (5)ग20) 
संस्कृत, हिन्दी, बगाली, मराठों, मलायों, चौनो 


श्दे » तेरह मापाओं का पण्डित 


हँमिल्टन बहुत सन्तुलित स्वभाव का व्यक्ति था। इसका स्वास्थ्य अच्छा था 
ओर इसे दैरने का झौक़ था । जीवन की सस्ध्या के दिवो में एक वार इसका सत्दुलत 


हु 
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विगड़ यया । वात यह हुई कि एक व्यवित ने इसे झूठा कह दिया । इसने उसे इन्द्र 
के लिए ललकारा, किन्तु मित्रों नें बीच बचाव करके मामला शान्त कर दिया । 

हँमिल्टन ने गणित का अध्ययन वारह वर्ष की अवस्था में आरम्म किया और 
शैच वर्ष में यह उच्च गणित में वारंगत हो गया । इसने न्यूटन और लग्राज का विशेष 
रूप से अध्ययन किया था। ऊेलन के साथ साथ इसने ज्यौतिप में मी रुचि दिखाग्ी 
थी। सत्रह वर्ष की अवस्था में ही इसने लॉप्लास को 'बकू समान्तर-चतुर्भुज' की उप- 
पत्ति में एक त्रुटि निकाल दी | जब इसका तत्सम्बत्धी लेख आयरलेण्ड के राजवीय 
ज्यौतिपी जॉन ब्रिकले (]०/॥ 7८८9) को दिखाया गया, तो तुरन्त उनके मुँह 
से निकला कि 'इसका लेखक बड़ा होनहार है (' 


इमिल्टन कई वर्ष डबलिन के ट्रिनिटी कॉलिज में पढ़ा, किन्तु पाद्यक्रम समाप्त 
होने से पहले ही ब्रिंकले के स्थाव पर ज्यौतिष का प्राध्यापक नियुक्त हो गया । इसने 
अपना सारा शेप जीवन डबलिन की वेधपाक्ा में ही विताया । जब तक यह कॉजिज 
में रहा, गणित और प्राच्य भाषाओं के समस्त पारितोषिक इसी को मिला करते थे । 
और उन्ही दिनों इसने “रश्मि-निकायों”? ($५श८०)$ ०६ 7४9४) पर एक अभिषत्र 
तैयार कर लिया जिसे पढ़कर ब्रिकले को कहना पड़ा कि “हँमिल्टन अपने समय का 
सबसे बड़ा गणितज्ञ होगा नहीं, वरन्‌ है” 


हँमिल्टन जीवन भर एक तुकवन्द भी रहा। इसने एक प्रेयसी ढूंढ निकाली 
थर उस पर दसियों कविताएँ लिख डाली । जंब इसे पता चलता कि उकते छडकी ने 
एक सिपाही से विवाह कर लिया है तो इसकी इच्छा डूबकर आत्महत्या करने वी हुई 
किन्तु इसने अपनी उक्त इच्टा की पूर्ति नही वी, वरन्‌ एक कविता लिखकर सन्तो५ 
कर लिया। 
अदूदाईस वर्ष की अवस्था में हँमिल्टन ने एक अन्य रुत्री से विवाह कर लिया । 
इसके कुछ दिन परचात्‌ यह पीने भी लूगा । एक बार एक वैज्ञानिक सोज में यह इतर 
पी गया कि बेकाबू हो गया और इससे शपथ के ली कि "फिर कमी नही पियूँगा !' 
इसने दो वर्ष अपनी कसम को निमाया । दो वर्ष पश्चात्‌ फिर उसी ढंग के एक मो 
में इसके एक पुराने सित्र एपरी (#४५9) ने इसकी खिल्ली उड़ायी कि “यह ते 
केवल एक जलू-पिपककड़ है।” बात इसे रूप गयो और इसने फिर पीता आरः्म् 
कर दिया । 
हँमिल्टन दो अपने जीवन में वहूत से सम्मान मिले | इसे 'सर' की उर्पा' 
मिली, रॉयल आइरिश परिषद्‌ (२०9० तंज #ल्मतेत्या३) का समापतित् 


डि१० गणित का इतिहास 


मिला और जीवन की अन्तिम घढ़ियों में संयुक्त राष्ट्र अमेरिका, की “राष्ट्रीय विहार 
परिषद्‌” की वैदेशिक सदस्यता प्राप्त हुई । 

चाल्षुपी में ठो हँमिल्टन का कार्य आइचयेजनक रहा ही, चनुप्टयों (0ए:०- 
ग्रं0०७) पर इसका कार्य चमत्कारिक रहा है। इस विपय में हेमिल्टन के मस्वि'ड 
की पराकाप्ठा दिखाई देती है। १८३५ में इसने वीजगणितीय युस्मों (48ल्‍/एम८ 
(०००७) पर एक अभिपत्र लिखा। बीजगणित के प्रति इसका दृष्टिशीय हीं 
निराला था। यह वीजगणित को केवल संख्या विज्ञान नहीं वरन्‌ प्रमतिश्य 
विज्ञान! ($तला०ट ० फट गवेल ० ए7०्ट्ग्ल्ड्रंण०) समझता था। और 
इसको प्रगति का सबसे सुन्दर निरूपण 'समय! में दिखाई पड़ता था । इसी लिए गह 
वीजग्रणित को “शुद्ध समय विज्ञान” ($लवंटा८८ ० ए०४८ 7४४८) कहा बता 
था। वर्षों यह इस बात पर विचार करता रहा कि दो परस्पर रूम्व सदिश रेखाओं के 
ग्रूणनफल का निशूपण किस प्रकार होगा । १६ अक्तूबर १८४३ को यह एड शलि 
अपराह् में अपनी पत्ती के साय टहछ रहा था कि एकदम से इसके मल्तिप्क में 
एक विचार बिजली की भाँति कौंप गया। इसने सडक पर से एक पत्थर उठ ढिया 
और चाझू से उस पर ये सूत्र गोद दिये-- 

ए"5ऐ+ओ">ए ऐ ओू-१ 
आम 

मों तो चतुष्टयों का इतिहास बहुत पुराता है। ऑपयछर तो हँमिस्टत मे मो 
वर्ष पहछे हुआ था। उसका एक फल ऐसा था जिसे घनुष्टयों के पदों म ऐ बट 
सरछता से विड॒पित किया जा सवता है। एक दिन डी मॉर्गत ने विनोद में हेमि'टत 
से बहा कि, “कहो तो प्राचीत हिन्दुओं से छेकर मद्दारानी विक्टोरिया के महा, तट 
का, चतुष्टयों का इतिहास तैयार कर दूँ ।7 यदि इस कथन में दुष्ट तष्य मो हो तो मो 
यह मातता पड़ेया कि हँमिल्टन ने घतुष्टयों के वियय में एक सये अध्याप हो हरे 
दिया । इसके “चतुस्टयों पर व्यात्थान” १८५२ में श्रशाधित हुए । 

हँपिल्टन के जीदत के अन्तिम बाईस वर्ष बतुष्टयों के विकास मेँ ही बीते । हे 
ज्यौतिष और यविविज्ञात पर इसका द्योग डिया। है मिस्टन की सृत्य के परचई 248, 
चर में कागजों का एक देर निकछां जिसमें साइड गशितीय पुस्टद्ो दी कादर श 
को थीं। इसकी समस्त हृठियाँ आज तह द्रदाशिव नहीं हो दादी है। ऐसा 68 
होता है हि हँमिल्टन के दिए मोजत अथवा जख्पात आया ररता चाह गई हि 
हाई में इटता बचा रहता था डि इसे खाते की सुर ही सही यती बी । वही बरत 
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है कि काग़ड़ो के ढेर के अन्दर इसके घर से दर्जनों टूटी हुई प्छेटें और आलू चॉप, 
रोशे आदि निकल्ले। इसमें सन्देह नहीं कि हैमिल्टन एक बहुत ही घुनी व्यक्ति 
था और इतना देश प्रेमी था कि अपना समस्त ग्रवेषणा कार्य इसी विचार से किया 
करता था कि उसके द्वारा इसके देश का मस्तक ऊँचा हो । 
इस स्पकू पर यदि हम दो शब्द कुमर के विपय में न कहें तो अनुचित होगा । 
बनते एट्वर्ड बुमर ( छगाड: 500श० एण्ण्णात ) ( १८१०-९३ ) की 
शिक्षा धर्मझास्त्र और गणित में हुई थी। प्रारम्म में पह क्रम से कई स्थानों पर पढ़ाता 
रहा। १८४२ में यह बस्‍्छों ( 7८४०० ) में और १८५५ में बलित में गणित 
का प्राध्यापक नियुक्त हुआ जहाँ यह १८८४ तक रहा। 
कुमर का घनिष्ठ सम्बन्ध संख्या सिद्धान्त से है। कुमर ने समीकरण 
यॉ-१०० (0) 
का अध्ययन किया जिसमें स कोई घन परूर्णांक है। इस सम्बन्ध में इसने इस प्रकार 
की राम्मिश्न संख्याओं का उपानयन किया-- 
अ>क, का/+क, का/+क का,+- - « 
जिममें क, क,, क,. | -. ...(.बास्तविक पूर्णाक है (और का,, का का/०४०२»«२« 
समीकरण (3) के मूछ । 
कुमर ने फर्मा के अन्तिम प्रमेय 
गा+रोच्लो (२) 
पर भी वर्षों परिश्रम किया । इस सम्बन्ध में इसने आदर्श संख्याओं ( 70० 
उपएका८८ ) का सर्जेव किया । इन संख्याओं की सहायता से झुमर ने फर्मा 
के अन्तिम प्रमेय की एक उपपत्ति निकाली । उपर्पत्ति सर्वेया साविक तो नहीं है, किन्तु 
अविकांध् पूर्णाको परे छागू है। १०० तेक का कोई भी पूर्पाक ऐसा नही है जिस पर 
बुमर,की उपपत्ति प्रयोज्य न हो । १८५७ में फ्रांस को विज्ञाद परिषद्‌ ने कुमर को 
उसके समिथ्र पूर्णॉक (००.०८ 7८82७) सम्बन्धी कार्य पर ३००० फ्रेंक 
का पुरस्कार दिया। 
श्रेणी अभिसरण ((णाएवाह्टला८८ ्ा $८स८४) पर भी कुमर का कार्य 
महत्त्वपूर्ण हुआ है। आज भी गणित के विद्यार्यी “कुमर परीक्षण” का अध्ययन करते 
है। हम यहाँ उक्त परीक्षण की भतिज्ञा देते है । 
» मान लीजिएकि हक: 
» अलजबल,---- आज ०००2५ 








शहर गथित का इतिहास 


घन पद्ो की दो श्रेद्धियाँ है जिनसे में दूसरी अपयारी (छश्थह्लाते है। 
न 
तो श्रेणी ऋ ब, 
॥4॒ 
अभिगारी ((एग्ाएलएहथार) अपदा अपसारो होगा 
यदि ब्रमंशः -न्‍-- हे - 
४+३ बम, 


इस परीक्षण में मे, >१ रखते मे इस असमता वा यह रूप 


न्क्ा डे? 
प्राप्त होता है। इमो को डिलेस्वर्ट परीक्षण कहते है। 
और यदि 
घ््ड 


ले छें तो परीक्षण वा यह रूप 


व ड्ड 
यू -१)३१ | 
हो जाता है। इसे राबे परोक्षण ( 0२७०9८ 7८5६ ) कहते हैं। राबे का जीव 
काल १८०१--५९ था। हु के 
कुमर ने रिकेटो समीकरण और पराम्यामितीय श्रेणी ( स)छच्कृवेणगचयार 
इल्म८) पर भी कार्ये किया है। इसके अतिरिक्त एक प्रकार के धर्लों की प्ररि- 
मापा दी है जिन्हें “'कुमर तल” ([(एशाशाटर 502८6) कहते हैं। 
अव बताइए हम वूछ का उल्लेख कँसे न करें | जॉर्ज बूछ (0००० #०० 
(१८१५-६४) एक बंग्रेज ग्रशितज्ञ और तडंझास्त्रो था! इसके पिता एक 
सामान्य स्थिति के व्यापारी थे। सोलह वर्ष की अवस्था में वूछ एक स्कूल मास्टर हो 
गया और चौंदीस वर्ष को अवस्था में कॉर्क (0०४८) के एक कीडिज में गणित वा 
प्रोफेसर । दूछ ने बपने जीवन में दो ही ग्रन्थ लिखें--एक अवकछ समीकरधों हि 
दूसरा सान्‍्त अन्दर वलन पर । बूल प्रमुख रूप से इस बात के लिए प्रतिद्ध हैं कि इस 


कलन और फलन सिडान्त ड्श्३ 


धंकिया संकेतों ( 99गाएएे३ एम ०एथ्रम्पणा ) को राशि संकेतों ( 99 प/एणे5५ 
० पृण्कापतोज ) से सर्वेा मिन्न माता है। इतना ही नहीं, इसने इस मत वा 
प्रतिपादन भी किया है कि संत्रिया संकेतों पर भी हम गणित के मूलमूत नियमों को 
उसी प्रवार छागू कर सकते है जिस प्रकार राशि सकेतो पर। 
बिल्नु बूल की रुयाति विशेषकर तंत्र के क्षेत्र में हुई है। इसने १८४७ 
में 'तर्क के गणितीय विश्लेषण” पर एक अमिपत्र लिखा जिसने तुरन्त गणितीय जगत्‌ 
जा ध्यान अपनी और आदृष्ट कर लिया। १८५४ में इसका विचार केः नियम! 
नामक ग्रन्ध प्रकाशित हुआ। निस्सनन्‍्देह इसका सबसे प्रसिद्ध ग्रन्थ यही है। ड्सी 
पुस्तक को पढ़कर ब्ढूण्ड रसेल (फलाएआते एरण्छलो।) ने हाल ही में कहा 
है कि “शुद्ध गणित का आविष्कार बूल ने ही किया था ॥! 
बूल ने तब॑श्ास्त्र को भी बीजगणित का अग वत्ता दिया था। इस प्रवार बीज- 
गणित सबसे आधारमूत विज्ञान बन जाता है। हम यहाँ वीजगणित के पाँच मूलमत 
नियम देते है। 
मान छीजिए कि क, ख, गे... * ऊुछ बल्पाँयों ( किलशला७5 ) का एुक 
बुलक (505) है जो निम्नलिखित चाँच नियमों का पालत करते है। तो इस अल्पांश 
निकाय (5]अशए ० लेध्णालाफ) को हम क्षेत्र” ( छल ) कहेंगे। 
() यदि क, स क्षेत्र के दो अत्पाण है, तो 
क-+खन्‍न्‍्ख+क, करसन्‍न्खक 
और अत्पाश (क+ख), (क ख) मी उस्मी क्षेत्र के अल्याय है । 
इस नियम को व्यत्यय नियम ( [-3७ ० 0०णगागपप्तपणा ) बहते है। 
(४) यदि ब, ख, य तीन अल्पाश हो तो 
(कर) +गर्क+ (स+ग)» (कस) गर्क स गन (पग) 
इस नियम को सहवरण नियम ( [०७४ ०६ 8%०ठ5ंकांण्प ) बहने है। 
साथ ही, के (ख+ग)च-क खजक य 
यह 'दिवरण नियम! ( [.>छ ० ])४पा०ए७णा ) बहुलाता है। 
(४) उसी क्षेत्र में ऐसे दो पृषरू अस्पाय ० १ होगे, कि 
अु 2 ७र्क रा ० चुका $ हक. शत १ क। 
(+६]) हरवेक क्षेत्र में एक अतल्दाश प ऐसा होठा है कि 
द+यरू०, अर्थात्‌ य+ंशत०- 


श्र गगिंत का इतिहास 


(४) एहि के, ० हो छोह कर कोई भी अच्चांत हो तो प्र मेड झेत्र में ए 
एसा अच्यांश र भी होगा हि 


कर-ह१, अर्यात्रक"5!१- 

परम्पण से बोजयनिए के ये निएम चठ़े आ रहे ये। हेँमिन्टत ने इस परसर 
को तोड़ा और इस बात पर गिबार जिया हि कया ऐसी संस्याओं का अत्तित्द सही है 
सकता जो उपसिछिखित तियमो में से एक अयबा अतेक का प्रहत ने करें॥ और दः 
इस निष्कर्ष पर पहुँचा दि ऐसी सस्याएँ सम्मव है । आज उच्च ग्रघितर के ग्रमरत 
विद्यार्यी जानते हैं हि श्रेव्रिक् ( 23ध7८७ ) यूघन के व्यत्यय नियम का पाठ नह 
करते । इस प्रकार किसी एक नियम की उपेक्षा करने से एक नये प्रकार का दीजदरित 
तैयार हो जाता है। इस ढंग से अव तो दर्जनों प्रकार के वीजयितों की सृष्टि हो 
है और आये दिनो गधितज्ञ नये नये प्रकार के वीजदितों का सजत करते रहते हैं को 
“विचार नियम! में से कुछ का पालन करते है, डुछ का नहीं। 

« इस प्रकार हँमिस्टन ने वीजयणित के क्षेत्र में एक नये पय का परदे डिा 
बूल ने इस प्रवृत्ति को और मी आये बढ़ाया । इसने यह उक्तति दी कि उपरसिडिखित 
अत्पांध क, ख, य,. . .... :राशियों के बदले किसी भी माव का निरूपय कर संकते है 
मान छीजिए कि संकेत 

यज्झूठा ॥ 
तो (१-य) का अर्थ हुआ ऐसे समस्त प्राणी जो झूठे न हों । 
इसी प्रकार, यदि 
रच्च्गजा, 
त्तो १-र5( जो गंजे न हों ) 
अतः यर [जो झूठे भी हों, गंजे मी) 
. और (१-य) (१-२) ८5(जो न झूठे हों, न गंजे)- 
इस भ्रक्रार, समीकरण न्‍ 
() 
ये (१-्य)च-० 
हु जिसमें ञ् कोई त्त्वन 
या अर्थ निकलेगा--वह दस्तु य जिसमें ओर (१-य) में कोई मी सामान्य करों 
हो। यदि इस समीकरण का यह बर्ये ल्याया जाय तो 'स्पष्ट है कि इसके हल रई 
प्रकार की आइतियाँ हो सकती हैं। * हि 











बलन भोर फरन लिद्धान्त ड्शष 


अगः [।) बे अतन्त हछ हो सकते है जिनरा एक दूसरे से शोई सम्बन्ध न हो । 
रपट है किः () ब अपे सासास्य बीझगशितीय वर्ग समोगरच 


[बज १००--शोशगरचित थे एक दिच्वार शिप्म का प्रहर्शत ) 

ये (१-य)७ए-थ «० 
है गरईदा प्रिप्न है, दषपि देणने में झोतो दिपु एक है । 

झूठ मे बीजपदित के अप में इधते सौ डिक अादिस्कार दिये वि इस दबंग के 
दीरशणिए वो शरो बोजर्णानित ((0तीावा #हलेजओ) बररे है। 

इए एप विर एवं सहान्‌ शिवश भा परिचय दाइशों को टेखा बाए१ ९ पहूँ 
है पाऐे शिवियम पिगेशेर शैरद्रय ((िए)ं १गफताव प्रकत्त्छै-प फै ततन 
शा) (१८१७-९७) शो अपते राई इगश्टों में झध्गे दशा भा। पृश्ा जाप 
इतर न्श (७ लपुतीओ9) दे दर शरद थे हुशा दा। इसपे दिश्य पोते 
हटा विशार के हर ऋऔरिशारी थे । शश धह स्यारह दर शा रा हमयी पेश) हार 
था औोदा कर गंदा और इणये (िच्य मे पधरा टिपण बर टिया ॥ दोईशि दो छाई 
हर हो शडव दे (शिव्ये मे दिशी ने भो (दिदाक भरी दिदा $ 

इतर लि दे जड़ ने पाकर इश पतिशार इधपरारन (४४5 
चना €शा कोर शी एशरे टिचा ने बरी दर को | बाय देरे ६ बएप इस इण्५ 
दश दररई अत दि देटे १९ दिस दरपर्ाद « शरा शाप । बह बट शादुरर ने रच 
दुइ ३९ एदशुइ हुई । उक्त ए£ऋ थे बोई करत हट का, शत इचपक को हार 
(१%५७.४४5] है इच्क दे दशा शाप१ ३ शशइ हब श१ हइणो थे (दिला क्‍ा«ा १5", 
से रूपर दुक्तब+र्‌ एफ इसके थे | शक हित कार, हक, दप्किण-धाए करी दे 
कई हरए बहुत इर १ बा । 





डश गणित का इतिहास 


प्राय: देखा गया है कि ग्रणितज्ञों को संगीत में भी रुचि होनी है। वीस्भॉन इन 
नियम का अपवाद था। यह तो संगीत सहन भी नहीं कर सकता था। एड वार 
इसकी बहनों ने प्रयत्त करके इसके लिए संगीत की शिक्षा का प्रवस्य शिया, विन दो 
एक पाठो में हो इसका मत ऊब गया और बहनों ने समझ लिया कि यह बेड मगरों 
नही चढ्गेगी। 

पत्दह वर्ष को अवस्था में वीस्ट्रॉस ने एक व्यापारी की दुकान में पुस्तगाठन 
(80०-ए८क एड) के काम पर नौकरी कर छी । इसके पिता ने सोचा हि 
लड़के को लेखा-पा़न (8 ८००ए४४०॥८५) का चौक है। अतः इसे बॉन (00) 
विश्वविद्यालय में वाणिज्य (0०माएाथा८८) और कानून के अध्ययन के दिए मर्तों 
करा दिया। वीस्ट्रॉस चार वर्ष विश्वविद्यालय में रहा ॥ म इसरा कानून में मन 
छगा, न वाणिज्य में ! गणित में इसका मन अवश्य रूयता या, किन्तु यहाँ गणित वा 
एक ही अध्यापक तगड़ा चा--जूलियस प्लकर (]एॉफ७ 70/:८२) सिसे अपने 
विविध बाय कलाप से कमी अवकाश ही नही मिलता था। परिणाम यह हुआ हि 
चार वर्ष पस्चातू, बिना कोई मी उपाधि प्राप्त किये, घर के बुद्ध घर झौड आगे। 

बॉन में वीस्ट्रॉस की दो आदतें पड़ गयी थी : डुइती छड़ना और शंरर पीवा । 
और यह देरों प्रिया करता था। डिल्नु इन दोतों झौकों के बीच में यह मध्यपत भी 
किया करता था। उन्हीं चार वर्षों में इसने लगोल यास्थिकी और अवरठ सी 
करणों का गहन अध्ययन कर लिया। 

वीम्ट्रॉंस के वॉन से कोरा छौट आते पर थर में शुहराम मघ गषा ओर सार 
परिवार यह सोचने छगा कि अब इससे कराया जया जाय। अल्ल में एुर मार्ग वि 
आया ॥ इसे मुस्टर के स्वृछ में शिक्ाउउपाधि के लिए किर प्रविष् झययां गया। 
यह दिन में अपती कक्षाओं में पढ़ा करता था और सन्स्या समय गणित बा खाप्यर 
किया करता था। इसी स्वूल में वीस्ट्रॉस गुहरमेंन (502 ८ाधकआ॥) ॥2065 
१८४५२) के सम्पऊ में आया। जिस दिल गुशरमेंत ने दीपदुसोय फहतों पर भर 
स्याश्यान आरम्म किये, उस दिन उसकी कक्षा में तेरह श्रोता में। दुसरे शि है।7 
शुक्र रह गषा था--वीस्ट्रॉन । कारध यह या हि अपने ब्यास्यातों में मृहर्मन डा 
ऊंची उद्भव छिया करता था । और सामान्य स्तर के थोठा मूँद बारे बैटे राहठे मे। रस 

शिक्षा उपादि दो बेर्ट्रॉस ने छब्दोस वर्षे की अवरथा में द्रात कर ही। (४३ 
इश्कात्‌ इसे एक अन्य वरीक्षा देती थी जिसड़े दिए इसे कई दिवख टिसने वे । पी ४ 
की प्रार्पेटा बर शहरमंत में इसे विदल्घ के दिए एच शविवीय दिएय दिए ! 96 
विइन्ध को मुह्स्मंत मे झुरि झूरि बशसा डी और व्ररिदेदत में लिख दिए हद 
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धावी व्यक्ति की झकित स्कूछ मास्टरी में नष्ट न की जाय, वरन्‌ इसे किसी उच्य 
था में स्थान दिया जाय ।“ किन्तु कौन सुनता है! यह एक म ध्यमिक स्कूल में 
घ्यापक नियुक्त हुआ जिसमें पन्द्रह बष रहा ! 


220.००0०००८०० 


ह 
् 
प्‌ 
( 





चित्र १०१--होस्ट्रस ( १८१५-९७) 
प्‌ दोरर पब्लिकेशंस, इ्वॉरेरेंटेट, न्यूयोरं-१०,री अलुद्ा से, टी« स्ट इक ३ “८ बॉन्ट्रएड 
दिसी ऑफ में देमटिकस' ( १९.७५ डाटर ) ले प्रद्दुपादिता! ) 
0. 


श््द गणित हा इतिहास 


गृहरमंन का घारा कार्य फलनों को घात श्रेणी (20छ८ा 5७) के हुप में 
प्रसार करने पर आयूत था। वीस्ट्रॉय ने मी अपना कार्य इसी संकेत से आरम्भ किया 
और विस्लेषण का आधार-स्तम्म घात श्रेणी को ही वनाया। कमी कमी वीस्ट्रन 
बहा मी करता या कि “संगार में घात श्रेणी के अतिरिक्त और बुछ है ही नहीं।” 


वीस्ट्रॉस ऑर्विल का बड़ा भक्त था। यह हर एक को परामझश दिया करता या हि 
ऑरबेंल की कृतियों का अध्ययन करों। उसने चिरस्थायी कार्य ढिया है।' यही शब्द 
वीस्ट्रॉस के विषय में भी कद्टे जा सकते हैं। वीस्ट्रेसि का कार्य तो अदभुत था ही। 
वहू इसके लिए और मो श्रेयस्कर या, क्योकि इसके क्रियाशीहू जीवन का बहूतवा 
समय ऐसे गाँवों में दीता जहाँ इसे दूसरी की कृतियों के सम्पर्क में आने का अवसर 
ही नही मिलता घा। डाक महमूछ मी इतना अधिक था कि इसके जैसे निर्धत सबूत 
भास्टर के लिए अपना वैज्ञानिक पवाचार निमाना भो दुष्कर था। अतः यह अपने 
कार्य में दूसरों की कृतियों का कोई अभिदेश (८८7८८) दे ही नही पाता था। 
काँशी वाले प्रकरण में हम उसके आधारमूत समाकल ग्रमेय का उल्लेख कर चुके हैं। 
वीस्ट्रॉस को उस प्रमेय के प्रकाशन का पता १८४२ में छगा था किन्‍्तु यह स्वयं उस 
प्रमेय को स्व॒तन्त्र रूप से १८११ में निकाल चुका या। * 

१८४२ में वीस्ट्रॉस एक स्कूल में गणित का सहायक अध्यापक नियुक्त हुआ 
जहां इसे गणित के अतिरिक्त भूगोल और जमेन मी पद्मती पड़ती थी। उन्हीं हिनों वी 
एक बात उल्लेखनीय है। जमनी की जनता में राजनीतिक चेतना जाग्रत हो रहा 
थी। कुछ लोग खुल्लम खुल्ला सरकार की बुराई लेखों ओर कविताओं के रूप में 
किया करते थे । सरकार ने एक दोपवेचक (2०507) नियुक्त कर दिया था 
दोषवेचक को कविता से घृणा थी। उसने समस्त पद्य रचनाओं की छानबीन वी काम 
वोस्ट्रॉस को सौंप दिया या । वीस्ट्रॉस उनमें से सबसे विद्रोहमत्मक रचताओं वो छाँद 
छाँट कर प्रकाशित करा दिया करता था। यह खेल बहुत दिन तक चलता रहा। 
अन्त में एक उच्चाधिकारो ने इसका मण्डाफोड़ कर दिया। 

वोस्ट्रॉस का जीवन तपस्या में बीता । यह अपने काम में इतना एकाप चित हो 
जाता था कि दीन, दुनिया की सुधि नही रहती थी। जिन दिनों यह मुल्दर के सतू् 
में अध्यापन किया करता या, उन्ही दिनों की दात है कि एक दिन यह सवेरे आठ बजे 
की कक्षा में नही पहुँचा। संस्था के निदेशक को आश्चर्य हुआ और वह कारण जाते 

के लिए इसके घर पहुँचा। तो पता चत्य कि वीस्ट्रीस एक गवेषणा कार्य में लगा हुआ 
या जो इसने पिछल्दी सन््या को आरम्म किया था। रात भर यह उसी में संतस रहा 





कसन और फलन सिद्धान्त डर 


और इसको पता भी नहीं चला कि कव रात बीत गयी और सवेरा हो गया। इसने 
निदेशक से स्कूछ में अपनी अंनुपस्थिति के लिए क्षमा मांगी और कहा कि यह शीघ्र ही 
एक ऐमा आविष्कार प्रकाशित करेगा जो ससार को चकित कर देगा । 

और ऐसा ही हुआ भी । १८५६४ में वोस्ट्रॉस का उक्त अमिपत्र प्रकाशित हुआ 
जिसका विषय 'ऑर्देली फ्लन' था। किसी को भी यह आशा नहीं हो सकती थी कि 
एक गाँव का स्कूल मास्टर इतनी उच्च कोटि का कार्य कर सकता है । उन दिनो 
कॉलिस्सवर्ग के विश्वविद्यालय में रिशेद्ों (स०ाश०:) गणित के प्राध्यापक थे । 
उन्होंने अमिपत्र के लेखक की प्रतिमा को पहचाना और विश्वविद्यालय से आग्रह 
किया कि वीस्ट्रोस को डावटरेट की मानोपाषि (णा०ाआ9 0०7०८) दी जाय। 
उपाधि देने के लिए रिशलो स्वय वोस्ट्रस के निवास स्थान तक आया । 


जर्मनी के शिक्षा मन्त्रालय ने वीस्ट्रॉस को एक वर्ष की छुट्टी दे दी जिसमें यह 
निविष्न रूप से अपना गवेषणा कार्य कर सके । तत्पश्चात्‌ यह वलिन विश्वविद्यालय 
में नियुक्त हो गया। कार्याथिक्य के कारण इसका स्वास्थ्य जवाब देने लगा और इसे 
हम्दी छुट्टी लेती पड़ी । छूट्टी से छौटने पर भी इसके स्वास्थ्य में विशेष सुधार दिखाई 
नहीं दिया और यह्‌ एक ध्यारुयान देते देते ही गिर पड़ा । इसके बाद यह रोग से उभर 
ही मे पाया इसने यह नियम बना लिया कि स्वयं कक्षा में बेठ जाया करता या और 
कक्षा में से किसी तेज लड़के को बुलाकर उससे श्याम पट्ट पर अपनी टिप्पणियों की 
मक्‍ल कराया करता था। एक लड़का अपने आपको बहुत लगाता था। वह कया 
किया करता था कि नकल करदे समय वीस्ट्रस को टिप्पणियों में अपनी ओर से भी 
बुछ जोड़ दिया करता था। जहाँ कही वह ग्रलदी करता था, वीस्ट्रॉस उठ कर मिटा 
दिया करता था। इस पर गुरु, चेले में संघर्ष होता था। विद्यार्थी मी अपनी वात 
पर अड़ जाता था किन्तु जीत अन्त में गुरु की ही हुआ करती थी। 


एक उपाख्यान और देकर हम वीस्ट्रोस के जीवन वृत्तांत को समाप्त करते है । 
१८७०-७१ में फ्रांस और प्रशा (275४०) में छडाई हो चुकी थी जिसके कारण 
फ्रास और जर्मतो का सम्बन्ध दृपित हो गया था। १८७३ में स्टॉकहोम ($50००९- 
]णया) से मिताग-लैंफलर (भी0०छ-४हि८) पेरिस आया और हमिट 
(प्र८क्रमाप८) के साथ गवेषणा करने की इच्छा प्रयट को । हमिद ने प्रांस और 
जर्मनी की कटुता वो भुला कर उत्तर दिया कि “तुमने गलतो की जो यहाँ आये। 
सुम्हें दीस्ट्रॉस के पास जाना चाहिए जो हम सब लोगो का चचा है।” मिताग-लेफलर 
ने उक्त उपदेश को हृदयंगम कर लिया और वीर्ट्रॉस के पास पहुँच गया। 


४२० शगित का इतिहास 
बीम्टरॉस ने मिट्टी पर भो हाथ रख दिया तो वह सोना बद गयी । इसने स्वयं दो 
अपना कारें बहुत कम प्रकाशित किया । इसके विद्यायियों ने इसके ब्याख्यानों पर जो 
टिप्पणियाँ तैयार की उनके आधार पर इसदा गवेध्यां कार्य प्रशाशित हो गगा। 
इसकी शुद्ध गधित सम्बन्धी गवेषणाओ के मुख्य क्षेत्र ये ये-- 
(3) बावेंदी फलन (#9लक फिल्पंणाऊ) 
(॥) दीपंवृत्तीय फलन (६£]॥9घ८ एएए८४ंण७) 
(४:2४) विचरण कलन (८णॉफ्ठ छी ए2धंशयं००७) 
(४) श्रेषी बमियार (८छप्रश्लप्ठद्वाप० <ई $वव5) 
(४) गुणनफल बमियार (८०0फ८:हुव्य०्ट 0 97060८७) 
(४) द्विघात और वर्ग रूप (क्रोफिव्गर शाप ,(2ए३टट्ग४८ कण) 
(शं।) समिश्र चर फलन (सिए८एंणाक 04 0०फलप पांव) 
एक बात और छिखनी रह गयो है। वीस्ट्रॉस के समय तक गणितत्ञों का यह 
विचार था कि समस्त सतत फलन अवकलतशील होते हैं। वीम्ट्रॉस ही पहना झ्न्ति 
था जिसने एक ऐसे फलन का उदाहरण दिया जो सतत है जिन्‍्नु कहीं मी अववदनगाीकि 
नही है। हम यहाँ उक्त फलन की एक विभिष्ट दशा देते हैं-- 


यदि फ (य) 5 २० कोजू (७८ य), 
५ 


तो य के किसी मी मान के लिए फ (य) अववलमशील नहीं है। 

वीस्ट्रॉस के इस आविष्कार ने समस्त गथितीय संसार को आइचर्यपरतित अर 
दिया था। यह फलन वीस्ट्रसि के नाम से ही प्रसिद्ध हो गया है। 

वीस्ट्रॉस के पश्चात्‌ तो और गथ्ितज्ञों ने भी अतवकलतशील संदत फल 3 
उदाहरण इिये हैं। निम्नछिखित फल १९३० में बेन दर बेँईत (४आ ८८ 
'ज2८:२०७) ' ने दिया घा-- 


१. मत साबित पलक संगव फरट७वमीटवारंगसपवा विषमडमी 
फष्पापमा०्म-3म्क, >लजलेजत 32 (930) 44-5- ४ 


कलन और फलत सिद्धान्त डर 
मान छीजिए कि य से उस समीपतम सल्या की दूरी को हम फ, (य) से निरपित 
करते है जो इस रूप रहा की हो। 
कब 


हो फडन फ (य) ०७, (य) 


सतत है किन्तु अवकलूतशील नहीं है। 
इसके अतिरिक्त, १९१८ में नॉप (£४०ए७७) ' ने एक साविक विधि दे दी 
जिससे बहुत से अववकछनशील सतत फलनों का सर्जन किया जा सकता है। 
यह तो रहे ऐसे फलन जो पूरे के पूरे अन्तरालो में अतवव॒लनशील है। किन्तु 
बहुत से ऐसे फलन भी होते है जो एक विशिष्ट बिन्दु को छोड़कर शोप सब 
पर अवकलनेशील होते है। ऐसे फलनो का सबसे सर उदाहरण यह है-- 
रच |य[+ 





अर्थात्‌ रच्य, यदि य >० 
जम -यें, यदि य<०. 


श ८ 


ये म्ू या 
चित्र १०२--एक अनवकलनशोल फ्लन 
यह फलन मूलविन्दु पर सतत है विन्‍तु अवकछनशील नहीं है। धोप सब विन्दुओं 
पर सतत भो है, अवरलनशील भी । 
इतिहासज इम्लेंगड के दो गणितज्ञों का नाम एक साथ छेते हे--मिल्देंस्टर और 
कैली का । इसमें सम्देह नही कि दोनो वर्षों एक दूसरे के मित्र रहे और इस्दोने बत्घे- 
शेकन्पा सिड्ठा कर काम किया। हिन्तु दोनों के स्वमाव में आशाश पाताल गए अन्तर 
२-0 संत्ग्लिक लिया रच ऐगेठिाड भलाडइच, घ्गे.हप्फके टेडी- 
सत्पडफैपर एज्तौघं०्न्‍्म-कपक उलंक्प्केस 2 (98) 7-26. 


का गणित का इतिहास 


था। गिल्वेट्टर वा जीवन संघर्ष में ही बोवा; कली के मार्य में वदुत कम विष्त, वायाएँ 
आयी। सिल्वेस्टर क्षत्र में नरम, क्षण में गरम या, बेठी धीर, गम्मीर या। सिलेस्टर 
प्राय: राईव कबित्वमय माया में बोछा करता था, कैली की माया गणितीय यृत्रों मे 
निवला करती थी। स्वमाव के इसी वैषम्य के कारण दोनों में बहुंचा मन-मुखत हो 
जाया गरता था। जब दोनो में किसी बात को छेफर वियाद हुआ करता था, मिल्लेंटर 
आंधी और तूफान की तग्ह बरस पड़ता था, केली चट्टान की माँति घान्त बता बैठा 
रहता था। थोडी देर के पश्चात्‌ सिल्वेस्टर अपनी करनों पर पछताता था। कि 
परचात्ताप का दौर समाप्त मी नहीं होने पाता था कि दूसरा उबाल आ जाता वा। 
जेमा जोडेफ सिल्वेस्टर ([आग७ ]छल्खा $एकाण) (१८१४-१७) 
का जन्म रून्दन में हुआ था। यह कई भाई-बहनों में सबसे छोटा था। स्पूटी 
शिक्षा प्राप्त करके चौदहवें वर्ष में यह लग्दन विश्वविद्यालय में प्रविष्ट हुआ यह 
यह डी मॉर्गन का श्िप्य बना। पन्दह वर्ष की अवस्था में इसने छिवरपूल की एक 
सस्था में प्रवेश किया । यह अपनी क्या में और सब विद्या्ियों से इतना आगे निय्ल 
गया कि इसके लिए एक विश्ञेप कक्षा बनानी पड़ी । उन्ही दिनो अमेरिका वी एक 
कम्पनी ने पारितोषिक के लिए एक कठिन समस्या सिल्स्वेंटर को दी। इसमे प्रशत को 
पूर्ण रूप से हल कर लिया और इस प्रकार ५०० डॉलर का पारितोपिक मार दिया। 
सिल्वेस्टर मे फॉलिज की शिक्षा केम्द्िज में पायी,किन्तु इसके यहूदी घर्म के काएण 
विश्वविद्यालय मे न इसे कोई उपाधि दी, न छात्रवृत्ति। एक वार यह अपने धार्मिक 
विचारों के कारण ही लिवरपूल से मागकर डबलिन गया । इसकी जेव में बहुत योर 
पैसे थे, किन्तु गली में इसका एक दूर का सम्बन्धी मिल गया जिसने इसे लिवर 
लौट जाने का किराया दे दिया। १८७१ में डबलिन विश्वविद्यालय ने ही इसे बी० 
ए० और एम० ए० दोनों की मानोपाधियाँ दे दी । 
१८३७ में सिल्वेंस्टर लन्दन के एक कॉलिज में प्राध्यापक नियुक्त हुआ और दो 
घर्ष पन्‍च्ात्‌ रॉयल सोसायटी का अधिसदस्य निर्वाचित हो गया। दो ५४४ 
वर्जीतिया (एतट्ठाणमंव) में श्राघ्यापक नियुक्त हुआ किल्‍्तु डुछ ही मद्ीों में हे 
का एक विद्यार्थी से संध्प हो गया जिसके कारण इसे वर्जीनिया छोड़ना पड़ा। ला 
लौटने पर सिल्वैस्टर पहले तो जीवनाकिक (2 लए) बना, फिर कागूते काः 
अध्ययन कर के वैरिस्टर हुआ। १८५५ में यह फ्रिर ऊछविच ( ए/००ांदी) में 


गणित का भ्राध्यापक नियुक्त हुआ और चौदह वर्ष तक उसी पद पर बना रहा। 
१८७० में इसे हबरदस्ती सेवा से निवृत्त कर दिया गया । १८७६ में यह अमेदिा 


के जॉन हॉप्किंस [गए सत्ड़पंगण) विश्वविद्यालय में नियुक्त हो ग्रवां। 





इलत मोर फलन शिद्धाग्त ड्र्३ 


८८३ में इसे अवरपोर्ट को एफ गरी मिल गयी जिगे पर यह १८९२ सके रहा। 
बन के अन्तिम दित इसने छन्दत में दियाये। 
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चित्र १०३--हिल्वेंस्टर (१८१४-९७) 
( झोरर पर्लिकरेमंस, इस्पेरिंटेंड, स्यूॉर्क-१ ». बी अदुघा से, डी० स्दू एक इत 
हि ( कॉन्मडज दिखी ओफ मेबेमेखिस' ( १.७५ डालर ) से प्रत्यपादित । ] 
भस्वेस्टर की कृतियाँ चार भागों में प्रकाशित हुई है। इसका प्रमुस कार्य बीज- 
गणिद पर है, विशेष कर निएचचल सिद्धान्त (प्र॥००7५ ० 0एआंशआछ) परा 








५020 0 गणित का इतिहास 


आयेर केली (#ाप्रेण 03जत्ह) (१८२१-९५) | का जन्म सिम 
(फ्शटणा०॥0) में हुआ था। इसके पिताजी एक अंग्रेज व्यापारी थे जिन्‍्होने 
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बित्र १०४--हेली (१८२१-९९) 
खपूबा्ड-१०, दी अटुरा है, टीन छत शत 5 
टस ( १७५ ड डर) से बुध दर 7] 


ब्रा 


क्लन क्षौर फलन सिद्धान्त ड्र्प्‌ 


गग्राइ (?८ए०्ट्टा०4) में प्रवास कर लिया था। चौदह वर्ष की अवस्था 
केली लत्दव के एक कॉलिज में प्रविष्ट हुआ। १७ वर्ष की अवस्था में यह केम्ब्रिज 
ट्रिनिटो कॉलिज में भर्ती हुआ । चार वर्ष में इसने बहुत से पुरस्कार पाये 
र॒ १८४२ में यह स्नातक परीक्षा में सर्वे प्रथस उत्तीर्ण हुआ । झुछ 
इसने धकालत की। उन्हीं दिनों यह एक बार डवलिन गया और वहाँ चतुप्टयों 
( हँमिल्टन के व्याख्यान सुने । जब केम्ब्रिज में गणित की गद्दी स्थापित हुई, इसने 
पे स्वीकार कर लिया। 


केली स्नातक भी मही हो पाया था कि इसने अभिपत्र लिखना आरम्म कर दिया। 
श्चय बी बात यह है कि इसके सारे महत्वपूर्ण गवेषणा कार्य उस समय हुए है 
व धहू वकालत करता या। केम्ब्रिज की गद्दी पर यह जीवन पर्पन्त रहा। इसे दिन 
र दिन सम्मात मिलता गया। १८८२ में इसे अमेरिका के जॉन हॉपकिन्स विश्व- 
बद्यालप ने व्याश्ष्यान देने के लिए आमन्त्रित क्या । इसके व्यारियानों के विषय 
भविल्ो और चीटा फलन' (#लीब0 शावे पालन रिएग्रत्पणा5) थे। हम 
पर लिख चुके हैं कि उन दिनों उसी विश्वविद्यालय में सिल्वेंस्टर अध्यापन बार्य 
९ रहा था। इस प्रकार दोनों मित्रों का फ़िर एक बार गेंठबन्धन हो गया । 
कैली को प्रतिमा बहुमुली थी। शुद्ध गणित की तो कदाचित्‌ ही कोई शासा 
दी जो इसने अदूती छोड़ दी हो । सव मिलाकर इसने ८०० गणितीय अभिपत्र लिख 
हैँ जो १३ भागों में बेम्त्रिज से प्रकाशित हुए है। इसका सबसे बढ़िया बग्म निश्चलों 
पर हुआ है। यह बहने में अत्युक्ति ने होगी कि इसके निश्चल सिद्धान्त से विसलेषण 
परे एक नयी शाखा का श्रीयणेश हो गया । इस विषय में सिल्वेस्टर ओर केली दोनो 
का बाय टवकर का रहा है | दोनो एक ही समय वर्षों लन्दत में रहे हैं ओर एक दूसरे 
में विचार विनिमय करते रहते थे | कमी कमी तो यह निश्चय करना कठिन हो जाता 
है कि दिसी प्रकरण में कितना वाम सिल्वेस्टर वा है और कितना केली गा । 
बेली के गवेषणा कार्य के अन्य विषय ये थे-- 

() दीर्घवत्तीय फलन । 

(४) दैस्केविक ज्यामिति 

(00) प्रचचानक (0७०0४७) 

(7४) समुदाय (600७) सिद्धान्त ! 

(४) पेशिक (४४४) सिद्धाल्त। 

(४) परम (89$007८) ज्यामिति] 


रत का इतहाप 


(शा) घन वक्रों का समीकरण । 

(शांत) वक्तों और तछो की उच्च विचित्रताएँ ($॥हुणंग्मंमं८ठ) । 
(5) रूपान्तर और एककी-संगति ((क्कव्क्रुणातेलावल) । 
(5) घन तल पर २७ रेखाओं का सिद्धान्त 
(5४) दीर्घ॑वृत्तजों का आकर्षण ! 

(जय) सैद्धान्तिक ग्रतिविज्ञाना 

(आए) चद्धमा की मध्यक गति (इईल्या 2४०४०) 


पाठक, तनिक टहरिए ! चाल्से हमिट ("ऐआां० सथाओ८) का नाम 
छूटा जा रहा है। इसका जीवन काल १८२२-१९०१ था। इसका जन्म सोरेत 
(7.0एथांगपल) के ड्यूज़ (0277८) नगर में हुआ था। बचपन में ही इसने 
नियमित पाठ्यक्रम छोड़कर गणितज्ञों को कृतियाँ पढ़नी आरम्भ कर दी । बीस वर्ष 
की अवस्था में इसने पेरिस के एक कॉलिज में नाम छिखाया। किन्तु प्विर मुंडते ही 
ओछे पड़े । बात यह थी कि लड़कपन में ही इसकी दाहिनी टाँग में कज आ गया था । 
अतः बॉलिज में प्रविष्ट होते ही इसे पता चल गया कि स्नातक होते पर टांग के कज के 
कारण इसे कोई सरकारी नौकरी नहीं मिल सकेगी | इसलिए इसने पहले वर्ष हीं 
कॉलिज छोड़ दिया । 

१८६९ में हमिट एक कॉलिज में प्राष्यापक नियुक्त टुआ। बुष् दिलों पर्चा 
इसे पेरिस विश्वविद्यालय वी उच्च बीजगणित की गद्दी भी मिल गयी। उत्ते पई 
पर यह १८९७ तक रहा। हमिट के मुख्य विषय बीजगणित और विश्लेषण घे। 
प्रास में इसका इतना मान था कि कॉंशी की मृत्यु के पद्चात्‌ यही उक्त देश का अपगयी 
विड्लेपक गया जाते छगा । इसने इन प्रकरणों पर अपनी छेलनी उठापी है ८८ 

समीकरण मिद्धाल, सस्या सिद्धान्त, फडन सिद्धास्त, दीघ॑दृततीय फलत, निध्विक 
समाकल, निएचल और सहचल (सिए्करांजछ आते (0ए४शांगा5) । 


हमिट के नाप्र से हविटों मश्याएँ [व] चशाधधिरर टपिक्ाशरिटा3) और हिंदी 
रुप (ल्तापाओ रल्या$) प्रचदित है । इसकी मित्रता हीटीश के गति 
स्टोलबेंज (50वत56--२८५६-९४) में थी जिसे इसने दृद्म (0०७०४) 
की गही दिहदाने में सहायता दी। रटोस्टम ब द्वारा हटोनटअंड शमारुण (50670 
सिश्लृष्य) का आविप्कार दुआ | इस प्रकार हम देखते है है उक्त अर्ग एादार हा 
हुष्ठ क्षेत्र हमिट को मो मिलता बाहिए॥ दोनों सित्रों का पॉररपरिंद पताषार बाएं 


कलन और फलन सिद़ान्त ४२७ 


गों में छपा है जिसे पढ़ने से संमिथ चर फ्लनो (९0०75 ०१ (गाए 
शां८) के विपय में बहुत सी जानकारी प्राप्त हो सकती है । 
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चित्र १०५--सटील्ट्जेंज (१८५६--६४) 
_ (दोवर एस्लिकेयंस, इस्लॉरपरेंटेड, न्यूयॉब:-१०, वी झनुझ्ा से, डी० खूश्क इत ४ 
झन्माइड ह्स्धी ऑफ मेंग्रेमेंटिक्स' (१.७५ डाछूर) से प्रव्युत्गदित। ] 
आइजेस्टाइन भी कोईऐसा वैसा नही था जो हम उसका नाम ही न छें। इसका 
पूरा नाम फरडिनेंग्ड गोयॉल्ड मेंस माइजेन्स्टाइन (एटाकेगआपे 507 ॥(5 
फिडलाधला।) (१८२३-५२) था। यह बेचारा गरीबी में पछा और १९ बर्ष 


0022 शागत का झतह्ास 


की मबरया खत इसने गणिए में कोई विशेष शकि भी नहीं दियायी । इसने बित 
में क्षिश्षा वायी और िर यहीं पर प्राध्यापज हो गया | २९ वर्ष बी अच्यावस्था में 
इसता देहारा हो गया, हंसी विलक्षण प्रतिमा 
दिगायी हि गाउस को दगरे विषय में कहता पड़ा कि “गगार में तीन ही युग प्रवतंक 
गगितक हुए हैं--आहिसेंद्ोज, स्यूटन और आइजनटाइन 47 

आइडेंस्टटाइन ने बहुत मे अम्रिपत्र डिसे है। इसने दिचर वर्ग रूपों (छाए 
(२एसपएगार वठागाड) को विक्ञाय क्रिया और ऐसे प्रथम राहचर का आविष्कार 
बिया जो विश्लेषण में अ्रयूषा होता है। गस्याओं को दो वर्गों के जोड़ के रुप में 
निरूपित करने के विषय में इसने यह सिद्ध शिया हि उत्त प्रमेय आठ वर्गों तक ही 
सीमित है। तीन ओर पांच वर्गों तक के लिए इसने उसके हल मी दे दिये। इसके 
अतिरिक्त इसवा बहुत शा वार्य दीर्षदत्तीय फलनों और समिश्र राशियों पर मी है । 

लियोपोल्ड क्ॉनेंकर ([.0००४ उणात्तप्ट) (१८२३-९१) बेंस्सों वा 
निवासी या। इसने बेस्‍्लों और बहिन में शिक्षा पायी । ग्यारह वर्ष तक मह अपने 
ध्यापार में फसा रहा, किन्तु यदा कदा गणित का भी अध्ययन करता रहा। १८५५ 
में यह वलिस गया । इसे वहाँ आधिकारिक नियुक्तित नहीं मिली किल्तु अनौपचारिक 
रूप से ही यह वहाँ के विश्वविद्यालय में १८६१ से व्याख्यात देने लगा । 

क्रॉनेंकर को छड़कपन से ही कई प्रकार के शौक ये | गणित के अतिरिक्त इसे 
ग्रीक, लेंटिन, हिंदू और दर्शन में रचि थी। इसके अतिरिक्त इसे संगीत से मी असा- 
घारण छूगाव था। यह स्वय एक गवैया था और प्यानों बजाने में भी दक्ष या। यह 
कहा करता था कि गणित को छोड़ कर संसार की सवसे ललित काला संगीत है। 

क्रॉनेकर कुमर का शिष्य था और इसके जीवन पर कुमर का प्रमाव मी विशेष 
रूप से पड़ा था। १८८३ में जब कुमर सेवा निवृत्त हुआ तव क्रॉ्नेकर उसके स्थान पर 
नियुक्त हो गया । १८४५ में क्रॉनेकर ने पीएच० डी० की उपाधि के लिए एक प्रवस्ध 
(77८४४) छिखा जिसमें इसने डुमर के संख्या सिद्धान्त सम्बन्धी कार्य को ही आगे 
बढाया था। कुमर, वीस्ट्रॉस और क्रॉनेकर यह तिकड़ी थी जिसने गणित में पर्यता का 
प्रवर्तन किया। प्लेटो कहा करता था कि “ईश्वर एक ज्यामितित्ञ है!” त्रॉनकर 
ने कहता आरम्म किया कि “ईश्वर एक अंक्गणितज्ञ है।” 

फ्रॉर्नेकर अध्यापन में अद्वितीय था किन्तु छेखन में असफल था। इसके अभ्िपत्रों 
की भाषा चोझिल रहती थी। इसकी गेवेपणा के मुख्य विषय थे--वर्ग रूप, दीईष- 
वृत्तीय फलन और आदर्श सिद्धान्त (28०० 77००१) ! इसका विश्वास था कि 








के 


कलन और फलन सिद्धान्त डर 


समस्त गणित अन्तवोगत्वा अंकगणित पर आधृत है, अकगणित संख्याओं पर अवलम्दित 
है और संसुयाओ का मूल स्तम्म भ्राइतिक संख्याएँ है । इसीलिए यह कहता था कि 
संत्या झ वा उपानयन दृत्त के द्वारा नही, वरन्‌ इस श्रेणी के द्वारा होना चाहिए-- 








0 
बाद वो तो क्रॉर्नेंकर यहाँ तक कहने छगा था कि अपरिमेय सख्याओं का अस्तित्व 


ही नही है। इसने छिण्डमेंन्‌ ([/ंगरठेला/भाए) को एक पत्र में लिखा भी पा कि 
“मंख्या 5 पर तुम्हारे सुन्दर कार्य करने का बया उपयोग है ”? जब तुम जानते हो कि 
अपरिमेय संश्याएँ होती ही नही,तव ऐसी समस्याओ पर बयों माया-यच्ची बरते हो? 

आइए पाठक, एक महान्‌ व्यक्तित्व से मुचेटा छेना है। जाजे फ्रैंडरिक बर्नाई रीमान 

(0००६ एसंत्व॑तंतीा पट एरिवटणाआया0) रा जीवन बाल १८३६-६६ 
था। चालीम वर में ही इसने अपनी मौलिकता से गणितोय जगत्‌ में क्रान्ति मचा दी 
थी। यदि दस बीस बे और जीता रहता तो न जाने या कर जाता | इसबा 
जन्म हँगोवर ([8:00ए८४) , जर्मेनी,के एक याँव में हुआ पा । इसके पिता नेपोलियन 
ही रड्ञाइयों में लड घुके थे । तत्पश्यात्‌ वे हँनोवर के एक गाँव में आवर बस गये । 
उनके ६ बच्चे थे जिनमें से रीमान की संख्या दूसरी थी । 

इस प्रकार रीमान का बचपन गरीबी में बीता । यह जन्म से ही संरोची प्रहति 
शा था और जनता के सम्मुख बोलने में इसे मय मालूम होता घा। जोवन के दूसरे 
पहर में यह समझने ऊूगा था कि इस शारण इसे स्याति मिलते में बड़ो दाघा पह्ती 
है। अतः यह बड़ी तैयारी के साथ स्थस्यान देने जाता था और बन्द में इसने अपने 
मरशोद्र पर विजय प्राप्त गरके ही छोडी) 

__ £ बे पी अवस्था से हो रीमान ने अरगणित में रदि दिखाती आरस्म कर दी । 
इसे जितने प्रश्न दिये जाते ये वह तो यह हल बर ही लिया दरता था, बटुत बार अपने 
भाई दहिनों को संग करने के लिए यह स्वय नये नये प्रशत बता डिया शरता था । दस 
बेर बो अवस्था में इसे पढ़ाने बे लिए एक मिक्षक घुल्ड (कर) रखा गया 
2000 हो चुस्ज को पता घल गया रि गुष गुद ही रह यया है, घेटा घररर हो 
दशा है। 





१४ दपे बो अवस्था में रीमान शो सशूछ भेजा गया । इसे झाई शहितों की बहुत 
बारी शो और बाये दिनो यह उन्हें ऊेंटें बेशा बरता था $ उत्हो दितों जपते 
शाठा पिता के लिए इसने एक बिरस्थारों विवि (त्गुआण्ज ८ेव्यठेग) 
इतर भेजा । इसे ईकूछ के निदेशर ने इसरो प्रतिझा पहचाने कौर झरने जिरी 


याई 





श्र्ह हजिक का इस्कन 


दुनिफानर है कपयोत कहते की हु के हनी #+ हे ही ॥ इन ही सही इसे वह मी 
फकरकणर _/१ ६-०) है दिव- हि बारे बैड हलक काना हें उठे, चटे जे बे । 





४; ्ट रन ्णएणा | 





20७८५.६४ _ /फह.+ 





चित्र १०६--रोमान (१८२६-६६) 
| झोपर पर्शकेशस, इनसपेरेंटेंड, लू्याब-१०, दी धनु ते, डी० खूड़क इत 'र कॉन्साइड 
ट्री भोंफ़ मेंथमेंटिकस' ( १.७५ डालर ) से प्रत्युषादिता ) 
१९ वर्ष वी अवस्था में रीमान ने ग्रटिंगन विश्वविद्यालय से मापा विज्ञान और 
मंशास्त्र में मेंद्रिक परीक्षा पास की । डिन्‍्दु गणित में इसकी रुचि अक्षुप्ण बनी 
ही । यह गाउस के ब्यास्यान बड़े चाव से सुनता था । एक बर्ष पश्चात्‌ यह बलिन 


.फ ७. पु में 
ला गया। यहां यह जेंकोबी, डिरिचले, स्टेनर और आइजन्स्टाइन के सम्पर्क 


कलन और फलन सिद्धान्त डरे१ 


या । समिश्र विष्ेषण (0०फॉट्ड टैशश)४७) पर इसके विचारों को इन्ही 
नो प्रौदता प्राप्त हुई। १८५० में यह गटिगन छोट आया और एक वर्ष पद्चात्‌ 
पे डाबटर दी उपाधि प्राप्त वी | इसके प्रवन्ध का विषय समिश्र फलन ही ये। 
व वार्याधिक्य के कारण रौमान का स्वास्थ्य गिरने छगा था। यह गटिंगन की 
करी छोड़ कर हा्ज (7४2) चछा गया और अपने मित्र डेंडीकाइण्ड के साथ एक 
कार से निवृत्त जीवन बितावे लगा । इसकी आधिक दह्शा चित्ताजनक थी और 
८५५ में सरकार ने इसे थोड़ी सी वृत्ति देनी आरम्म कर दी । १८५९ में डिस्चिले 
। मृत्यु पर यह उसके स्थान पर प्राध्यापक नियुक्त हो गया। सात वर्ष पश्चात्‌ 
सका देहावसान हो गया । 

रीपान की प्रतिगा विलक्षण भी थी, चतुर्मुखी भी । इसकी गिनती सबसे 
गैलिक गणितज्ञों में को जाती है । बहुत सी आधुनिक गणितीय सकल्पनायें इसी के 
मम सै प्रसिद्ध हो गई है। हम उनमें से कुछ यहां देते है। 

(१) रीमान जोटा फलन (शेटयाशाग 2० सा८ए००)--हम इस फलन 
ग उल्लेख पिछले प्रकरणों में कर आये है । यह इस श्रेणी का नाम है“ 


१+ रा न कक 

जैममें १-5 ब+ए ग (ए-३/-:१). 

जब रौमान स्कूल में पढ़ता था, इसने लेजाण्ड्र के सख्या सिद्धान्त का अध्ययन 
तैया था। ८५६ पृष्ठों की यह पुस्तक रीमान ने ६ दिन में हो पढ़कर अपन शिक्षक 
गो वापस कर दी । उसके कई महोने पश्चात्‌ शिक्षक ने उक्त ग्रल्य पर इससे कई प्रश्न 
किये जिनके उत्तर यह फटाफट देता गया । इसी पुस्तक से रीमान को खूढ़ सख्याओ 
के अध्ययन की चाट पड़ी । किसी निदिप्ट संख्या से कम ढ्तिनी रूढ संब्याएँ होती 
हैँ, इसके लिए छेजाण्ड्र ने एक सूत्र दिया था जिससे इन संख्याओ की सन्निकट 
(00070:४7॥07८) सख्या ही निकल सकती थी। रोमान ने लेजाण्डर के इस फल से 
बिया फल निकालने का प्रयत्न क्या । इस प्रयत्न में रीमान ने यह डक्ति दी-- 

प के ऐसे समस्त मान जिनके लिए ज्वीटा फलन का योग शून्य हो, और ०<ब< १५ 
एस प्रसार 

5 
है होते हैं। अर्थात्‌ उनका की $हो रीमान ने यह कंषत वेवलछ 
न्‌ उनका वास्तविक भाग ई होता है॥ रोमान ने यह कंघन वैदल 

अनुभान के रूप में दिया है। इसे *रीमान परिकल्पना (रििथाओशशा पए०्फेल्कंओे 


4४१२४ पराश्त का इतहास्त 


कहते है। इसे न आज तक कोई सिद्ध कर सका है, न विप्रमाणित ([अंुग०४८व)। 
यह शुद्ध गणितज्ञों के लिए एद स्थायी चुनोती है। 

(२) रोसान समीकरण--यदि 

लतजत्य+एर और" मनन्‍्व+एम, 
और भ चर ल का कोई बैश्लेषिक फलन है तो 

तब_ तम तव _ _ तम 

तय तर तर... तय 

ये समीकरण सर्वश्रयम डि लेम्बर्ट ने और तत्पश्चात्‌ काशी ने दिये थे। अब 
ये कॉशी-रोमत समोकरणों (03एलानरव्याशाय टिकुप्न४ण5) के नाम से 
प्रसिद्ध हैं । 

(३) रीम्ान समाकक (ऐटपटाएआशा ॥्राध्छाम/)--निश्वित समाकछ की 
व्याख्या हम इस अध्याय के आरम्म में कर चुके हैं। १८५४ में रीमात ने जिकोग- 
मितीय श्रेणी पर एक अभिपत्र छिखा था जिसमें पहले पहल समाकल की यवार्थ 
परिमापा दी थी। रीमान ने निश्चित और अनिश्चित समाकछों का सम्ब्ध इन 
शब्दों में दिया है-- 

यदि फछन फ (य) क से ख तक समाकलतशील है, और य के और स के बीच में 
रहता है तो फ (य) के 'क से य तक के अनिश्चित समाकछ' ओर 'क से से तक के 
निश्चित समाकल' में केवल एक अचर (00750) का अन्तर होगा। 

इस सम्बन्ध में किसी बिन्दु कुलक (5८४०६ 7०75) पी 'सम्रावृ्ति' 
((०४८८7६) की परिमापा पर मो विचार कर लेना चाहिए। 

मात लीजिए कि डिन्दु कुक अन्तराल (क, ख) में स्थित है। एक फलनत फ(य) 
ऐसा वनाइए जिसका मान कुलक के प्रत्येक विन्द्रु पर है हो और अन्तराल के अब्य 
समस्त विन्दुओं पर शून्य हो। तो समावल 


क फ (य) ताय 





के मान को हम इडिन्दु बुलक की समावृत्ति 

रोमान में किगी फलन की समाकछनगीलता के लिए आवश्य् और पर्याल 
झत यह दी है कि उक्त अन्तरास् में फलन के अशातत्य विच्दुओं ([7७ाएः रण 
क्‍05८णाप्रंत्रणं0:) के बुक की समावृत्ति धून्य हो। 


कलन और फछत सिद्धान्त ड३३ 


(४) रोमानी तल ([स्पंद्याशयांगा $धा9८०)--यहाँ इस विपय के 
विस्तार में जाने का तो अवकाश नही है । हम एक रोचक समस्या का वर्णन करते है 
ऑयलर के समय में कॉनिग्सवर्ग ((6778#८९8 ) नगर में नदी प्रेगेल (778०) 
के ऊपर सात पुल थे। 





चित्र १०७--कॉनिग्सवर्ग भगर में नदी के सात पुल 


ऑसपहर ने यह समस्या उपस्थित की कि कोई किस प्रकार सातों पुछो पर होकर 
जाय ताकि किसी भी पुल पर दो वार न जाना पड़े ? प्रश्न असम्मव है । 





वित्र १०८--रोमानों तल 


रेट 


ज३रड शर्चित का इतिहास 


दम ऐोड़े मे प्रगम थे स्पॉनिश ( रलएरतहुड़ ) का आरस्म होगे है। 
शोघात से इस विधर का बट विशश किया और इसके विदालों का फलन सिदाला 
पर बयोय रिया । भाज यह हिएय शाता हिशिए हों चुका है हि इसे इत पर 
विवास करती कदिल है हि दशा भीयणेश शानी छोटी सी बात मे हुआ होंगा। 

(७) शोषानी श्पाविति (सिला।शणातग (०णा८ए))--हम साशरततता 
इविम (॥95०-वंशाशाप्तजाओं) और चैविम (प#८८-दैगालाम्रंणाण) आग 
भा अध्यप करते है। रीमान मे ऐसे आराश की कह्यता की है जिसमें में विमाएँ 
()ताधताफ ) है।॥ ऐगे आउाश में प्रस्पेष्ठ रिर्ठु के निरगांरों (2००एॉै- 
ग303) को पुछव दंगे प्रकार का होगा 

मे, ५, व, व, ! 

गाउग के अशाण में दो प्रायल (य7जए८८७5) ये ॥। रीमान ने उतते संवस्पता 
भा सार्वीशए्ण जिया है । 

(६) रौमानों बचता प्रदिश--((रशिव्याजाजा 007एगएए2 650) 

हैनरी जन रटीपेंन म्मिय (7) |णैसा 5ुपीला धंधी) ( १८२६-८१) 
ोई नामी गणितश नहीं था किस्तु बहुत हो अ्रतिमावात्‌ घा। इसका जस्म दलित में 
हुआ था । जब यह दो वर्ष का था, इसके पिता का स्वर्गंरास हो गया और इसकी माता 
इसे छेकर इंग्लें्ड आ गयी । १८४१ में यह रप्बो (7९०७४) ) के एक स्पूल में प्रविष्द 
हुआ । १८४४ में इसने ऑफरफोई के बेलियल (!)2)॥0]) कॉलिज में नाम 
लिसाया । उन्हीं दिनों इसने एक चवकर यूरोप का खूगाया। १८४९ में इसने 
ऑवरफ़ोड्ड में उच्चतम सम्मान प्राप्त किया । एक लोकोतवित है कि यह प्राध्य भाषाओं 
और गणित दोनों में सर्वे प्रथम हुआ था, अत. निश्चय नही कर पा रहा था कि इसमे 
से किस विषय को अपनाये । तब इसने पैसा उछाछ कर निर्णय किया। 

स्मिथ मे विवाह नहीं किया । १८५० में यह बेलियल कॉलिज वा अधिसदत्य 
निर्वाचित हुआ, १८६० में ऑवस्फोड में ही ग्राध्यापक नियुक्त हुआ और १८६ में 
रॉय सोसायटी वा अधिसदस्य हो गया । यह कई राजरीय आयोगों का सदस्य रहा और 
कई वर्ष ऋतु-विज्ञान कार्यालय (?//ल००टे०्झांत्यों 08८०) का अध्यक्ष रहा। 

स्मिथ ने आरम्म में कई अभिषत्र ज्यामिति पर लिखे। तत्पश्चात्‌ इसने संख्या 
सिद्धाग्त पर कार्यारम्भ किया । इसका गवेषणा कार्य ब्रिटिश एसोसियेशन (फफंी 
4&00ं०४ंणा) के १८५९-६५ के अंको में छप्ा है। इसके साविक सूत्रों की 

५“ दशाएँ उब्लेखनीय है--किसी संख्या का पाँच अथवा सात वर्गों के योग के 
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प में निस्पषण। दिचर और त्रिबर रुपों (सिगजाए शाते त लाध्या) फिणिगा5 ) 
र भी इसवा बार्य महत्वपूर्ण रहा है। १८९४ में ग्ेशर (ठांभरशीट) ने इसरी 
तियों का संग्रह प्रकाशित किया है। 

रिचई डेंडोकाइण्ड (सिल्ीशत 0०0०७७१) (१८३१-१९१६) का जत्म 
न्पविक (छिए%एछंटा:) में हुआ था। सोलह वर्ष की अवस्था तक इसने अपने 
न्मस्थान में हो शिक्षा पायी । उस समय तक इसी रुचि भमऔतिकी और रसायन 
में अधिक थी । सत्रहवें दर्ष जब यह पॉलिज में प्रव्रिष्ट हुआ दव इसने वैष्लेपिक 
व्यामिति, कलन, दीजगणित आदि वा अध्ययत आरम्म किया । उन्नीस वर्ष की 
अवस्था में यह गटिंगन विश्वविद्यालय में मर्ती हुआ और गाउस, स्टर्न [ 50३ ) 
(१८०७-९४) और वेवर (५७८७८) (१८४२-१९१३) के संसर्ग में आया । 
१८९२ में इसने गाउस की देख-रेख में डाक्टर की उपाधि पायी । इसके प्रबन्ध का 
विषय था--ऑपलरी समाकल (एिपुलांशा परधव्ट्टप्श$) । 

१८५४ में हेंहीकाइण्ड गटिंगन में ध्याख्याता ( 7-्णाधः० ) नियुक्त हो 
गया । उक्त पद पर यह चार वर्ष रहा । उन्हीं दितो इसकी मित्रता रीमान से हुई 
और यही पर यह डिरिचलले के सम्पर्क में आया । १८५७ में यह जूरिच में प्राध्यापक 
नियुतत हुआ और १८६२ में ब्रन्सविक वी एक संस्था में प्रोपे सर हो गया। उक्त 
स्थान पर यह लछगमय पचास वर्ष रहा। 

डडीकाइण्ड ज़ोवन भर अविवाहित रहा । इसकी बहन जूछी (णा८ ) 
इसके साथ रहती थी। यह पिचासी वर्ष की अवस्था तक जीवित रहा। इसकी 
र्पाति इसके जीवन काल में ही चारों ओर फैल गयी थी। मृत्यु से १२ वर्ष पूर्व 
गणितज्ञों के तिथिपत्र ( एगेलावेबा लि ]४३पीथआ३पलेंशा5 ) में यह समाचार 
छपा कि '४ सितम्बर १८९९ को डैंडीकाइण्ट का देहान्त हो गया ।' डेडीकाइण्ड ने 
यह समाचार पढ़कर पत्रिका के सम्पादक को छिखा कि 'तिथि कदाचित्‌ ठोक निकले 
किन्तु वर्ष तो निश्चय ही गलत है । अपनी दैनिकी (70:भ79) के अनुसार तो मै उस 
दिन पूर्णतया स्वस्थ था और अपने सम्मानित मित्र और अतिथि जॉन क्प्टर (560६ 
(०६67) से “पद्धति और सिद्धान्त' पर घुल-घुल कर बातें कर रहा था।' 

रो तो डेंडोकाइण्ड ने बहुत से अभिपत्र छिखे हैं किन्तु इसके दो ग्रन्थ बहुत प्रसिद 
हुए हैं जिनके दिषय “अपरिमेय संख्याएँ" (|ए2धं०एण्गे ]पक्षपा०५ ) और आदर्श 
संस्याएँ' (0९2] |णाैटा$) थे । इसने डिरिचले के गवेषणा कार्य का सम्पादन 
किया और रीमान के संग्रह की प्रस्तावना (१८७६) भी ल्खी । 
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नित्रा्ला जा सकता । अतः यह प्रइन हमारे सम्मुख उपस्थित होता है कि “यह अपरिमेय 
सस्पाएँ वास्तव में है किस प्रकार की ?” डेंडीकाइण्ड ने इसी प्रश्न वा उत्तर देने 
वा प्रयास किया है। 

पहले एक परिमेय संख्या ५/ रु छोजिए। समस्त परिमेय सख्याओ को दो श्रेणिया 
में विभकत वीजिए : बायी और दायी । दायी श्रेणी मे उत समस्त परिमेय सस्याओं वो 
रखिए जिनका वर्ग ९ से बडा है। वायी श्रेणी में दोप समस्त परिमेय सख्याओ को 
रविए। 

बा द 
२९ । इन ररे 
रद है क्ाड 

हम यह मान छेते है कि बायीं श्रेणी की प्रत्येक संख्या दायी श्रेणी की प्रत्येक 
संख्या से छोटी होगी। 

उपरिहिखित वर्गीकरण में वायी श्रेणी में एक मदधत्तम संस्या ३ होगी और दायी 
शरेणी में कोई छूघुतम संख्या नही होगी । इस काट को हम संख्या $/ < अथवा रे का 
डेंड्ोकाइण्ड काट कहते है । 

इसी प्रकार हम एक ऐसा वर्गोकरण कर सकते है जिसकी बायी श्रेणी में कोई 
महत्तम संत्या न हो किन्तु दायी श्रेणी में एक छूघुतम संख्या हो । हम यहाँ २/३ वा 
सघन वर्गीकरण देते हैं-- 











वा दा 
न्द्ड धर] 
दि 
. धप डे धरा 
अब तनिक ३/ ए के रूंगठ काट पर विचार कीजिए । 
या दा 
े २२३३ 
ज-+++--..ह...00त_नल.त.]---+-+-+7 क 
र्क्रे रन कर 


धि हम दादी थेणी में ऐसी समस्त परिमेय सल्याएँ रखते है जितके वर्य ५ से अपिर 
है। और बायी थेणी में शेष समस्त परिमेय संस्याओं गो रखते हैं। रपट है कि इस 
दरोगरण में न शो दायो थेणी में कोई छथुतम संस्या होदी, न बादी देधी में कोई 
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हंडीशाइफ ही मूलभूत गरेपशाओं में से एड इसफ़ा अारिखि्र संत्या सिद्धालो 
है जो आजकल मे घृद्ध गणित के प्रत्येक विद्यार्सी को हृदरंगम करना होता है। उस 
शिद्वारत का आपार एक युति है जिस इंशेडाइगड कार ( 79८0लेजा् त्या ) 
बेटे है। हम यहाँ उत्तर शिद्धाल्त वा बहुत हो सरक भाषा में दिप्दर्शन कराते है । 
जो समस्या किसी मिप्न 
प्‌ 
कब 
के रूप में निरुपित हो साते, उसे वरिभेय संस्था (२णार पिछ्या८४) कहते हैं। 
जो दग प्रकार निरूपित न हो सके, उसे अतरिमिय संत्या कहते हैं। जितने भी साली 
दशमव्य भिन्न. ( पृल्याधगणाए वटमर्म घिग्टधणा$ ) और आवर्त 
दश्षपलव मिप्न ( ९०८छफंँए 0०तश) थिग८्०ण७ ) है, सव सामान्य मित्रों 
के रुपमें प्रदर्शित किये जा सकते है, अतः सत्र परिमेय संख्याएँ है, जैसे-- 


ल्‍- ) रे 
पछप न न्ू 
ब् १५७ 
३ैहै७ 5 सर्प ॥ 


किन्तु /ऊ अथवा $/ह३ को हम किसी साधारण भिन्न ( एएंडश 
ए:३८४०॥) के रुप में निरूपित कर ही नही सकते। सच पूछिए तो हम ऐसी संख्याओं 
क्य दीक ठीक भान निकाल ही मदी सकते। किसी भी दशमलव स्थान तक इंगे 
ससख्याओं का निकट समान निकाला जा सकता है किन्तु इनक्ता यथार्थ मात निवालता 


असंमव है । 
जब स्कूल में विद्यार्थो करणियों ( $ए7्$ ) का परिकलन सीखता है तो मान 


लेता है कि 
३ 5 ४३६. 
यहाँ तक त्तो ठीक है। किन्तु उसे यह भी मानना पड़वा है कि 
शऋप 5 अरशद 
अन्यथा वह यह सिद्ध नहीं कर सकता कि 
आई € #४ए 5 #हिंप 
किन्तु (अ) को सिद्ध करने का उसके पास कोई साधन नद्दी है 
प्रभीकरण में जो तीव करणियाँ आती हैं, उन में से एक का दि 


(जे) 


कलन और फलन सिद्धान्त ड३७ 


निव्राल्या जा सकता । अत: यह प्रइन हमारे सम्मुख उपस्थित होता है कि “यह अपस्मिय 
मम्पाएँ वास्तव में है किस प्रकार की ?” डेंडीकाइण्ड ने इसी प्रइन का उत्तर देने 
वा प्रयास किया है। 

पहले एक परिमेय संख्या ९” रु छोजिए। समस्त परिमेय सख्याओ को दो श्रेणियों 
में विभवन कीजिए : वायी और दायी । दायी श्रेणी में उत समस्त परिमेय सस्याओं को 
रखिए जिनका वर्ग ९ से बड़ा है। वायी श्रेणी में शेष समस्त परिमेय सलख्याओं को 
रखिए। 

वा ड 
२९ ३१ कर 
८ ३ ! ४ 

हम यह भान छेते है कि दायी श्रेणी की प्रत्येक संख्या दायी श्रेणी की प्रत्येक 
संरया से छोटी होगी। 

उपरिछिलित वर्गीकरण में वायी श्रेणी में एक महत्तम संख्या हे होगी और दायी 
थी में कोई लपुतम संख्या नही होगी । इस काट को हम संख्या २/ र अथदा ३ गा 
डेंडरोबाइण्ड बाद बहते है। 

इसी प्रतार हम एक ऐसा वर्गकरण कर सबते है जिसकी वायी श्रेणी में कोई 


महत्तम संख्या न हो किन्तु दायी श्रेणी में एक लघुतम सस्या हो । हम यहाँ २/३ का 
सेगत वर्गोकरण देते है-- 











या है 
६४ +६७ 
कस ज-+ज--++-+++ 
7 डे >६८ 
अब तनिक ३/ ए के संगत काट पर विचार बीजिए | 
रे दा 
रा२३७ 
४---+--- 
हे रर रर३ र्४्ड 





हम दादी श्रेणी में ऐसो समस्त परिसेय सस्याएँ रखते है जिनके दर्ग ५ से अधिव 
; ओर बादी श्रेणी में घेष समस्त परिमेय सरयाओ को रणते है । रप्ट है कि इस 
परंचरघ में न तो दायो थेणों में कोई छघुतम संस्था होगो, न बादी थेंणों में कोई 


॥ 288 
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मद्धत्तम संदया | ऐसा प्रतीत होता है कि दोवों श्रेणियाँ एक दूसरे की ओर दौह रही 
हैं किन्तु बीच में कही पर टूट आ पड़ती है जिसके कारण मिल नही पवी । इसीलिए 
इसे 'काट' की संज्ञा दी गयी है। डेंडीकाइण्ड वा यह सिद्धान्त है कि जहाँ बही ऐसा 
वर्गीकरण आयेगा कि वायी श्रेणी में कोई महत्तम संख्या से हो और दायी थेणी में कोई 
लपुतम सख्या न हो, वही एक अपरिमेय सख्या का सर्जन हो जायगा । 

उचित होगा कि यहाँ हम दो दा्द फुस्स के विषय में भी कहते घलें। छेँडेरग 
फुस्स ([.2टगा05 शशिटों७ ) (१८३३-१९०२) एक छर्मन गणितज था। ईगगा 
जन्म पोर्सन (0507) के पास मोशिन ( )०ला॥। ) में हुआ था। यह क्रमशः 
प्राइगवाल्ड ( ठाल5िछ्ियात ), ग्रटिगन, हीडलबर्ग और यलित में प्राष्यापा 
नियुत्रा हुआ प्रारम्भ में इसने संस्या सिद्धान्त और उच्च श्यामित्रि में परिथम 
किया हिल्‍्लु इसका सबसे यद्रिया काम एक्चात अवरस समीकरणों में हुआ है। उसे 
गमय लक अवपल रमीकरणों के हल के लिए विभिन्न गणितज्ञ दो विधियां प्रपुत क ऐो 
थे। एक विधि घाव श्रेणी वाछी विधि थी जिशसे सौमा कऊन की राह्मयता हे काँगी 
अम्तिस्व प्रम्ेय (हैए90लाट० 7००टटा5) विवाला करता था। द्व]गरी विपि में 
उत्तरोत्त उपनयन (५0८८८७ए० है एए70:ंता3 ४0३) विष्नाले जाते थे। पुष्य 
में इन दोनों विधियों को मिला दिया था और इस प्रकार एशपघात अवा रामीएरणों 
के एक नये गिद्धान्त का प्रविषादत कर दिया बा। 

कग्टर (१८४५-१९१८) का बडा राम्यां घौष्टा नाम धा--जाज लि 
लुशविंग विलिय क्‍टर (0608 /लतगाआते 7.रतछांड् शक्षीए एजमण) । 
दगशी राष्ट्रीयता का तिर्धारण भी एक दुस्तर गार्य है। इससे थिता एर यटुदी थे 
जितना जस्म डे समा ([2लाए)279:) में हुआ था। हिल्तु युवावस्था में ही वह हैेस्माई 
छोड़ कर शम घदे गये थे। जब कश्टर नो वर्ष वा था तभी इसके पिताजी शीरे 
दरिवार बो टेपर जरपतो के प्रवणर्ट ((शा5955) सगर सें आ मे पे। भा 
कंडटर डे छाठत पाठन में कई राष्ट्रों का सहयोग था हिखु यह रब अपने भापरी 
जर्मत हो बट़ा बरता था । 

इप्टर की माँ जी प्रति इ्टाट्यक थी जो उसे पूरखों मे वात हुई वी । उती 
एड बाबा संगीत निरेशब थे, उतहा हद माई बायडित का विशेषज्ञ था, दर मा4 
अ्गीलक्ष था और शष्ट सतोजी डितशार थी / रपये वच्टर को आई ध्यातों जहा 
था और अरूत परिगपह (2८४टप्ट/ ) थी ॥ अत कीटर के रहा में मौकदाई 
जोबाणु स्नान ये | टिल्दु इंटर के शीकत में उसहा प्रकट गीत और 


इर्दज में हो हुजा । 
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कंण्टर की प्रारम्मिक शिक्षा एक तिजी शिक्षक द्वारा हुई। तत्पश्चात्‌ कुछ व 
यह पेंद्रोग्राड और फ्रेंकफर्ट के स्कूलो में पढा । गणित में इसे बचपन से ही रुचि थ 
किन्तु इसके पिता वी यह अभिलापा थी कि यह इंजीनियर बने । केण्टर मे विता ् 





बित्र १०९--घ्टर ( १८४५-१९१८ ) 
( शोपर ९फल्बेएस., एल रेरेंट, न्‍्यूदारं-१*, दो अटुरा मे, री दू 6६ शव ६ 4 म्सार 
हिखो ऋाफ मे मटिक्स' (९.७५ टएहर ) से भ्रयुप.ित । ] 
आह के आये मरइत धृरा दी। टिल्‍्तु घी ही इसरे रिक्रा शे एश घच गशय हि हर 
प्रशार तो चुच शो प्रतिझा हो नप्द हो जाएगी । सप्रटट दपे गो अदस्दा में झब बष्ट 
ने रशख का दादपब्म समाप्त किया और उसमें दिशेप“ता झाप्त की हो दि ने दिख 


डडर गणित का इतिहास 


हे यदि हम संक्षिप्त मापा का प्रयोग करें तो कहेंगे कि अनन्त में से अनन्त निका" 

लने पर शेष जी अनन्त रहता है।' 

यह कोई नया विचार नहीं है। ईशोपनिषद में एक इलोक आता है-- 

ओम पूर्ण अदः पूर्ण इदं, पूर्णात्‌ पूर्ण उदच्यते । 
पूर्णल्य पूर्ण आदाय, पूर्ण एवावशिष्यते॥ 

मावार्य, यदि हम पूछ्ण में से पूर्ण घटायें तो शेष मो पूर्ण ही रहता है। 

कुछ लोग अवतारदाद में विश्वास नहीं करते । वे कहते है कि 'कृष्णजों १६ 
कला के अवतार थे, अर्थात्‌ उनमें पूर्ण रूप से ईश्वरत्व विद्यमान था ।' अब, प्रश्न यह 
है कि जब कृष्णजी इस छोक में मनुष्य रुप में जीवित ये, तव ईश्वर कहाँ या। सम्पूर्ण 
ईइवरत्व तो कृष्ण में ही समाया हुआ था । अतः ईश्वरत्व का लोप हो गया था ।' 
ऐसे व्यक्ति ईइवरत्व, पूर्णव और अनन्तता का अर्थ ही नही समझते । यदि ईशर 
के समस्त गुण लेकर एक नयी सत्ता का निर्माण कर लिया जाय तो भी ईश्वर के समस्त 
गुण ईश्वर में अशुण्ण बने रहेंगे । यदि एक दिये से हजार दिये जला दिये जाये तो मी 
उस दिये की ज्योति में कोई अन्तर नहीं पड़ता। 

कॉप्टर ने अनन्त वर्गों गी तुलना का एक उपाय निकाला है। यदि दो वर्गों में 
एकैकी-सगति (07-9९ ८णा८फ्र॒णाठ॑धा८८) विदापी जा सके तो दोनों वर्य तुस्प 
(ए9०४थं८्या) कहुछायेंगे । उपरिलिसित तौनों वर्ग तुस्य है ।(3) और (४9) ५९ 
विचार कीजिए । ()) के प्रत्येक पद का ६ गुना एक ही संस्था होगी जो (7) में 
विद्यमान होगी, जैसे ५ का छ. गुना ३०, ७ का छः गुना ४२, ३० और ४२--दोतो 
संख्याएँ (70) में कही न कही अवश्य आयेंगी । 

इसी प्रकार (2) के किसी भी पइ के ६ की संख्या वही ने कही (0) में 
आपेगी ही । 
अतः (॥) के ब्रत्येक पद की संगति (॥) के एक पद से विद्यायी जा सहतों 
है। और (१) के प्रस्येक पद की सगति (3) के एक पद से विद्ायी जा साती है । 

अवणव (3) और (४) दृश्य है । अर्थात्‌ एक प्रूर्ण सत्ता (2 8:20 /02% अपने 
एव मांग (0375) के हुल्थ है । क्र के सिद्धाल् में यही विरोधामांस *हि 
पहुता है जिस पर कनेक्ट ने आक्रमण किया था । 

इस यज् की वृधदिति हम पर्टिन्डारे से करेंगे बह़ते है हि जब शरि बताई हां 
(एल्‍्णट्टर पलक 5॥0%) महात्मा गाँवी मे मिल कट खौटे थे तो उते एट दिए 
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ने उनसे पूछा था कि, कहो, महात्मा के विषय में तुम्हारा क्या विचार है? शो ने 
उत्तर दिया, 'पहले मुझे होश में आ लेने दो ! वह मनुष्य नही है, एक चलता फिरता 
जादू है! 

छोटे पैमाने पर कुछ इसी ढंग का अनुमव सिल्वेस्टर को हुआ था जब वह पॉएं- 
लारे से मिलने गया था। पॉर्टेन्कारे नी कृतियों की सल्‍्या इतनों अधिक थी और 
बह इतनी उच्च कोटिकी थी कि सिल्वेस्टर वे मत में घारणा दना ली थी कि पोएन्कारे 
कोई दाढ़ी वाला प्रौढ़ अथवा वृद्ध होगा । वह तीन ज्ोनें चढ़कर पॉएन्कारे से मिलने 
गया। जब उसे देखा तो हवका ववका रह गया । उसे तो पॉएँस्कारे एक छड़का सा 
दिखाई पड़ा जिसने अभी गणितीय जीवन में ददारपण ही किया हो । दो तीन मिनट 
तक वह मुंह बाये खड़ा रहा और उसके मुंह से एक घब्द भो नहीं तिवल्लां मानों 
उसने संसार का आठवाँ अचम्मा देखा हो ' 

हैनरी पॉएन्कारे (स्ल्मम ए०ं0८४०) (१८५४-१९१२) वा जम्म नेंससी 

(0२४४८)) में हुआ था । इसके कोई भाई नही था | वेवल एक बहन थी । इनबी 

भी बहुत मेघावी और पूर्तीली थी । उसने बड़ी तम्मयता से बच्चो बा छालन पालन 
जिया था। बचपन में न पॉएन्कारे वी बोली साफ थी, न यह ढंग से लिए सकता था, 
वद्यपि यह दोनों हाथों से लिखा करता या । पाँच दर्ष की अवस्था में ही इसे रोग ने 
चाप दिया और जीवन भर के लिए इसे दुदंल बना दिया। 


पॉएँन्वारे की स्मरण शत वड़ी विल्‍ृक्षण थो । एक बार जिस पुस्तक को प३ 
झैता या, वह प्रायः कष्ठस्थ हो जावी थी । इसे यह मो याद रहता था दि अमुझः 
वावय पुस्तक के किस पुष्ठ की विस पंतित में आया है। इसदी आँखें कमडोर थी । 
यह अपनी श्रवण शवित से हो बाम लिया बरता था । का में पिछाह्ी बैठा बरता 
पा । श्याम पट्ट पर जो छिसा रहता था, बह तो यह पड़ नहीं पाता दा । डिन्तु डैमे 
जैसे अप्यापक बोलता जाता था से वैसे यह याद करता जावा था। यह रक्षा में कमो 
डिखा नहीं बरता था विन्तु एक बार सुनने मे हो इसे सारा स्पास्याव याद हो 
जाता था; 

पोएँन्शारे दशा मुखझबशड़ और जसामाजिह यथा + जिस होदल में यह व्टरता 
था, कभी दमो उसको सौलिया और घादरें अपने रू्दृर में रख लिया बर्ता या। 
जद कमी इसे किसी रणिच्रीय प्रश्न पर दिचार करना होता था, यह घष्टों बमरे में 
टहड दहल बर उस पर मतन जिया करठा था। एव बार पिल्देष्ट (5:/358) 
श सूचता 


धूचता 








पाजत का इजहाए 


पॉपिखारे को ही विल्तु यह बरायर माने कमेे में डहडाग़ा ही रहा। आयस्तुक बैठा में 
इसरो बाद देशाया रहा । सीन घच्छे परश्वाए वररिलारे ने बैठक में झविकर कहा हि 
आप मेरे काम में किन झा रहे है ।" इतना सुनते ही गणशिवज उठकर चछा गया। 





चित्र ११०--पन्कारे ( १८५४-१९१२ ) 


५ ( ढोवर पन्चिकेशंस, इन्कॉरेरेंटैंड, न्यूवॉके--१०, की भतुश्या से, डी० खूइक इंठए 
कॉन्साइज् दिखी धॉक मेंथेमेंटिफस! ( १.७५ डालर ) से प्रत्यपादित। ] 


, 


«रे का झिप्टादार ! और ऐसे व्यक्ित से क्या आशा की जा सकती है 
#६ भोजन करना ही भूछ जाता था; 
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बचपन में पॉएन्कारे को प्राकृतिक इतिहास से रुचि थी। जोवन में एक ही बार 
इसने राइफिल चलायी और एक ऐसी चिडिया मार गिरायी जो इसका लक्ष्य नही थो। 
तब से इसने, अनिवाये सैनिक शिक्षा छोडकर, राइफिल को हाथ नही लगाया । 


गणित का क्लौक पॉरन्कारे को पन्द्रह वर्ष की अवस्था से हुआ । यह अधिवतर 
गणितीय समस्याएँ मन में ही हक कर लिया करता था । और जब समस्या का पूर्ण- 
हुप से साधन हो जाता था तभी उसे लिखित रूप देता था। सत्रह वर्ष को अवस्था में 
थह स्नातक हुआ, किन्तु गणित में इसे बहुत ही निम्न स्थान मिला। परम्तु जब यह 
बनविद्या (०7८४८) की प्रवेशिका परीक्षा में बैठा तो बिना शिसी तैयारी के 
गणित में सर्वे प्रथम आया । इसके पश्चात्‌ तो इसको गणितीय प्रतिमा प्रस्फुटित होने 
छगी। जब कोई इसमे कटित से कटिन प्रश्न मी पूछता या, यह तुरन्त, बिना एक 
क्षण की भी देर लगाये, उत्तर दे दिया करता था । और उत्तर सदैव ठीक निबलता 
पा। 

जब पॉएँन्चारे कॉलिज पहुंचा तो झारीरिक ध्यायाम और रेसन (/॥७- 
करा) को छोड़कर शेष सब विपयो में सर्व प्रथम आने छगा। प्रवेशिका परीक्षा में 
इसे रेखन में शून्य मिला । शेप सब विपयो में यह प्रथम रहा | अब प्रशत यह था 
हि इसे कॉलिज में प्रविष्ट विया जाय या तही । परीक्षा के नियमों के अनुसार, यदि 
हिस्ली का विभी विषय में घूल्य आता या, तो उसवा प्रदेश असम्मव था। डिल्‍्तु 
पॉऐन्कारे वो प्रविष्ट विया गया। छोगो का अनुमान है हि बदाबित्‌ परोक्षणों से 
७ केः स्थान पर .०१ लित दिया हो । 


१८७५ में पॉएुन्कारे न सनिज विद्यालय ($00ते ० पात्र में प्रवेश दिया । 
दीन वर्ष पश्चात्‌ इसने अवक छ समोज रणो पर एक प्रदन्‍्प लिखा। रॉर्दों (277005) 
उसवा परोक्षक था। इसने बहा हि 'यथप्ि प्रदन्‍्ध में पर उपर बुछ अुश्ियाँ हैं, 
तथापि इस प्रदन्‍्ध से बई अन्य प्रबन्‍्प तैयार रिये जा सइते है। बह सरते है दि 
दॉैलारे का यणितोय भार्य इसी प्रबन्प से आरम्म हुआ । अब सर यह सो इगरी 
समस्त में भा चुरा था हि इसे एस्जोनियरो बे क्षेत्र में जोन महों जित्ाना है । १८७९ 
में घह बेन (03ला) में गशितोर शिम्लेपय हा द्राष्यापप निदुक्त हुआ १८८१ 
में इसशी निपुत्ित्र पेरिस बे विशशशिातय में हुई ॥ पाँच बई परघात्‌ इसको एइमऑति 
हो परी और यह पेरिस में हो बान्गियों और प्ररेगात्मश मोदियों (लजपुद्या- 
शाध्याग 9 अं0) बत प्रोपं सर हो दर इस इरार १८८६ में युघु सब बह प्रा 
देरिस में हो रहा। 





कलन और फलत तिद्धान्त डड७ 


अतः कोजू छ एक आवर्त फलन है जिसका आवर्तेताक २7 है। अब मान लीजिए 
कि एक फलन फ (छत) ऐसा है जिसके दो आवर्तताक अ, और ज, है। तो 

फे (ल+अ,) रफ (छ) और फ (छ+अ,) कफ (छ) । 

ऐसे फलन को द्विकावते (00007 एला००४०) बहने है। पॉएन्चारे ने 
यह सिद्ध किया कि आवत्तता एक अन्य साविक गुण बी ही विशिष्ट दग्मा है। गुण 
यह है कि बुछ फलन ऐमे होते है कि छ के पहुत से मानों में से कोई सा एक रथ देने से 
फलन का मान ज्यो का त्यो बना रहता है। और ऐसे मानो की संख्या अनन्त किन्तु 
परिगणनशील (77ाशटाऔ८) होती है । 

हम जितने गणितज्ञो को स्थान दे सकते थे, हमने दे दिया । अभी दसियों गणि- 
ठश्ञ होप रह यये हैं) उप्नीसवीं शताब्दी में गणितीय गवेषणा वार्य का इतना विकास 
हो गया था कि यणितज्ञो की बोई मी सूची बनायी जाय, अधूरी ही रह जायगी । हम 
यहाँ थोड़े से अन्य गणितज्ञों के नाम और प्रमुख विषय देते है । किन्तु ऐसी भूची कमी 
निशेषी नही हो सकती । 


जर्मनी 
कफ (१) जॉन फ्रेंडरिक पक ( ]णीए एमल्‍्वतंनी एव ) (१७६५-१८२५)-० 
ड्रेषण, ज्यामिति, ज्यौतिष ॥ 

(२) फ्रेंडरिक विलियम वेंसिल (सव्वंपती जता 0०52) (१७८४- 
१८४६)--मौतिकी, ज्योतिष और फलन सिद्धान्त । बेंसिल फलन (फेल्छर्श 
ए८प्रंणा5) इसी के नाप से प्रसिद्ध है । 

(३) हर्मान छुडविग फर्डनें्ड फॉन हेल्महोल्टुज (सिशाशथ्राय [करंट 
एलवंशगावे एक घ्रलणाणी:))। (१८२१-९४)--अपूक्लिडी ज्यामिति । 

कक पॉल दुबॉय रेमण्ड (22५ 00 फेण5 े८आगणगत) (१८३ १-८९) 
-+ल्ेणी अमिसरण, फूरियर श्रेणी, विचरण कलन, समा समीकरण। 


फ्रांस 


है (५) जीन राँवर्ट आर्गेप्ड (]०आ ००टाप हैए800) (१७६८-१८२२)-- 
आईएड रेखाचित्र (8:2भ70099एपश7) इसी के नाम से प्रसिद्ध है जिसमें समिश्र 
राशियों का निरूपण ज्यामितीय विन्दुओं से किया जाता है। 


अध्याय ८ 
गणित के इतिहासन्न 
(१) आदि कार 


यो तो जब कमी कोई इतिहासकार किसी देश की सम्यता और संस्कृति का 
इतिहास लिखता है, यदि उस देश का गणितीय कार्य इलाघनीय होता है, तो उसका 
उल्लेख भी करता ही है। किन्तु यहां हमारा दाटर्य बेवछ उन इतिहासन्ञों से है 
जिन्होंने विशेष रूप से गणित का ही इतिहास छिला है। साधारणत. कोई गणितज्ञ ही 
गणित का इतिहास लिखेगा, किन्तु यह आवश्यक नही है कि कोई गणित का इतिहासजश 
एक भहान्‌ गणितज्ञ ही हो । इसके विपरीत बहुघा यह देखा जाता है कि विसी देश 
के चोटी के गणितज्ञ इतिहास में रुचि नही छेते, और जो गणितज्ञ इतिहास लिसने में 
सिद्ध॒हस्त होते है, गणित को उनकी देन नगण्य रहती है। 

संसार में गणित के इतिहासज्ञो में सर्द प्रथम कोन था, यह कहना कठिन है। 
विन्तु लिखित अमिकेसो से तो ऐसा प्रतीत होदा है कि सबसे पटला इतिहास लेखक 
जैमिनस (0०005) था। यह ईंजियन सागर ( शा 5८ ) के रहोइग 
(२०0८४) नामक टापू का निवासी था और इसका जीवन बाल ७७ ई० पू० के 
आम पास चा। इसकी एक ही पुस्तक प्राप्य है--ेंनॉर्मेना ( /॥०0णएक्षा ) 
जिसका मुद्रण सदसे पहले ग्रीक और छेंटिन में १५९० में हुआ था । इसने गणित को 
दो थर्गों में विमाजित किया था-- 

(१) शुद्ध गंणिद--अंकगणित और ज्यासिति। 

(२) प्रयोजित गणित--ज्यौतिष, यारितरतरी, चाहशुपी, भूमिति आई | 

उसी समय का एक अन्य ताम उल्देखनीय है : डायोशेरस (004०0७) 
का। यह सिसिली का तिवासी था और इसबा जोदन काल ईसबी घती से तुसस्ठ 
पहले था। इसने इतिहास पर चालीस पुस्तडें लिखो है।॥ इसरो शैली भले हो 
जादपक न हो किन्तु उससे उक्त शाल के गणित पर ज्छा प्रदाश पह्ता है। 

उताब्दियों के पश्चात्‌ दास्टर बले (ध/शात्त फज्तोंट)) का नाम ज्यवा है। 
इसके छजोवन काठ शा टोक टीक पता नहीं है॥ इउता हद है दि मजा जन्म 

२ 


डपु० गणित का इतिहास 


ऑविसफ़ोरड में १२७५ ई० के आस पास हुआ था । इसने दार्शनिको और कवियों की 
एक जीवनी लिखी थी । उक्त पुस्तक सर्व प्रथम वव और कहाँ प्रकाशित हुई यह तो 
पता नहीं है किन्तु इतना पता है कि उसका एक संस्क्रण कोलोन (००९०९) से 
१४६७ ई० के लगभग प्रकाशित हुआ था । यह ग्रन्थ इतना लोकप्रिय हुआ हि १५०१ 
तक इसके चोदह संस्करण निकल गये । इसे गणित का इतिहास तो नही कह सकते 
किन्तु इसमें यूनान के गणित्ज्ञों के जीवन चरित्र पर भी टिप्पणियाँ दी गयी थी। 


(२) सोलह॒वों, सत्रहवों और अट्ठारह॒वीं झताब्दियाँ 


वर्नाडिनो वाल्डी (छटछामाठेंण० ऊगेव) (१५५३-१६१७) इट्ढो 
का गणितज्ञ और विविध छेखक था । यह उबिनों (0770) का निवासी था। 
इसकी रुचि चतुर्मुखी थी । इसके प्रिय विपय थे--यणित, भूगोल, धर्मशास्त्र, इति- 
हास, पुरातत्व आदि | इसके अतिरिक्त यह कविता भी कर लेता या। सब्र मिला+ 
कर इसने सौ पुस्तकें लिखी जिनमें से अधिकांझ अप्रकाशित ही रह गयीं । इसकी सबसे 
प्रसिद्ध पुस्तक क्रॉनिका (2:07४८७) थी जिस पर इसने बारह वर्ष परिश्रम किया। 
इसका विचार इसमें २०० गणितज़ों के जीवन चरित्र देने का था। उक्त प्रत्य का 
संक्षिप्त संस्करण १७०७ में उबिनो में प्रकाशित हुआ | 
जॉन वालिस की वीजगणित की पुस्तक का उल्लेख हम एक पिछठे परिच्छेई 
में कर चुके है । उक्त पुस्तक में केवल बीजगणितीय सिद्धान्त ही नही थे, बरतू दीजर 
गणित सम्बन्धी वहुत सी ऐतिहासिक सामग्री मौ थी। यह बहने में अत्युतित नहीं 
होगी कि इंग्लेण्ड में गणित के इतिहास का अध्ययन इसी ग्रन्थ से आरम्म हुआ । 
गणित का इतिहास” नाम की पहली प्रुस्तक हीलब्रॉनर वी लिखी हुई थी । 
इसका पूरा नाम जॉन त्रिस्टफ़ होलब्रॉनर ([णीा ट्ंर्र्णी म्रवोक्षिणपाथ ) 
या। यह एक जमन यणितज्ञ था जिसका जीवन वाल १७०६-४० था। इमई 
गणित के इतिहास का आज भी महत्त्व है क्योकि उसमें समस्त गणितीय पुस्ता 
और हस्वलिपियों की सूची दो हुई है जो उस समय प्राप्य थी। 
अब्राहम गॉयेल्फ कास्‍्नर (4कशीगए ठ0०प्तीलेिदक्रात) (२३९०१ हक शे 
भी एक जन ग्रशितज्ञ था। यह १७३६ में छादपत्िग में और १७५६ में गटिणन 
में गणित का प्राध्यापक नियुक्त हुआ। उस दिलों गशिगित में ४22: विद्ार्धी 
था । काह्तर के सहयोगी इसे एक महात्‌ गशितश्ञ और एव उच्च फोर्टि बा ्डि 
समझते थे हिलतु मला गाउस शो इससे गया सीखना था। तथाति कॉस्तर के विधए 


गणित के इतिहासज्ञ ड्प्र 


में गाउस कहा करता था कि यह कवियों में पहछा गणिदज्ञ है और गणितज्ञों में पहला 
कवि ।' मतलूव यह कि भाउस इसका बडा सम्मान किया करता था। 

यों तो कास्वर ने दजंतो अमिषत्र लिखे जिनके विपय थे---समीकरण; ज्यामिति, 
प्रयोजित गणित आदि । किल्तु इसकी सबसे महत्त्वपूर्ण पुस्तक इसका गणित वा 
इतिहास थी जो चार भागों में गटिगन, से १७९६-१८०० में प्रकाशित हुई । 

जीन एट्येंद मॉन्टूकला (]ल्‍आ एएटणाल ैग्रापट०) (१७२५-९९) का 
माम विशेष उल्लेखनीय है। यह एक फ्रांसीसी गणितज्न था और लियॉन्स ([.एणा5) 
का निवासी था। १७५८ में इसने एक गुमनाम ग्रन्थ लिखा जिसका विषय था 'ृत्त 
बर्गेण सम्बन्धी गवेषणाओं का इतिहास ।” चार वर्ष पश्चात्‌ इसने अपने गणित के 
इतिहास का पहला माग प्रकाशित किया । ढग से लिखा हुआ गणित का यह पहला 
ही इतिहास था । कुछ समय परचात्‌ इसका दूसरा भाग मी प्रकाशित हुआ और 
१७९९ में दोनों मागो का दूसरा सस्करण निवकू गया । १७७८ में मॉन्‍्टरक्ला ने जक 
बोजानम (]३८६७४८४ 02279) के गणितीय मनोरंजन! का पुन' सम्पादन क्या । 
यह गणितीय इतिहास का तीसरा माग तैयार कर रहा था जिसवा थोडा सा अश छप 
भी चुका था कि इस देहास्त हो गया । धेपांश को ज्यौतिषी जोजफ़ जेरोम छः 
फरसॉय द: छलानदे (]0ल्‍का। ]कगा० ८ प्ाआ००७ १० [,/290८) ने मुद्रित 
करायथा। उक्त ज्यौतिपी ने तत्पश्चात्‌ ज्यौतिष के इतिहास पर मी एक पुस्तक लिपी 

चार्स बोमुट (00०० छ8050%) (१७३०-१८१४) भी फ्रांस वा ही 
निवासी था । इसको विशेष रुबि पादूय पुस्तकें लिखने में थी विस्तु इसने गणित के 
इतिहास पर मी एक पुस्तक लिसी है .जो महत्वपूर्ण है। यह प्रत्य दो मायो में पेरिस 
से १८०२ में प्रकाशित हुआ था। 

पीढ़ो कोमाली (१00० (०७०) का जन्म बेंरोेना (५४८४०॥७) में भोर 
भूरयु पदुआ (90४०9) में हुई थी। इसका जोवन गाल १७४८-१८१५ था। 
पह क्रमशः इटली के पर्मा ((आ73) और पहुआ विश्वविद्यालयों में प्राष्यापक 
हुआ। इसत्री सबसे प्रसिद्ध पुस्तक दीजगणित के इतिहास पर है जो पर्मा से दो 
भागों में १७९७ में प्रक्राशित हुई। 

गणित के इतिहास के सस्बत्ष में घोन के थुअत युअन का नाम भी उल्लेसनोय 
है। इसरा छोवन बाद १७६४-१८४९ था । इसने गदिवशों और ज्यौवितियों 
दे जोदत चरित्र पर एक बृहत्‌ इस्य लिखा है। पुस्तक दा नाम चू जेत चुअत था 
भर १७९९ में प्रशाशित हुई थी ६ चोनो गदित हे इतिहान पर दद्मदित्‌ सर्वोत्तम 
पुस्तक यहों है। 


४५२ गणित का इतिहास 
(३) उस्नोसवी शताब्दी 


आइवक टोड्हस्टर (76 ॥०वाछ्याट7) (१८२०-८४) एक अंग्रेज 
गणितज्ञ था इसके पिता एक पादरी थे। इसकी शिक्षा लन्दन और केम्ब्रिज में 
हुई । आरम्भ में तो यह पैकहंस ((८००४॥०४) के एक स्वूछ में अध्यापक हो गया। 
अध्यापन कार्य के साथ ही साथ यह हलन्दन के यूनिवर्सिदी कॉलिज की अपराह्न की 
कक्षाओं में मी जाया करता था । १८४२ में यह छन्दन विश्वविद्यालय का स्नातक 
हुआ और दो वर्ष पश्चात्‌ इसने केम्ब्रिज के सेण्ट जॉन्स कॉलछिज में प्रवेश छे लिया । 
केम्प्रिज में इसने स्मिथ पुरस्कार और वर्नी (पशा८/) पुरस्कार प्राप्त किये और 
तत्पश्चात्‌ अपने ही कॉलिज में अधिसदस्य और व्यास्याता नियुक्त हो गया। छदत 
में यह डी मॉर्गेन के सम्पर्क में आया और केम्द्रिज में इसने पाठ्य पुस्तक लिखतो 
भारम्म कीं। १८६२ में यह रॉयल सोसायटी का अधिसदस्य हो गया। १८७१ 
में इसे ऐंडेम्स (8०४705$) पुरस्कार मिला और यह रॉयल सोसायदी की परिषद 
का भी सदस्य बने गया। 

डॉड्हण्टर भाषाविद्‌ भी था, गणितज्ञ भी । इसने गणित की विभिन्न शाखाओं 
पर एक दर्जन से अधिक पुस्तकें छिखी किन्तु इसकी विशेष ख्याति इसकी इतिहास- 
सम्बन्धी पुस्तकों से हुई-- 

(१) १८६१: स्रडाणाए णी पट 0अ०णैफ ० एगवंगरपंणफ- 

(२) १८६५ : प्राण ० प्र० १४ मतीलागव0वगें प्री००७ जी शिव 
छ॥07 हा ऐ॥९ प्ंणर 6 98८थ ० प्डघ 067,287ग85 

(३) १८७३ : उग्रह्नणछाज़ ०९ प॥र6 2(३फ्रैलगागपंध्ग गृपाल्गांवल ० 
#का३८ए०० गाव पडा ० 06 पथरी (0ए उेएटजणा (0 :2्०८ 

(४) 7॥6 छत ०९ एल प००७ ०57० :५: इस प्रत्य को टाई 
हष्टर पूरा नहीं कर पाया। इसे उसकी मृत्यु के पश्चात्‌ कार्ल पियसेन ने १८८६ 
में प्रकाशित किया । हे 

जॉन जॉन्स्टन ऑल्मेंन (60०8० छ[ग्रैाफ/णा शैशयाशा) का जन्म ईटर४ मे 
डवलिन में हुआथा। यह निस्सन्देह एक विद्वान था। १८५३ में यह गँल्वे 
(5४७०७) के एक कॉलिज में गणित का प्राध्यापक तियुक्त हुआ। इसकी मह 
पुस्तक प्रसिद हो गयी है--प्रल्न०ाज ० डबल: 6००फवा) शिया परकिगैल 
50 मफलाव, 


गणित के इतिहासत् ४५३ 


यह पुस्तक १८८९ में डवलित से प्रकाशित हुई। ऑ्मेन ने उसमें लिखा है 
कि यूक्‍्लिड की ज्यामिति में केवछ माग १० यूक्लिड का लिखा हुआ था। भाग १, 
२, ४, ६ और १२ पियेंगोरियो ने मिलकर लिखे थे और माग १३ और भाग १० वा 
भी कुछ अश थीटेट्स (732८८४५) का लिखा हुआ था। ऑ्मेंन की मृत्यु 
१९०४ में हुई । 

हर्मान हूँ केल ([्धाण शाह प्रजा: ) (१८३९-७३) एक जर्मन गणितज्ञ था । 
इसे बड़े वड़े गणितज्ञो के सम्पर्क में आने का अवसर मिल्ा-मोवियस (//6005), 
रीमान, वोर्ट्रॉस, क्रॉ्नेंकर । इनमें से प्रत्येक का यह विसी न किसी समय शिप्य 
रहा। तलश्चात्‌ यह त्रमशाः अलगिन (सशैशाइला), दूबिगन (परफएटुल)) 
और छाइपजिग में प्राध्यापक नियुकत्र हुआं। १८७० में इसने एक बहुत महत्त्वपूर्ण 
अमिपत्र प्रस्तिका तैयार को जिसमें ऐसे फलन दिये गये थे जिनके अवकल् गुणाक वा 
अस्तित्व सन्दिग्ब था । इसके अतिरिक्त इसने ऐसे वक्रो का उल्लेख किया था जिनमें 
अत्यल्प परिमाण के असंख्य दोलन हो और जिनके प्रत्यक बिन्दु पर कोई निश्चित 
दिशा हो न हो, अर्थात्‌ जिनके किसी मो विन्दु पर स्पर्शी खोचे न जा सके । यो पह 
सकते हैं कि उकत पुस्तिका ने दीस्ट्रास के अववकलनशील सतत फलनों वाले बाय॑ की 
नीब डाल दी । 

हँकेल वे माम से हें कल परिवत' ( प्रआपल प्रस्शाईणित$ ) प्रसिद् 
हो गये है। इसके अतिरिक्त इसने एक गणित का इतिहास लिखने वी दैयारी वी थी । 
बहुत से स्थानों पर इसने टिप्पणियाँ छिख रखो थी। यह उस बार को पूरा भी न कर 
पाया था कि बाछ का बुलावा आ गया। उक्त टिप्पणियों को सप्रह करके इसके पिता 
ने उन्हें पुस्तक रूप में १८७४ में छापा। इसमें सन्देह नहीं कि यदि हें बल ३४ वर्ष 
से अल्पावस्था में न मर गया होता तो सणित के इतिहास दे क्षेत्र में इसत्य नाम अमर 
हो जाता। 


* (४) शोसवों शताब्दो 


बोसबी शवाच्शे के प्रारम्म सके गशितोय इठिहास सेशन को परम्परा स्दारित 
हो चुकी थो। पिछले प्यास बर्षों में गछित बे इतिहास पर अनेक पुस्तझें प्रवाशित्र 
हो चुकी है। हम यहाँ उनमें से थोड़ी सी का हो उस्लेश बरेंगे ३ 

(१) हम पहले लिख आये है दि कझारत में पिएले दियो सब दादित शो ज्यौदिय 
का हो अय माता डावा रहा है॥ अतः इस देश में स्वत रूए से रादिय बा इतिटास 


डेप गणित का इतिहास 


ठिसने वी कोई परम्परा ही नहीं रहो है। भारत के आधुनिक छेसफों में से एक नाम 
विशेष उल्हेसनीय है--भकर बाछ कृष्ण दीक्षित का ) इनका जन्म रलागिरी जिले के 
एक गाँव में १८५३ में हुआ था। इन्होंने प्रारम्मिक शिक्षा गाँव में ही पायी । तत्सइचातू 
सीन वर्ष यह पूना ट्रेनिंग कॉलिज में पढ़े ॥ १८७४ में मेंद्रिक पर्दक्षा पास की । फ़िर 
आठ वर्ष मरादी स्कूलों में प्रधादाब्यापक रहे । इसके पश्चात्‌ मिन्न भिन्न स्ूडों में 
सहायक अध्यापक का कार्य फ़रिया और अन्त में पुना ट्रेनिय कॉलिज में अध्यापक हो 
गयें, जिस स्थान पर कई वर्ष रहे । 

१८८४ में पूना की 'दक्षिणा प्राइड कमेटी' ने घोषणा की कि पंचागों और ज्यौदिप 
के इतिहास सम्बन्धी सर्वोत्तम ग्रल्थ पर ४५०) का पारितोषिक दिया जायगा। दीक्षित 
जी ने 'मारतीय ज्यौतिष” नामक ग्रन्य की हस्तलिपि मराठी में तैयार करके कमेटी के 
पास भेज दो। १८९१ में इन्हें पारितोषिक मिल गया । उन्ही दिनों गायकत्राड़ सरकार 
की विज्ञेप्ति निकली कि पंचाग सम्बन्धी सर्वोत्तिम ग्रन्थ पर १०००) का पारितोपिक 
दिया. जायगा। उक्त पुरस्कार भी दीक्षितजी को उपरिलिखित हस्तलिपि पर ही 
मिछा। १८९६ में पाण्डुलिपि पुस्तक रूप में प्रकाशित हो गयी । पुस्तक वास्तव में 
स्तुत्य है। १९५७ में पुस्तक का हिन्दी अनुवाद प्रकाशन ब्यूरो, सूचना विभाग, 
उत्तर प्रदेश, द्वारा प्रकाशित हुआ। अनुवादक हैं श्री शिवनाय झारदण्डी और पुस्तक 
(हिल्दी समिति ग्रस्थमाछा' के अन्तर्गत प्रकाशित हुईं है। 

(२) पं० सुधाकर दिवेदी का जीवन चरित्र हम अन्यत्र दे चुके है। १९१० में 
इनका गणित का इतिहास” बनारस से प्रकाशित हुआ। उक्त पुस्तक में मुख्यतः 
अंकों और संख्याओं का इतिहास ही दिया गया है। 


विस्तार मय से हम अन्य पुस्तकों का उल्लेख संक्षेप में ही करेंगे। 

(३) ए.ए. 8. छा : 8 कण ३०८०४ ० पल सछागा ण 
भगगाल्याबधं2४--+गाऐणा (7935). 

इस पुस्तक में गणित की प्रायः समस्त शाखाओं वा इतिहास दिया ग्रया है। 

(४) #, एगुंग्प : 2 प्रछाकतज ० उफ्रलाभाक--नोरीलपाीशि 5 
(00. पिलए शठा (979). 

यह पुस्तक अभिदेश के लिए अच्छी है। 

(५) झ0 प्शक्ाक पत्णी : # साखण्त णी ठल्‍व्ते:कमीशां0-- 
2 एणेफाल--(गागधंरडढल (7927): 


शणित के इतिहासत ड्प५ 


जैसा नाम से स्पष्ट है, इस ग्रन्थ में यूनानी गणित के इतिहास बा अच्छा दिग्दशन 
कराया गया है। 
(६) 7.. ६, |ठघ्या * पांच्रणज जी 6 पशत्ण, णी 'षिणाफरैलड-+ 
३ एगपधार- 0 बश्रैएण्डाणा (4953 )- 
(७) 70. 8. $करांपी : परात्रणज र्ग॒ ैब्पीलायधत-+२ एणैप्ा0- 
जा गाते 0०., ०७ ए०ग, (925). 
इस पुस्तक गी जितनीट[मो प्रशंगा,वी जाय, योद्ो है। सच पूटिए सो जब से 
प्रशाशित हुई है, यह गणित के इतिहासरारों बा पथ प्रदर्शत बरर रहो है। एसरे 
पहले भाग में तो सादिक गधित का इतिहास है जो बई बाठो में विमाझित दिए गया 
है। दूसरे माग में अछग अछग शिशेष प्रकरणों भा इतिहास दिया गया है। हम 
दूसरे माग वा अध्याय क्रम यहाँ देते है-- 





(4 ) संख्या । 

(॥ ) प्राइतिक संख्याओ बा गणित । 

(४४ ) परिषल्न यन्त्र । 

(४० ) इृजिस संस्याएं (47080 एटा )- 

( ४ ) ज्यामिति । 

( ४ ) दीजगणित । 

( ४४ ) द्वारग्मिक समस्याएँ 4 

(४ण ) विशोणमिति । 

(४४ ) माप तोच ३ 

( ५ ) कलन 4 

गणित के इतिहास मे बिसी कहो ऐोटप शा काम उबा एप दे दिला रह हो 
भही सपता। 

(८) 9. 8, [97७ ६ $ठं८०९९ ७ घं४ $४(४३--०८४०४७७ (१99:) 

पुम्कह में द्राषोष हिट्नू स्याशिति दे इटिटास भा दिदुर्रंग बशादा रुप) है। 

१९) ५सतथी प्छ३े ३ $ल्कल फाव्य शबशिलनश्फसामत री. दल 

रैरफदत्त्य्छ एल्याएशए ५०,-पमफ्क जैस्फे:डइसानो धतच्यलाह (9 7, 





शइफेशा इशाई आइनिश घारत ने उज गिरे चरे करिल्शा मे है «े 
शिपोले इस इेश मे रदिसेद शंकर बये दागराए रदायिर हु पक आगाहर हद 


४५६ गणित का इतिहास 


बलिया में १८७६ में हुआ था। इजाहाबाद और कलकरे से एप० ए० वी परौक्षाएँ 
दास करने के पश्चात्‌ आपने इलाहाबाद से डी० एसमी० की डिग्री भी प्राप्त वी। 
१८९९ में आप इस्ठंश्ड पधारे ( वॉच वर्ष आपने यूरोप में विताये। आप वर्षों दनारस 





3 पक ४०८०१-६ ६8.०. 


बन-_० 


चित्र १११--गगेञ्ञ प्रसाद ( १८७६-१९३५) 
के सेन्ट्रूल हिन्दू कॉलिज के प्राचार्य रहे और अन्त में कलकत्ते वी उच्च गणित री 
हाडिस्ज (्र३760728०) गद्दी पर नियुक्त हुए | १९३५ में आयरा विसवदिदालय 
थी एक परिषद्‌ की बैंटक में माय छेते समय अबरस्सात्‌ आपका दैहाबतान हो गया। 
डा० गणेश प्रसाद ने अनेक अभिपद और एस्तरं लिखी हैं । अपने एक अमिपत्र 


में आपने फ्रास़ के त्रसिद्ध गणितज्ञ छेदेग [/.८7८छ१०८) की एक गंखती तिशाली 


गणित के इतिहासज डप७ 
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प्रवाह विधि-शाला09 06 49%छ905 

प्रमर, विघा-9700९35 

प्राकृतिक दार्शनिकननाअधाहजे फुशित- 
$0जोच 

प्राचड-कृण गा तट 

प्राव्यमापाश-0मंला।गड: 

प्रावधान-(/०घंत्रंणा 

प्राविषिक संस्थान-(०८एआंल्यो 
प्रडापाल ह 


गाजप्री०- 


फश्नी, टंब-४९०३९ 

फछक-96९ 

फलन बलने-€्थैव्पाॉफ़ ० णि०- 
पंजा$ 

फलव सिद्धान्त-धा००श) ण छिलंजणा$ 

पंडित ज्योविष-59००४) 





चल बिनुज-स्य ग्णष्ठों९ एर जिल्त 
बतठ. समान्तर-चतुमुंश्नृ"ः्योेत- 
ह्वाय्या ७ जिल्‍त 


बहुफलक-फर्णजात्वाणा 

बहुलक विन्दु-शर्णपए८ एणाा 

बायाँ-शणाइ0 

बिन्दुपथ, निधि-0८05 

बिन्दु माला शाहुए ० एजाफ 

बिल-श 

बीजगणित-शैहु्का4 

बीजगणितीय युग्म-भहर्तागए पणाए्रोर 

बीजगणितीय हच-॥हक्रीशर 
इठपचणा 

बेलन-८शिवेला 

बौद्धिक अभ्याणजियाँ-णालील्टफ्ण 
अप्रय्शाशला0 


मजनफल-पुए०प्रला। 

मग-ा, था: २. वशपणा- 
मागरेखा-506/5 

भारेच्द्री बलन-0927)८लापाद 
€गैतणीए5 

भारतीय पुरातत्व सर्वेशण-शाप्०००- 
(0झ्लंट्ग उ्रातस्ल)) ० छाप 
निश्र-श्ग्व्ंगय 

मूमिति-8००वल) 

मूमित्रीर-[००प०९० कु 
भूदिप्द और अस्पिप्य बिखुनश शणाा> 
खाते शधयगव [०माछ 

मौतिरेनूर)मंठ 

भौमिषो-ह०ण०६) 

ममिोश्च-ह०्णैज्लाप 


मारधत-लेफाड 


मंध्यक-0627 

मध्यक गति-वाटथा शातांगा 

महन्त-॥८०४० 

मात्रक, इकाई-एयः 

मात्रा-वृषशाएंपर 

मादा संस्या-ल्त९ साफराएट 

मानक-डप्यातेगत 

मानकीकरण-डाजात॑बातीउ३0ा 

मानोपाधि-॥07039 तलूए्एए 

मापिकी-वाला5प्रत्थाणा 

मापिनी, पैमाना-5८४० 

माया बर्ग-या780 5077९ 

मिश्रप-॥॥84४07 

मिथ्र श्रेणी-007८६ उध्ा65 

मिश्व समानुषात, संयुक्त समानुपात 
€णारफृण्कात॑ कृकृणपणा 

मूछमूत-फिपंगरालाधों 

मोबियस बत्प-ग09फ आते 


पराश>४-)३४४ 

यावदनल-३0 एथिाणा 

यान्त्रिडी -वा ०८३05 

याप्योवर-काटापल्आ३ 

घुयपई मप्तीडरच-नाय एसशा2005 
प्पु '0370॥75 

दुग्म-८०ए०/४८ 

योगाव्मत, यौवित्चू>२०कंपरट 


शचतव/-</ए5फ्फटएफा 


वरहरी-एशटय37 
सदिय सर(ि-4५का८छ3 दर 7395 


ड्टरड 


राशि चि7ह-अंहा। ण॑ गह 2074० 

रिक्विना, 8०9 2. ए३८था८ 

झूढ़ संख्या, अमाज्य संख्या-नआंगाए 
ग्रणाफल 

रेपन, आग्रहण, उद्रेसण-03एएएछ 

रेखा-॥8९ 

रेसागगित, ज्यामिनि-ह०णाला३ 

रेसावली-कुथातों छत 6 

रेखा समाकल-]76 लहर 

रेबीकरण-९०॥धल्वठा न 

रेत गणक-$ज0त॑ ए९८णारटर 


रक्षित-त०लत्त॑ ५ * 
छचुकरण-7०0/८४०ा 
छघुगणा-0.7धीए 

छघुगणतीय सविख-[0_48धीएआ6 रंग! 
झाव्रिक त्रिमुजीय संक्षेत्र-#8॥0 0/90- 
हिणैउर छुृघंआओ 

डिदुअस-॥00७ 
डेपापालन-३८९०णराधआ८) 

दैग्म-ला$ 


यक्र-दछाप्ए 

वशज-ण्लीत॑त॑ 

वकता वै्द-€प्यापट ता ८पै/४2४९ 

बता प्रर्शि-८/४३/ए९ शाफ्रा। 

वनर्विद्यान जिला ५ 

अतरपतिशास्त्र, वातरप ही, सौदितदी- 
फ्गाऊाज़ 

कर्र-व. टॉउड़ 2. उपुणसर 

बर्दग-अ्यृप्माधट 


श्दर 


बग्गें मूल-$पृघघाट 7000 

वर्गात्मक द्वैघपता नियम-]307 ० तुपउते- 
गगांट उ०ंछ/०० ६५ 

वर्ण, कम-0ावेलः 

बर्षानतर-धगारीलगपंणा 

वर्तृद, वृत्ताकार, वृत्तीय-दं"एआ 

वाम्मिता-९०पुप्ला८० 

वाणिज्य-९0फशटापट 

वानसपतिकी, वतस्प्रतिश्ास्त्र औद्मिदी- 

छण्घाए 

वायु मीनार्‌-१०फ०/ ए कपग्राऐे 

वास्तुकल्ा-गर्णआ६९०८६४०7९ 

विशतिफछक-१0037९0:07 

विश्लेष ज्यामिति-[ए0९८७४९ 
ह०णणावफ्ए 

विचरण कलन-८प्णोफ ० एआा३- 
पंठाड 

विश्वित्रता, ,अयूर्जवता-डंए809प77 

बितत मिन्न-0०णंग्रच्चव्तें दिब८पंणा 

वितरण-वहर्तं।पांणा 

विषा, प्रसर-(४0९९७ 

विपरीतिवाँ-0990अंपं जा 

विमव-छ॒कालापंगे 

विमा-पशलाप्ंगा 

विरोषामास-90व7 9०८ ०६ 
श्गबतेठ्डलड 

विक्ोपन-लगांा३पंगा 

विश्वकोष-८ा८ए८०फुथ्पी३ 

विश्व गणित-गधपवपंदय 
प्रएटाओबर्ँ 

विपम संख्या-०94 गणाफैलः 


विपमराशिक-॥|८ 67 ०99 शय७5 

विपयवस्तु-"ण्रप्लाफ 

बृत्त-लालट 

वृत्ततड-उच्हुप्रण 99 दादा 

बृत्ताकार, वृत्तीय, व्तुल-0ा८प्रौवाः 

बृत्तीय चतुर्मुज-0५ ८८ कृउकांगटाग 

बेग-शलेण्ताए 

बेबशाला-0950एशगफए 

बैश्लेविक-आ४छ 9८ 

बैडलेपिक फलन-आ१० 7५०० छिएांणा 
वैश्ब-एआएट/5गे 

वैश्व बीजगणित-छाए८5 ब8०ाए 

व्यजक, अमिव्यजक-८ ७7९४0 

ब्यत्यय नियम-9७ ० ०0णाग्रपएणा 

ब्याख्याता-|९८एटा 

ब्युकोजू-50० 

ब्युकोज्या-$८९श॥६ 

ब्युज्या-0052८श॥ 

ब्युत्तम-ए०८ाछा०्व्वो 


शंकु-00॥6 

शंक्‍वामास-००णा०णंते 

दब्दकोश-त८0०5३9 

झांकब-०णांए 

शातध्निकी-हएणाहाफए 

चारीर-॥33079 

शुद्ध पणित-एण< ग्राग्पाध्णवरपतठ 

शुद्ध बर्ये समीकरण-एए/८ तृप्घपे।मांट 
स्यूपबाणा 

शुद्ध समय-एुपः८ प्रंणार 

खूंखछा-प2 


इं८६ 


सैधिकनतायातंड 
पेणी-$लांछ 


रवछन-ग्राशाउप्रंणा 
मकेतलिपिना०/ंठा 
संत्रिया-0[लाग्पंणा 
सक्षिप्तिका-्क0/९घंतपंणा 
सख्या बुद्धि-गाफफल इलाउट 
संस्या सिद्धान्त, अंक घिद्धान्त-007) 
रण जण्ाफऑल5 
सस्यान-वापगएशशाए़ 
संष्योल्लेसन-नापशाटागंणा 
सगति-९०077690रठला८९ 
संघ, समुदाय -80०07 
संमिथ्र संस्या-0079०६ ग्रणाएथ 
संमिथ राशि-००णए ८४ वृण्भाप्षा 
संमिश्र विश्लेपप-(णणार्फो ९ था ।अं5 
संमिथ समाकलन-८०गएशर ग00- 
हिप्ब्धंणा 
संयुक्त-0077|0एप 
संयुवत समानुपात, मिश्र समावुप्रात- 
ण7ए०फावे ज़ाकू्‌णप्रंण्ग 
पंरचना-४0८ध0९ 
प॑रैखिक-000९०7 
पंशेषता-0ण7 हुए प्रथा९९ 
पंगेषता सिद्धान्व-0009 एी एण- 
हिप्प्रदाव्तड 
शेषी संब्याएँ-००४8ए7थाई प्रा 
फल 
स्वरता-977ण9 
हति-$/अंशा। 


रातव-व्णाप्राएल्त 

गत्य माजक-धए८ एशेंड0ः 
सदिभ-४त्टातः 

गद्विश विज्यानाव00 ४७८/ण 
सदृभ-भारणड पर 

गंनिक्ट, उपनीव-9|छाए)0 77702 
सन्निगटन, उपनयन-गए(70ंशवएंण7 
समकालवकऋ-00८ी7076 

समकोण त्रिमुज-॥ाह॥-शाट्ठाँट्वे धवन 
बाहर 

समषातीय, ममघात--0ग08ुशा००५४ 
समचनुर्मुज-प/0ए7/005 

सम ठोत-व्हुणय इणावे 

समतल ज्यामिति-काँआघ८ 8००आ6प्रज 
समढ्िवाहु त्रिमुज-$05:0०४ घांशएहा९ 

समद्विमाजन, अर्धन-क5९८४०७॥ 
समपरिमितीय-45096एं॥7९0४० 

सम बहुफलक-हव्हुपरैथ एणेजीव्वीणा 

समबाहु समलम्ब-$0502८8 पशु/०- 
अंपाय 

समभुजीय-०रथाु० 

सम पड्मुज-६8०ँग गठ्खडणा 

सम संस्या-८एथा गणफशद 

समाकछ-तंणल्टप्णै 
समाकलन-नं॥व्टूप्णांणा 

समाक्छन गणित, चलराशि कलत- 
करवाने <गैव्पीए 

समाकल परीक्षण-नरोध॑ध्टार 88 

समाकल समीकरण-ंगरव्ट्ा्म. ध्युफन 
पंगा 

समानव, चुल्य-व्पृपएशला। 


ड्ट७ 


समानाफठक-फम भी ल०्फाछट्त 
समानुपात सिद्धान-ध्रैलछतए ० छाए- 
कुणांगा 
समानुपानी-छ/छकृ०तांगारज 
समानुपांत चिन्हूं-प्रहए ० छाकृण- 
पं 
समान्तर-चतुर्मुज-कुथभी९०हागा 
समान्तर _ स्वय॑सिद्धिन्काण)ा 
छेगीलीआा 


रण 


समान्तर श्रेद्दी-गधप्णाल्पंट्य._ ए0- 
हिएकभ्रणा 

समान्तर-पदूफडक-एुआश लैठ[ञंफुल्ते 

समावृत्ति-८णाध्लाई 

समोकरण-९9एगाणा 


समीकरण मीमासा-0॥९079 ० ९पुए३- 
प्रंगछ 

समुल्तमण-ं॥णैण्ाणा 

समुदाय, संप-87०घ9 

सम्माव्यता-ए700वरर79 

सम्मित फलन-5)प्राशालपंट पयल्‍पं०ा 

सम्मितिकजाएल्वफ 

सरल-आंपए||० 

सरृष संस्या-(807406 गण 

सपिछ-फ़ाएज 

सर्वज्ञ-परश्टाउगीक़ 

सर्दममिका, एकात्म्य-ैलगाएऋ 

सर्वांगसमता-०णाह्वापला०ट 

सर्वेक्षण-8070०)णट 

सवर्णन-ल्तैपलांजा 60 2 00ाग्राणा 
परैश्ञाणाय्रातरातः 

सहगामी दीका-वष्याणण्ड.._ ०णा- 


ग्रालाध्यए 
महचरण-३550८ख्पणा 

सहचल-८0 शा: 

साकेतिक कलन>अपाफजीट ट्गैलापि 

सातत्य-०ण्मण्ाणाए 

साधारण मिन्न-एहिदा शब्द 
सान्त-गिएार 

मान्त बनन्‍्तर-गिा:८ ठातलिलार० 

सान्‍त कुलक-रिभाल ४ 

सान्‍्त दह्षमलव मिन्न-तशाशशागधराडु 
हल्तंगराथ॑ 4३८घ०णा 

सान्त संघ सिद्धान्त-श०07ए ०६ 
दिएणाल हाण्णफु४ 

सारणिक-9 लाश: 

सा, साबिक-8९एल थे 

साव॑ बनुपात-६णाशराणा 7200 
सार्व अन्तर-0णा707 तारतिक्तार८ 

सीमा विधि-गा८७४०4 ०६ [5 

सुतब्यता-एा०्तंश्रणा 

सुवर्ण गणित-60॥70६४0०075$ 7९0३- 
पाए ५० 8३ 

सुबाह्य-ए०0४०/९ 

सूक्ष्म मान-८005८ एगेपल 

सूचीस्तम्म, स्तूप-?ज/शाशपे 

सृप रेखक-४0९ उप 

स्टर्लिंग संख्या-500)7₹98 वमरामत 

स्थानिवी-07०० १४५ 

स्थापना, न्यास-इशलमत्या [9 
छ्णैला ) 

स्थिति माल-[/उ८८ #गॉपट, ए0पंचं- 
करा एगेपढ 


ड्ट्ट 


स्वैविवी-डधपंत हर-तंलाजाशा।2०ण 

2] हरमितिनीगणा0एंत 
स्पम्पानशाहुद्राए ह॒रात्मक श्रेद्ी-ीधराफणांव्यं [70- 
स्वचछ-30॥07707 हाकआंणा 


स्वतन्त्र चर-नंगवंत्कुलावलाए शब्की०.. हारमोनियम-नीशगराण्मापा। 


परिशिष्ट ५ 
(अंग्रेडो-हिस्दी झ्ब्दश्बलो) 


209०८०५४-गिनतारा, अंकगणक 

4फरशं०पंञ्ञा-सक्षिप्तिका 

2050 प८-परम 

46८०फ्रा(ध८9-डेखापालन 

2८७३7)-जीवनाकिक 

२५० #४०-घोगात्मक, यौगिक 

रीपेल्टिव्प पुएमताअपंर ९वुएपऐंएल- 
अशुद्ध वर्ग समोकरण 

2 गाधिक्॑श-यावदनन्त 
48०72-बीजगणित 

अहिकेप्मं८.. ००धए्लौ०-बोजगणितीय 
युर्म 

काट ४०प्रप॑०ा-बीजगणितीय 
हल 

08॥|छपर॑णा-मिश्रण 

प्र।04०-उच्चत्व 

सैगे०ह0०-सदृध 

4) सं८-वैश्लेपिक 

खैय॥)पं८ एफ्रातवणा-बैश्लेपिक 
फलन 

#0०३५०४$-शारीर 

4ण्ट्रो० ०६5]09०-श्रवषता कोच 
उज़ाणा)ग00४-अनामंक 

सैजफ्ञॉत्व वंउफलाउधे-प्रयोजिद 
गणित 


#फएए०पाग॥०-उपनी त, सन्निवट 
औफएमधागब्धणा-उपनयन, सन्निक्टन 
हैप्लाउल्गेतठकएटग.. अपाएतए 
[70/9-मारतीय पुणतत्त्व सर्वेक्षण 
#ला0णि॥।0ए-महन्त 
दैएएएाट:फ०-बास्वुकला 
88974 )7हाथा-आर्येण्ड चित्र 
#ैपंधायाटध०-अवगणित 
भ्वाएगारवटन ००च्रड्नैलाला- 
अंकगणिनीय पूरक 
क्ाफ्रागव्पव्ने 
समान्तर श्रेदी 
#फोकधिलाद4 एग्राशटा5) 8-विए्द गणित 
कए८७८ रै।९आा-ममालर मध्यक 
कैप्रंतिलिर िफ्रा57-तरिविम संरया 
ै5छण्लउध०ा-महचरण 
#5प्र्ण7/०-नक्षत्रयत्र 
+४घ००१९)-फ्लित ज्योतिष 
8597[/08०-अनन्‍ल स्पर्ची 
औप्णगार व॥60)-परमाचु मिदान्त 
औैण्ट्राग्लाए-क्षेत्र 
2एणाउध्णा-स्वचल 
4 छेठी०-एश पूर्ण सच्चा 
सैफंल्ता. री उ्गौलिक्ा-ममात्वर 
स्वयसिद्ध 


एप०ह/०5ाणा- 


९० 


ऊगग्ाए८-चुला 

सिशाक्-अदला बदली 

फगएणएव्लापतं८ 0० ०घा5-मारकेद्री 
कलन 

आ-बिल 

ऊंशश-द्विवर्णक, द्विचर 

फाशए (एथवा०४८ ए0घगा-द्विवर्णक 
वर्ग रूप 

कांग्रण्मांभ 8धुप्श/ंणा-द्विपपए. समी- 
करण 

कगगां मैं /शग०३-द्विपद सूत्र 

फ्राणाएंगै एशलणपशा-द्विपद प्रमेय 

फापुए००7४८.. 8६०7॥07-चतुर्षधाति 
समीकरण 

फएंवृएशलागंणा-द्विचनुप्टय 

0८८४ं०१-अरधन, समद्विमाजन 

04)/-काय 

700-:०८छ७४8-पुस्तपालन 

00घ8१-औदुमिदी,. वनस्पतिप्रास्त्र, 
बानस्पतिकी 

फ०फ्राते-्यरटिमा 

प०जातँग।. एगातीपंणा-पर्यस्त 
अनुबत्ध 

]0णातेत्वे-परिमित 

छ0फ्राएेशएरए63-परिमिवता 

फिह्वर्एभ्ं॥रणटएएणा०-दुततमप्राववक 
छफ्व॑डतत रण एकआउवएत-विरोधा- 
आस संग्रह 


(एगॉव्णैग्णाड. कैड्वफे।2- परत 
यंत्र 


(एशै८प्रौन्‍४णा-परिकलन 

(शभै८पाए५-कलछन 

टगे८णैफ ० क्ाम॑।ह एविवाल्ल- 
सान्त अन्तर कलन 

(गेव्णैफ त एबापएंगे ए#लिलाएल- 
आंशिक अन्तर कलन 

(गेत्पीछ 66 फआंग्ंजाड-विचरण 
कलन 

(एभाव्ल|4४ंणा-निरसन 

एगरातां. ित्ाफ॑धा-गंणनात्मक 
संख्या 

(मथाशए-रज्जुका 

(ए००घंग.. १/०००आंड-सग्ोलीय 
याब्तिकी 

द्ता-बुदी 

(ला50-दोपबैचक 

एल्ाफर रण ट77ए०८प7०-वक्ता बेद 

एलाहर ० ए29-द्वृव्यमान बेख 

(एलाएट ० 0:06॥7गा-दोतन केद 

टआंत-श्रू खरा 

टआआर्लीग-बुलगुर 

८च्तंत्द्यूत्त 

(४#४४ौ27- वलुंख, वृत्ताकार, बृत्तीप 

ट7व्पॉक्‍्ट. 700 2६ वितीकभ्रीपन 
आतत्तिक वर्तुख विर| 

(5०४-अरचू 

(करवा 

(कर ४गौधर-यूक्रम मात 

(ण्णशखड्व्ल्ट्श्श | 

टगफ्रव्मन्सरीविड 

एरग[कलप्रत्ध-रेती शरण 


डर 


+ (ए०0गाग्रध८ट-वाणिज्य 
(एणाणाण #070१८००-सार्वे अन्तर 
(एणागाठा र३४०-सार्व अन॑पात, 
साव॑ निष्पत्ति 


ए०्णफ्ॉल्र औधशे)आं5-समिर 
विश्लेषण 

एग्फ्फरीलरए. जाल्ड्प्गाणान समिश्र 
समाकछन्‌ 


एजागए/९६ 'पिप्एऐ7-समिष सस्या 
(गण तृष्भाप्रप/-ममिश्र राशि 
एगाएलाला।-पूरर 
(०ण्ञॉलाला$+-पूरक फलन 
(ए०्भए०प्रातै-संयुक्त 
एणाएुठफाप एजू'०घरांणा-मभयुरा 
समप्ानुपात, मिश्र समानुपात 
(०्ा[ठणाते $0व03-संयुक््र थेणों 
((०ग्रएभ5४07- अमित लग 
(एगएत्बांज्रापएलेअगह्‌7० हए०७- 
सु्र्ण गणित 
(एजाऐणप्लंला तवित्वान्याप सवहन 
(एजरा०-घंए' 
(एएलाह्ञापला।ए०-१- गर्शदममत्रा 
२. शेप 


(एजाह्ञपला. ेपाफल#-अदेरो 
सरूराएँ 

एजाहाण्थए परताभपशै+-न्मररमण 
विशुज 

एकाह्ाएलतड.. एशसटा+-्बरशपो 
सेस्दाएँ 

(ठ४-०ट४ाह इ 


(८:४० -शश्शमाद 


(:णञा5धआ-अचर 
एणफप्रण्व्पंणा-रघना 

(एगाधाए [्ण 3 एजाभ)-( बिन्दुशी ) 

समावृत्ति 

(:णालाछ-दिपयवस्तु 

(;ज्राध्प्त्त॑ विउएातवा-वित भमिन्न 
(:जाप्शघ्या) -मातत्य 
(:एप्रपं्रण०0७5-गवत 
(:ताएलएुला(९-अमिसर्ण 
(ुजाएलहुला-अमिगारी 
(;०0ाठाग्र #5- नियामक, 
(:09)ए(-प्रतिक्तिपिर' 
(गार्फुणाएंलाएल्‍-मयति 
एफ 

(ए:%८<-च्पुम्पा 
(कव्ट्शा-स्युम्य 
(एआात-पोस्पा 

अ-शोरप 
एलजाहुला-बोग्पग्रा 
(०ण्णशाह-पणत, दिवैगा 
ए०णुऐ--घुप्प 
(ठ्मामय-ाचव 

(०७ त+त्वे $:00-7श्य ग्घ 
(छलप्पा-डहरोेश 
(पल्कडम्प०-लिरेश अभुप/५ 


निदेशाप 





(फशनलिव्यत्त-शस्नमिपिका 
एफ्रऋफत्-चश्ग 

८ ०-घग 

एप्प ६ 





एएऋशाछःर वेट+४अऋजकच बल इसट्ड 
एल शत 


(प्-काट 

(एज़्तांन #धल।ठतं-चक्रराल विधि 

(ए>बान बृष्ण्पंतअल-वृत्तीय 
बअतुर्मुज 

(:४८०४-चक्रज 


प229-स्यास 

0०वले७॥9 ८४६-ईंडोकाइण्ड काट 
0०८670०-निश्चित 

0८27८०-भंश 

उ2शा०भां१007-हर 


श्प्र 


[08ए777५४०-विप्रमाणन 
00#99धंगा-वितरण 
ए9एलए्ुला(-अपसारी 
]200८८॥००।०ा-द्वाइघफलक 
]9०प्कीट (प्राश्यपार-द्विक 
(9०7४९ एल्स०्मत0-दिक 
बरतंता 
[00009ए फ॒ुल्वां००८-द्विकावर्त 
[07 ०जांगहु-आग्रहण, उद्रेखण, रेखन 
7009॥0-#घता 
क्‍0;9भाशं5-गतिविज्ञान, गतिकी 


बकता 
परा- 


26[थापैथा६ ५थंक९-परतन्त्र चर 


70 «8४ं87-परिरूप &8]०आरंट()-प्रत्यास्थता 
[9०5४ 87९-परिरूपक फ्श्गालाए-अल्पांश 
॥060गा)रश(-सारणिक 87 +४ं००-विलोपन 
6७फांएरण०-निर्णीति 8/95०४१-दीषेवृत्तज 
0!2-डायल, घट्यतीक 8॥90० ए्ञा८धंणय-दीर्षवृत्तीप फलन 
70[20८4-उपमापा फऋएर|४०॥77०१८४-दीषंवृत्तीय समाकल 
एाएए-दैविकी पाएमं०.. पएणेण्तंगा-दीर्षवृत्तीय 
42८४०४०४7ए-शब्दकोश समुत्कमण 
पएञ्रशिक्षाभ्ंगे (००ीीलेंला।-भवकल हि[04.0९१८०-वाग्मिता 

गृणांक ए79८9८०००१॥३-विज्वक्षोश 
एइलिलापंगे॑.._ छकृपक्राणा-अवकल फि7ऐ|०४४-अन्तहीन 

समीकरण क्ाशड्र)्ज्म्जा 
एाइ्िकतापंभ. ि०धप०ा7ा-अवकल सि्ाग्शंए/8हु-उत्किरण 

संकेतलिपि काप्णलआी०-परिगणनश्ञील 


ए77लाअं०-विमा 
07०८८तं-लक्षित 
[0)70८:०४-निरदेशक 
[)70८( $0-क्रम ज्या 
[)5८णाधग णं (7-असावत्व 


पशपालआांता-परियणन 
कशार्टणए०-अच्वालोप 
एवुए2४००-समीकरण 
ऊधुणंधशैला(-(, तुल्य २. समानक 
एक्रंघ्राणंणा+आकलन 


डश्रे 


हपरलंशा 
समाइल 

झएका पिणाफला-सम संख्या 

हएणैएल-केदज 

छिफं।शार८ प]007ता-अस्लित्व प्रमेय 

सिकृथांग्राथाप्ओ शजजंत-प्रयो- 
यात्मक मौतिकी 

तृपठभं0१-य्यंजक, अमिव्यंजक 


एप्टृएरशै-ऑँयलरी 


4॥06-फलक 

पशा॥-प्रक्षेत् 

पश|०४-अधिसदस्प 

साल पप्रशाश-मादा संस्या 
प्रतत-क्षेत्र 

भिहण अध्पि शफैटा-सरुप संस्या 
पकाप।९-सास्त 

फरि।६ फतिलला०८-सान्त अख्तर 
पक $00-सान्त बुक 

पिन पृर्ता-प्रषम पद 

0८गे $ल्‍७०ए-नामिग दूँ विज 
#0॥०-जोड़ो 

कत्तव्क्ा) 
पवजप्पंणा-मिशन्र 
सिप्णा-एिप्ररू 
फावफालाधौ-यूठरूव 





6429-सिकिति 
6ठालअ-भार्ष, सादिक 
(ल्‍जञवंत-मुमितरि 
(्त्तेत्व-ुमियोत 
6०जजले+%-मोमिपोड 


6०ण॑०)-भोमिरी 
ल्जालांव्ग रण्ठफलघ्रणा- 
गुणोसर श्रेद्ठी 
6ल्‍्ारप)-श्शमिति 
(्रठ्ग्राणानवी डी 
604665 जी रि०४ताशाएहु-इदा 
(गुठला $0०0एएानवनर बाद 
(क्रभुपएट्मै-आई खिक 
छठाग्शाग्धएणा-गुरराकपंध 
(दिाल्/त्वा-ग्पेप्ड 
670ए]"नममुदाय, सूप 
(ठफ्राएलग-शावप्तिरी 
6फा।ए वोमण-ध्टर शरद 
ठणाप्ण िप्नपष्टर रेखा 
6णाप्पा (एछएागप्र-ाष्टर मर 
6ज्ञाध्त $८ऑ०-धष्टर मारो 


प्रज-तात्पत-अरई-जोवा 

[उ्ताला< पिछ्टृफतच्घणार्रार 
थे 

[[शाशठागक-रर्िति 

विशाशकर्पएशनापो िशम 

व[वाशाएज्गरशगता 

वालास्पत-परेडिति 

परतात्ट्री) [ऐश भी 

कलत्प८-उर्दर्री 

काहात 2८लए०-र्च दा 

॥। पुल्क्ात्दूदाव्णप्पनममचाचिर, शान 

पस्चरजेजू३ ५ पिपन्‍रवार एिल्साप+ 
छिपमदास्तनएरधटर 

हे कजम) शिप्टाप्क्‍नतनिगाार 


ड्र्ड 


पिर्भार्णाग-भ्षैतिज 
749902ए॥८४-आस्ममी 
व[एकज्नाल्टीमा<-द्रवपा त्रियी 
प्र;0।ठ#गए68-द्वरस्दतिकी 
लिःकृ०कै0ौ3-अतिपरवरूय 
लफ्ष्फंजार मफ्राताणा-अविषय- 
लीय फलन 
घर;फुष्फैणार 
आकाश 
प्र*फेगेगवत ० ॥९एणैक्रांफ- 
परिक्रमण अतिपरवलूयज 
प्र॒एन-हु८०शा८प्ाए-पराज्यामितीय 
वि/ए०एीौ८४-परिकल्पना 


$97९८०-अतिपरवद्दीय 


40०$४॥८०70०॥-विशतिफलक 

]0९॥-आदर्श 

[0०वीं आप्राटा-आदच् सख्या 

476० 4॥0077-आदर्ख सिद्धान्त 

700700/-एकात्स्य, सर्दसमिका 

[ग्रण्ह्लागगज (007ए०६ (फगपंए- 
काल्पनिक संमिश्र राशि 

रतैल्ुलावेशा। ए०प्रकी०-स्वतन्त्र चर 

पाकलल्खांत्रण० है पुपव007-अनिणित 
समीकरण 

4०४ 7.3७४-घावाक नियम 

फावासंश्रं0॥0-अमाज्य, अविमाज्य 

पमीणा८ (2]355$-अनन्त वर्ग 

गमीण॑प्शुफ जग! 0ण्गपं५- 
अत्यल्प राधि रु 

प9मि08 $ल्‍पं७-अनन्त श्रेणी 

[8ककि४ $८-अनन्त बुलक 


प्रिजिप्ठाचाग (प्रणाधए-अत्यत्प 
राध्ि 

हिक्ति।ए-अनन्त, अनन्ती 

फरिप्गॉयालाए-शेप 

फापंगे रएशा८7-आदि संख्या 
]फव्यं9०-अन्तलिखित 
पाव्ट्ूलन-पूर्षोंक, पूर्ण मस्या 
[धूप्रगै-समाकर 

[7९87 ((२८परौॉफ-समाकलन गणित, 
चहछराशि कछन 

किालुप्ग॑ 89एगांजा-समाकल 
समीकरण 

एव्टुप्भे एण्याल-पूर्पांक, पूर्ण संस्या 

]5ह४ 7८४-समाकल परीक्षण 

प्राध्व्ह्प्पपंणा-समाकलन 

फाले]९८एम॑ गाशागगाला-बौद्धिक 
अम्याप्तियाँ 

हालज्ञालतव४०7-निर्वचन' 

प्रध्थश्भै-अन्तराल 

शा।प्रधव००-अन्तःस्फूति 

वतरए३पंशाए-निशचछ 

पारध्यापणा-उपज्ञा 

पाए्लेडल, रिलएला3ट-उत्कम 

[प्रश्टजट (लिटापं3पंणा-उत्तम 
अवकलब 

पएणैप्रपंणा-समुत्तमण 

[पभंणाऔ-अपरिमेय 

[करगांणार् ऐपिपराफफैशा-अपरिमेंय 
संख्या 

[॒त्व्टंपलं!० (2४८-अछघुकरणीय 
दया 
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7509८घंप्रधध:८-समपरिमितिय 
805०९७ प्रपएट्यंणा-समवाहु 
समलम्ब 


बण्प्ंथ-अनुज 


7.9600९८-अक्षाश 

[३७ ०6 (०0शशगाद्ध्ं००-प्रत्यय 
नियम 

व३ज ० (एपतामा८ सत्लफत- 
०६)-बर्ग ब्युत्तमठा नियम 

4.39 ०६)/(०४०7-गति नियम 

प०३४0-कनिष्ठ 

7,०95: $0027८-कनिप्ठ वर्ग 

[व्थाशध-ब्याब्याठा 

,0ग्रात4-प्रमेविका 

गश७-लेंस 

[.८ए८-उत्तोछक 

पा०-रेखा 

लव 089्वंग्रपंघट ॥8९00२- 
एकघात सहचरण बीजगणित 

पवशल्वा एत०४४००-एकधात समी- 
करण 

७०४४ [90८27शै-रेखा समाकल 

((णफ-लिटुअस 

प.0८४४-निधि, विदुपथ 

.08 शोंति।-लघुगणक 

768गांणयय८. $छं।गै-लघुगणवीय 
सपिल 

प.020॥8०-शममुजीय 

उ,घा८-चर्धम 


4487८ $कृण्शार-माया वर्ग 

अब रएप्रफल-नर सख्या 
+(३७४-द्रब्यमान 
शबगौटाा०0८९४३-गेणितीयक 
औ4272202४7८5-ग्रणित 
शबक्रंड-श्रेषिक 

)कयाब गाते चिएशा३ ?एराए- 

भूयिष्ठ और अल्पिध्ठ विन्दु 

/र८शा-मध्यक 

क्‍(८वा )(०००-मध्यक्र गति 
3(७८घा८६-बान्त्रिवी 
श(ला5ण#रपंणा-मापिकी 
क्‍(९ए४०४८शा-याग्योत्तर 
क्‍(९४एपआं०5-अतिमानस्य 
*ै4ल००ाए०१८० 0%८०-ऋतुविज्ञान 
कार्यालय 

॥(८00०4 रण (०४८०१७-प्रपात विधि 
3/८0१४०00 ० #फाणा5-प्रवाह्‌ विधि 
)शल्ता०व जी एज्ापप%्रणा-निशेषण 
विधि 

#(ल.04 ०६ .९७5: $पुएथ०४-स्पून- 
सम वर्ग विधि 

औल्ती०्व ० 7.परएं७-सीमा विधि 
+४(०90४ छ37्त-मोब्रियस बन्य 

+०पंल॑-प्रतिमान 

+(०फाला(-पूर्ण 

॥०४०ह7्शा-पुम्पाक्षर 
क(०॥०एह्ठाथ्फी-एकबन्ध 

कैश०४४८ #॥0८०-गामक बल 

0०० //०-अपवर्च्य 

अणेपछॉ६ 0जंएा-बटुछूक विन्दु 


रद 


/प्रौप॥८शा१-गुण्य 

//ौतजञीदिवंणा.. णत पाल 2फट- 
घन गृणन 

[धपरापगीटवपंए८:. पिज्याएल-गुणना- 
त्मक संख्या 

70छ॥थ-गुणक 

पिशाणएन... शेरी050एौट7-ब्राइृतिक 
दार्शनिक 

पचएंहपंणा-नौतरण, नौवहन 
पिल्ट्ग४ए० 70४०-ऋण पघात 

विणाना(॥श३०८०ा8-अछेदक 

िणशाऔ-अभिएम्व 

)४04300॥-संकेतछिति 

पिच 0४॥(-रास्यान 

पिध्ामलर 0 पत्शाल्‍-गच्छ 
िफाउल $00८-संस्या बुध 
पिएजादधग्पंगष् ि००-संस्पान छड़ 
पपण€7२४०१-सच्योल्लेसत 
रए्गाटवा००-अंघ् 


099वृ०८ शै शफ-वियेद अज्ष 
0४9ःश्श००-बैषधशाला 
(0०एह2णा-अप्टमुज 
05थाच्पएएा-अध्टफाडक 
(0८४2४८-अध्टक 
(053 १२एशॉल-विषम समस्या 
08८-०9< ((ालफछकरप॑लाप्ट, 
इुछश०/एट:-ाएे डोसगति 
(0055-५४ गाँ 7८#-तगइगतोप 
0/ष्म्पल्पन्मचिर 


070०अंप्रंजा5-विपरीतियाँ 

07५ ०-चाक्षुपी 

(09पंणा-अनुकल्प 

0एल-वर्ण, क्रम 

04८ णीयणट्ठाठ्प्ंणा-प्रगति क्रम 

एक विक्राफटा-फ्रम. संख्या, 
कऋमात्मक संख्या 

(07070॥05-प्राच्यमापाज 


एकल (त्त्याता)-अभिपत्र 
]47४00३-परवलय 
भ०००४-परवछपत 
एग.०6हूध्या-रामान्तरघतुर्मूज 
फ्गीलणज्गागण ० वणात्लन्यणत 
समास्तर-चतुर्मुज 
एग्र्गोलिं०[॥ए८पै-गमानोफदक 
एग्शाटल-प्राचल 
एआए-माय 
एड्मंगे 
वकलछते 
वअप्ंग॑ ॥#३0वंगा-ऑशिक मित्र 
क्रट्वोँ ध्राउ7ट्रॉट>गारकल विमुम 
फपीजप 
एलडती ० 03-रैगावली 
एलल्ाओअंजणा. णी सिएचीस-डायों हा 
आधात 
जलंम्रलदाज्यरियाय 
जएलांग्व/८-मार्वत 
एलांग्ए८- वप्रधतंशा-आावर्त फलन 
एटमाम्शलम्टट-विरस्याविल 
विपल्याफपलाय,. आते. (छा्फीयर- 


एउलिलाधगांण्प-शैंधन 
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प्रेंलाइ-प्रमभचय और संचय 
एलफतण्ग-चिरस्घायी 
एलकुलाबों.. (0४ैलापैज-बिसस्थायी 
तिथिफत्न 
फएलफृलण३ ै०पंजा-चिरस्वायों गति 
॥65ल्‍्टारट-दृष्टिसाम्व 
एएश्ं0-मौतिको 
प%पअ्नंणे०१)-द हिकी 
"460 ४४७८, ?०शअपंगाज पर गपर- 
शियिति सार 
ए|॥7९ 5009९07१-समतल ज्यामिति 


ए०/-घ्रुवी 
ए0०८-घ्रुव 
70])/7०07०४-वहुफछक 


ए०7९४४८-सुवाह्य 
ए0ब्रततगान ए३०८, 0|30० ए४७०- 
स्थिति मान 
ए905६ए४(३०-अवाष्योपक्रम 
॥00$00पग-विमव 
9०४८: $८प०$-घात श्रेणी 
ए;८८ं४०४-सुनव्यता 
फएतैजल.. फैणाफ॑ल-रूढ 
अमाज्य संख्या 
एमालंज्ञों० ०६ १०४४४)-दैबता 
सिद्धान्त 
ए7०कआ।६५-संमाव्यता 
970८८5$-अ्रसर, विधा 
एगुंध्पाएट.. 0००ग्रवत॒-विक्षेप 
ज्यामिति 
ए7०फण्ग्रांणगभै-समानुपाती 
ए7एए०7४००७ |#0-अनुप्रात्ती माय 


संख्या, 


70504 ए-छन्‍्दरग्ास्त्र 

विपए्शंद्रंणा-प्रावधाव 

.एएर्टपं5०7-बुट्टक - 

एप 'शब्पैशमभ्प८-घुद्ध गणित 

एणर (२ए्वागत८ एपुप्रग४ंणा-मृद्ध 
वर्य समीकरण 

एप प्रशाल-शुद्ध समय 

एशड्श-स्तूप, सूचीस्तम्म 


(९००७४०४8/०-चहुप्कोष 
(00३07/एणा०-क्षेत्रकलन 
(२एशा0८-पचघातंक 
(एण्भाध८-साशि, मात्रा 
(२०७४४८पमा०7-चदुष्टय 
(२ए०४ंला(-भजनफल, भागफलू 


[९9905 ५९ट८ण-सदिश त्रिज्या 

छ भाहु८ ० ए०ए5-बिरु माला 

क्‍८-दर 

२४८ ० 00972०-परिवर्तन दर 

]२३पंणार्ग 'िप्राश्ि-परिमेय संख्या 

एर भांग रिप्ट॥-गाश्टी ध्त॑ 
पम्नंगराष्टौ०-परिमेय समकोणत्रि भुज 

]१८घ७7०८थै-ब्युल्तम 

३२ ८८८०मांपए-अनुयणन 

९८८०:०-अमिछेख 

उरल्ट्ागहप्रॉँबा वफफृलफएणेंब- 
आयताकार अतिपरवलूय 

3२६८पृं१८४४०१-चापकलन 

॥१९८०-दायाँ 

॥१८८०ण-कुडाचार्य 
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गिव्लाप्रागह ९लंग्रात॑ विन््॒त॑णा- 
आवर्त दक्षमलव मित्र 

क्‍टटप्पांपष्ठ 50व८४5-आवर्त श्रेणी 

[२ ०तए८पंणा-लघुकरण 

॥60ए८ऑएा 00 3. (० ठेल- 
ग्रणागंग्ररांण-सवर्णन 

पटलिशा८०-अमिदेश 

7२८हएँ८ स>र8०ा-सम पडमुज 

म२८४०॑४४ 70 ग्९०7णा-सम वहुफलक 

4२८ह7४४ 500-सम ठोस 

९ ८७०७४॥०-गणतन्त्र 

3२ ८8 तएर८-अवशेप 

065६072007-प्रुनः स्थापन 

एि९एश5९, धिएल5८-उत्तम 

२८ए०४४ं०॥-परिक्रमण 

॥२|0०पा7705-समचतुर्मुज 

उराह्ा।-गाग्टा ध्त॑ एपरंभाह०-समकोण 
भिमुज 

एा8 पशभराह्रपरध एगनञ्ञा- 
लांबिक त्रिमुजीय संक्षेत् 

7२380ए४-परपता 

२७८ ०६ ४ए८5४४07-उत्कण वियम 

(२७८ ०६०४४ पए८ःणा$-विपमराशिक 

[२४]८ ० प॥70९-श्रैराशिक 

रिएगगगाशहु (णराशक्ांग)- 
सहगामी टीका 


(गाव उर८८:णरत्त-रेत गणक 
(८2 ०-मापिनी, पैमाना 
९०-7०7८-समुद्र पत्तन 
८7६-भासन 


56०-व्यूकोज 
$्व्गा।-ब्युकोग्या 
$ल्‍०छणला(-खंड, अवधा 
$९छए०१६ ०9 टचेल्-वृत्तबंड 
$लागं-दाव्प्रॉग्ा-अधंवनुंल 
$ला/नृलांग्रतवश-अरपे-परिमाप 
$ल४ंए-अग्रज 
$0० ०६ (०ण्राप्ंश्-गणना बुद्धि 
$ल्‍पुप्था०८-अनुक्रम 
इलाां७-श्रेणी 
$6-बुलक 
$॥900ए७० 7000०४॥8-छाया मापन 
$400 #५८९-पाए्रव फ़लक 
इ2ए९ ० &7007/श0- 
इरॉटॉस्थेंनीज़ की छलनी 
89 ० 9#िं०८:०४-अन्तर चिह्न 
$ंए0 ण॑॑ 70०7०४०५-प्मानुपात 
चिन्ह 
अंहए ०६ फ० 2०4०-राम्मि चिह्न 
$ध/८०-सरल 
जंग्राणैधबा०0०५ 8009005- 
युगएद समीकरण 
अंप-ज्या 
$7०-ज्या 
झ0हुए भयं(/-भपूर्वता, विवित्रता 
5॥06 एए०-सुप रेखके 
5०8 6ल्‍णराटा/-दोस ज्यामितति 
$07४ए-मागरेखा 
$920०-आकादरा 
$छञलमंट्ज-गोदीय, गोलाशर 
इफेद्ीव्गे छ०ग्घाला3-गोलीप 
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रेखायणित 

$ज़ालांध्गे स्गगाणां८-गोलीय 
हरमिति 

9.0० 0-उपगोछ, योलामास 

$एय-सपिल 

$पुणश०८ [९००-वर्य मूछ 

$वण्य्भा।ह-बर्गेण 

$गाप॑अत-मानक 

500090/%7४07-मानकी करण 

गलाला।. (रण 4 छाकीलका)- 
स्यास्र, स्थापता 

$0श705-सथेतिकी 

$ल००ट्टागुगरंंट .णु०टमंण्घ-योडीय 
विश्ञेप 

$प्रधह् पिप्ाफ्रैल-स्टछिय सख्या 

$0८प/०-मंरचना 

$फऐ-ाएलएग-उपान्तराल 

$00-80६-उपठुछक ट 

$फ्रआएपंणा. ठ०एए-प्रतिस्वापन 
संघ 

$06०55ंए८ #ए7०रॉंकउप्रंणा- 
उत्तरोत्तर उपनयत 

$प्रग्रञणानमालन 

इफ्सा ० परलशाइनपरों का शेय 

$एा 2-पघूष पड़ी 

5070 यरणी 

$एा30०-वल, पृष्ठ 

इए ८९ [.0८७५-तल निधि 

$प्रधृष।२०-परारिक घोगः 

$070८फ्ंशए-मपभघ 

$एञाए0जी८ (२ ०पौए%-साकेविक बचत 


$ज़ागलघंद पा८प्ं०ा-सम्मित फलन 
$ जाग ल्ा३-प्त्मिति 
$%छ४ला-मंहति 

5एआलण ० १३५४-रग्मि संहति 


वमण्स्प 
वशाह्ुलाए-स्पम्या 
प्ृ्रणा०९०ी००९-ममत्राछवक 
प्रत्ताल्ओ पधताए१०-प्राविधिक् 
रूरथात 

वराल८०णए०-दूस्वीक्ष 
पताश्नठ्ठ-मतगणन 

पृल्ताउञा-प्रदिध 

गृक्ताप्रागगाहु 2९00१ [बंग- 
सान्‍्त दशसलव मिन्त 
प्रृर्ताआ)-विवर्णक 

धु८5०-परिसंहत 

व्रठा-परोक्षण 

वररप ० (जारलहतावट-अभिमरष 
परोक्षण 

वृद्प्गौत्त।णा-घतुष्पटक 

4त्णैक्झ्ंटगै-पप्नंशासरत्रोप 

वकतणणु ० (एलमाइप्प्दाएत- 
से एक सिउरनत 

वरमत्णाक री एकुपत्पणऊ-समीररच 
मोमासा 

व्रव्छत' गी किया दातणुकमाल 
संप मिदान्त 

यकत्णफ 
सिदान्त 

गुफल्णड़ 


छत. फिपप्रठण+नपटन 
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रिद्धान्त 

॥पाल्णए ०ीीषिएाएलइ-संस्या 
सिद्धान्त, अंक सिद्धान्त 

प्रशत्ठाज ० 70फ०णप्णा-समानुपात 
सिद्धान्त 

प्रशाल्कज ्ी5व॥ऋ्रत्तातंगा- 
प्रतिस्थापन सिद्धान्त 

प्र)ला-प्रबन्ध 

गु॥शलल-तीग्रशाक्ष०0पआ-त्रैविम, त्रिविम 

प७एण०४५-स्थानिकी 

पुछमांप्टी।.._ ४००ए्रणा-टॉरीसेडी 
निर्बात 

॥ु०घां 7) 60चाधं॥र/णा-पूर्णावकलन 

प्॒क्कथः 4 ४7४४-कायु की शीकार 

प्पक्षाशधक्रपंणा-वर्णान्तर 

पृष््एएशफर्ग-तिर्यग्रेा 

परपांओ 009507-जाँच माजक 

पुष्ञग (२४०पंधा।-जाँच मजनफल 

"['ंज्वा8)० 0 #07८९४-बल् त्रिमुज 

प्॒प्तशाहुपौय. पिप्शाश-त्रिभुजीय 
संख्या 

पप्तंडु॒गणधाला)-त्रिकोषमिति 

पप्रंडल्धाप+-त्रिमागज 

प7००ा०ंवै-वक्रज , 

076 (0 एं५$०४-सत्य भाजक 

प्‌५ए०-फंग्रशाभं०घरभै-द्वैविम 


ए॥7९८गै८तै।00-एकादशफलक 


एआर्घतल्माएँल्वे णिप्रा-अनिर्णीत रूप 
ए्ऑछििा ।'फ्राटपंजा-एकरूप फलन 
ए॥रंवुप०-अद्वितोय 

प0-इकाई, मात्रक 
एफऑश्ल5ग-वैश्व 
एफंए्टाउजीआ-सर्वन्ञ 

परंए्ट5ल 826070-बैश्व वीजगणित 
एंडव्या८ए-रिक्ति 

५३८०ए्रणा-निर्वात 

ए०७४०४०-चर 

एल८07-सदिश 

एतल०तं0-बेग 

प्॒८5०४ $४00-एत्क्म् ज्य 
एकडधा-उज्ज्या 

एल$०-वायाँ 

एलपं८गे-ऊच्चे, ऊर्घ्वाघर 
'ए9०्घाह $08-कम्पमान डोरी 
एणफ्रा०-आयतन 

ए7४8०४ 8३८४०४-साघारण मिन्न 


एछबावला-अभिरक्षक 
५५३४०-तरंग 

ज४ए८ प्रा००7:-तरंग घ्विद्धान्त 
एए०१६०-रंक, फप्नी 

ज़ाप्ता। ण॑ #67८४-अने सित्रा 


अ-उचॉन्याक्ष 


